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ИОНИЗАЦИОННЫЕ ПОТЕРИ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ЧАСТИЦЫ. 
ДВИЖУЩЕЙСЯ ПАРАЛЛЕЛЬНО ПОВЕРХНОСТИ ТЕЛА

М. А. АГИНЯН, Э. А. БАБАХАНЯН, ЯН ШИ

Вычислены потери энергии релятивистской заряженной частицы, дви­
жущейся в вакууме вдоль оси полого цилиндра или параллельно оси сплош­
ного цилиндра. Показано, что независимо от поперечных размеров цилинд­
ров эффект плотности Ферми всегда имеет место при достаточно больших 
значениях лоренц-фактора частицы. Проведен также анализ поля частицы.

В работе Гарибяна [1] было показано, что при пересечении заряжен­
ной частицей достаточно тонкой пластины вещества, находящейся в вакуу­
ме, ионизационные потери при больших значениях лоренц-фактора части­
цы V продолжают логарифмически расти с увеличением у, т. е. в этом слу­
чае отсутствует эффект плотности Ферми [2]. В работе [3] была сделана 
попытка найти другую возможную ситуацию, при которой нет эффекта 
плотности. Авторы этой работы пришли к выводу, что при пролете части­
цы вдоль оси бесконечно длинного полого тонкостенного цилиндра, нахо­
дящегося в вакууме, потери энергии частицы происходят без эффекта 
плотности. Однако из формулы, приведенной в самой работе [3], следует,, 
что это не так. Кроме того, хотя общие выражения для полей частицы 
в [3] верны, анализ выражения для потери энергии проведен не совсем 
точно. В частности, наложены исключительно жесткие условия на толщи­
ну стенки цилиндра.

В настоящей работе заново проанализировано выражение для поте­
ри энергии в рассматриваемой задаче. Показано, что независимо от тол­
щины стенки цилиндра эффект плотности всегда существует при доста­
точно больших значениях у. Для сравнения рассмотрена также задача про­
лета частицы параллельно оси бесконечно длинного сплошного цилиндра. 
Показано, что и в этом случае эффект плотности всегда имеет место. Про­
веден анализ поля частицы с точки зрения степени искажения поля части­
цы в вакууме присутствием тела.

1. Случай полого цилиндра

Пусть заряженная частица движется равномерно вдоль оси полого 
цилиндра с диэлектрической проницаемостью стенок е и внутренним и 
внешним радиусами р։ и р». Для простоты предположим, что цилиндр на­
ходится в вакууме. Тогда поле частицы Е (г, 0 может быть записано в 
виде

Е(г, 0 = Е։“(г, 0 + Едоб(М), (1) 
где Е"к (г, 0 — поле частицы в вакууме при отсутствии цилиндра, а 
величина Ед (г, 0 обусловлена наличием цилиндра.
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Потеря энергии частицы на единице длины ее пути,— dW/dzl равна 
работе, совершенной полем над частицей на этом пути. Вакуумное поле 
Е"' (г, 0 не производит работы (см., например, [4], стр. 436), поэто­
му при вычислении потери достаточно учесть поле ЕЛОЙ (г, /), полу­
ченное в [3]. Имеем

- —= 2е21ш [аМ^, (2)

где

а (ш) = —7 ’ кшД

Д = [(*ов/*) 4 (*0Р1) А(*?1) — А (*оР1) А (*₽1)] ^ —

- [(V/*) А О^) *1 (*₽1) + А (*Л) *0 (чч)] 5. (3)
1 = ^о (*оР։) *1 (*₽։) ~ (чМ ^1 (*оР։) ^о (*Р։).

£ = *о (*оР«) А (*Р») + (ХМ ^1 (%) А («₽։).

Ч)—> х=^У'1—₽*, Р = ^, (4)
«7 V с

а выражение для а получается из выражения для Д заменой

А (*оР1) ~* ^о (*оР1)« А (*оР1) ~* ^А (*0Р1)’

Здесь /т(г), Лт(2) — модифицированные функции Бесселя (см., напри­
мер, [5]). При этом величина х выбрана так, что Нех ^ 0 [3].

Прежде всего заметим, что основной вклад в интеграл (2) вносят час­
тоты порядка атомных. Действительно, при больших частотах, таких, что

« > 2 » “Л (5)

(где шЛ — максимальная из атомных частот — порядка частоты К-оболоч- 
ки атома), имеем

(И"
е=1--^ + г 1ше (6)

(ш։ — плазменная частота вещества), т. е.

Ее (1 - е?2) > 0.

Поэтому подынтегральная функция а(со) (см. (3)) действительна в силу 
малости величины 1т е, которая стремится к нулю с ростом со. Из сказан­
ного следует, что в интеграле (2) бесконечность на верхнем пределе можно 
заменить на Я.

Пусть лоренц-фактор частицы у достаточно велик, так что для 
со ^ У

*оРх « 1 и хор, « 1. (7)

Тогда в выражении для а (со) соответствующие функции Кт и 1т можно 
разложить по малым аргументам хор1 и Х0Р2. После подстановки получен­
ного выражения в (2) будем иметь
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_ ° " = 3£_ 1т / (Ш) ^ (8)
dz тл‘ 2

__________гД/и£1)_£иг2)_^_^о_(^   ,94
[2 г А(^) -*/„(г,)] /Го(^ + Р2 *1 (^) + *1*0(*1)] 4 (*,) ’

*« = *Р« (/ = 1. 2).

Впрочем, второе из условий (7) не является необходимым, если вы­
полнено неравенство

К-1 » 1.

Действительно, в этом случае из (9) получаем 
и 

(/11^ 4е2т Г г1К0(ж1) dш — —— = —----- 1 щ ։ ----------- ----------------------
dz «р= 3 ш [2 е*1(*1) + *1^0 (*1)1

о

(Ю)

(И)

С другой стороны, при выполнении (10) имеем | £ | > | ПI • Поэтому из 
(3) непосредственно получаем

Ли/ 2 е2 , 
dz к

;1Кг^(МчИ1^^ . (12>
“ [V 4 (*оР1) *1 (*Р1) + * А (*оР1) *о (*Р1)1

В ату формулу не входит р։. Если теперь потребовать выполнения только 
первого из условий (7), получим ту же формулу (11).

Вычислим интеграл (8). Для этого аналитически продолжим функцию 
Е(со) в верхнюю полуплоскость комплексной переменной со. Из (9) вид­
но, что функция Е(со) имеет точки ветвления при со = 0 и

1 — ер2 = 0, (13)
т. е.

Кее = р-2, 1те = 0. (14)

Известно (см., например, [4], стр. 326), что функция е(со) принимает 
действительные значения только на мнимой оси со, где е монотонно убы­
вает от 80 > 1 (при со = 0) до 1 (при со-*- (оо). Поэтому для у 5> 1 (т. е. 
₽~1) точка ветвления (13) находится на мнимой оси со = 1СО1, где

(15)

(16)

«^Рад-ад- 
Заметим, что

и 2
1т у Л՞ (со) «До =------^ ^ ^ ^’ ^ °’

о —2

Пусть значение у достаточно велико, так что

ад » 2- (17)

Замкнем контур интегрирования полуокружностью С радиуса О в верх­
ней полуплоскости комплексной переменной со (см. рисунок). Тогда соглас­
но теореме Коши
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У Г (й) d^ = 2 -г 3 Кея — | / (ю) <1*, (18)

где первое слагаемое представляет собой сумму вычетов подынтегральной 
функции Г(ю) внутри замкнутого контура, а второе есть интеграл по полу­

окружности. Полюсы функции / (ш) со­
ответствуют условиям возникновения 
излучения Вавилова—Черенкова в полом 
цилиндре из достаточно прозрачного 
вещества (см., например, [6]). Интеграл 
по полуокружности С нетрудно вычис­
лить с учетом (17)

Контур интегрирования в плоскости комплек­
сное переменной ш. Разрез от — /оо до Он 
от 1»о7 до + <оо обозначен жирной линией.

I

[нш)^-^^^^^ ֊4(Уг) А0(у2)], (19)

с
а = [2 Д (Ух) — Ух4(?1)] ^о (У։) +■ [2 4 (у 1) + УЛО (Ух) 1 4 (У։).

У/ = — (/=1, 2). 
V

После простого преобразования выражения для О получим следую­
щую формулу для потери энергии, частицы в полом цилиндре при боль­
ших у:

_ ^,_ ?_£ Ко (Ух) 4 (Уа) 4 (,У1) Ао (У^ _ц 2 ^ ^ез . (20) 
4г ₽? А8 (ух) 4 (у2) — /2 (ух) Ао (у2) ^ ]

Первое слагаемое в этой формуле можно интерпретировать как собствен­
но ионизационные потери. Из (20) видно, что эта часть потерь не зави­
сит от значения у при выполнении условий (7) и (17). Второе слагаемое 
соответствует потере на излучение Вавилова—Черенкова. Если в области 
атомных частот величина в(®) заметно отличается от единицы (как обыч­
но бывает для конденсированных сред), то это слагаемое также практи­
чески не зависит от у при больших у.

Таким образом, мы установили, что эффект плотности (т. е. независи­
мость потерь от у при больших у) существует в рассматриваемом случае 
полого цилиндра со стенкой произвольной толщины.

Прежде чем сравнить полученный результат с результатом работы 
[3] заметим, что при малости внешнего радиуса полого цилиндра подынте­
гральная функция Е(ш) не имеет полюсов внутри полукруга, изображен­
ного на рисунке. Действительно, если

|*Ря1 < 1 для |ш| < 2, (21)
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то вместо (9) будем иметь

ЛМ =
^?а -^։)

2 ад*
1пЛ. 

Ра
(22)

Эта функция внутри указанного полукруга (|©| < й и 1т© > 0) не име­
ет полюсов, так как е(©) не имеет ни нулей, ни полюсов при 1т© > 0 
(см., например, [4], стр. 325).

Отсюда при выполнении условий (7), (17) и (21) получаем

dW еХ А 
Лг «’ П ₽х ’ (23)

Сравним теперь наш результат (формулу (20) или, в частности, (23)) 
с результатом работы [3]. Для этого рассмотрим предельный случай тон­
кой стенки:

|*(р։ —Р1)1<£ 1 Для |ш| < 2. (24)
Разложим /о(2а) и Ло(г2) в формуле (9) в ряды Тэйлора около зна­

чения аргумента г, и ограничимся первыми двумя членами разложения. 
При этом следует иметь в виду, что если

|х11 = Ы«1.

то необходимо также потребовать выполнения неравенства

(25)

^—^«1, (26)
Р1

так как в противном случае следующие члены рядов Тэйлора были бы ве­
лики.

После указанного разложения формула (9) примет вид

_______ »(1֊«?‘>Ь(Р.֊Р.)-------- (27)
2.^ + „>(1_։р«)Р1(р,_р^

Подставляя (27) в (8) и интегрируя по полуокружности С, получаем

dW 2е8«^(р2—Р0 ( 4е8^п
dz - рИг^’ + ^РИРа-рО) + Р? 3՜

Если при этом выполнены также условия (25) и (26), то

^^ еаш^ (ра— у,) 
dz о8?!

(28)

(29)

Легко видеть, что к этой формуле можно прийти также из (23) при вы­
полнении условия (26).

Авторы работы [3] получили такую же формулу (см. (3.9)), но при 
очень жестком условии р։—р, С «/(©у) (см. (3.4)), которое на самом де­
ле вовсе не является необходимым. Вывод, сделанный в [3] после форму­
лы (3.9), противоречит указанной формуле.
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2. Случай сплошного цилиндра

Пусть теперь заряженная частица движется в вакууме параллельно 
оси сплошного цилиндра с диэлектрической проницаемостью 8 и радиусом 
р։ на расстоянии р0 от оси (р0 > рс). Поле частицы в цилиндрических 
координатах (р, ф, г) можно разложить в ряд и интеграл Фурье:

г / ч 2е £ (р, ?. *) = — ' СО8 Тхрг о
Ет-. (р, «>) Л»,

4е “Е^ (р, ф, г) =------- 2 эш то I т

где ось г направлена вдоль оси цилиндра, азимутальный угол ф отсчиты­
вается от плоскости, проходящей через ось г и траекторию частицы, 
а0 = 1 и ат = 2 при т^ 1. Фурье-компоненты Ет(р, и) также могут 
быть представлены в виде, аналогичном (1). При этом для Е^6 (р, и) 
имеем [7] (р > ре)

^в(Р. -)=֊֊^^(^).

(31)
Етг (р, ш) = — ~ ОоР^ Кт (х^) + тЕт Кт (х-ор)], 

ри

Ет* (Р, ш) = - — [т^ кт (Хор) + Хор-т кт (Хор)]; 
V?

5т = - тКт (*ОРо) 4 (1֊ е) ₽’ Рт М^п1>

^т = ֊ ЧР? *? “. «3 + т’ 0 ֊ «Г р Рт (хрД К^т^,
(32)

“1 = *1 7т (*Рв)*’т (*оРе)—Г՜1 Гт (*Ре) Кт (*0 РС)»

«2 = *1 /т (*Ре) /; ("о Ре) ֊ ет֊1 Гт (хрД 1т (х0 рД

“з = *։ 4 К) ^т (ХО рс) - ВТ֊։ гт (хРД кт (Хо рД

(О
Для потери энергии частицы вместо формулы (2) будем иметь

— ~ — --------2| ат Ке Си/ (Ро. ш) ^ш=
т «О Vи

2е2 ' Г К
^ ~՜՜ £ °ш1т —’Ъ. к.п (-о'о՝^’. (зз)

“ т-0 Л ‘*
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Повторяя рассуждения предыдущего раздела, бесконечность на верх­
нем пределе интегрирования в (33) Заменим на 9, определяемую соглас­
но (5). При достаточно больших у, таких, что

Т^Ро/о. (34)

функции /т(^рс), ^т(*оРс)и ^т(*оРо)» входящие в подынтегральную 
функцию (33), можно разложить по малым аргументам и ограничиться 
наинизшими членами разложения. В результате получаем

„ 2
dW 4е։ “ /Рс Сг ,-----— = —г У ( — ) 1т | Л» («) 4», (35) 
^ т-Дро/ Р

ш (е— 1) I (хр )Г„ (ш) = т-ГиГ Г/А м ■ (36)
(в+1)[т/т(*Ре) 4֊*Ре/„(*Ре)]

Вычисляя интеграл в (35) при выполнении условия (17) по аналогии 
с предыдущим разделом, находим

_^_ ^ у /Л^ (______<^_____ -4? Кез
(37)

Ус=="Мс1’и-

Формула (37) не зависит от у-фактора. Следовательно эффект плот­
ности имеет место (при выполнении условий (34) и (17)) и в случае про­
хождения частицы параллельно оси сплошного цилиндра, независимо от 
его радиуса и расстояния между цилиндром и траекторией частицы.

Для сравнения с результатом предыдущего раздела для случая тон­
костенного цилиндра рассмотрим предельный случай

|Фе|<1 для Н<2. (38)
После разложения функций 1т (фс) в (36) по малому аргументу полу­
чаем

Гт (ш) =
ш (е — 1) 
т(е + 1)

(39)

Эта функция не имеет полюсов в верхней полуплоскости со. Поэтому иско­
мый интеграл (35) определяется только интегралом по полуокружности 
|©| = й, 1т со > 0. В результате получаем

dW е8 ш’ р8

dz 2 и8 Ро —Р; (40)

При этом мы воспользовались тождеством

2^=-1п(1-х). (41)

т=и

Заметим, что отсутствие полюсов у функций ^(со) и ^(со) (соответ- 
“-твенно формулы (22) и (39)) имеет простой физический смысл: черен-
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ковское излучение не образуется в тонких цилиндрах, как в полом (21) 
так и в сплошном (38).

В разделах 1 и 2 мы показали, что эффект плотности имеет место в 
обоих рассмотренных случаях независимо от поперечных размеров ци­
линдра. По-видимому, это обстоятельство носит общин характер. При дви­
жении частицы параллельно поверхности тела, имеющего большую про­
тяженность вдоль траектории частицы, вещество тела всегда «успевает» 
поляризоваться, что и приводит к эффекту плотности. В случае же, когда 
размер тела вдоль траектории частицы мал, например, в случае тонкой 
пластины [1], вещество тела «не успевает» поляризоваться за время про­
лета быстрой частицы, поэтому эффект плотности отсутствует. Для этого 
продольный размер тела, грубо говоря, не должен превышать величину 
порядка У/®А, поскольку время поляризации атомов среды имеет поря­
док ш^1- В противном случае эффект плотности всегда будет иметь ме­
сто независимо от поперечных размеров тела.

3. Анализ поля частицы

Попытаемся теперь выяснить, насколько наличие цилиндрического 
тела, рассмотренного в разделе 2, искажает поле частицы в вакууме. Дру­
гими словами, сравним £д°б с Е”к (см. (1)). Для этого приведем вы­
ражения фурье-компонент £“к (р, со):

С(р, Ш)=-^4(¥),

^(Р, Ч=-.֊4 (х^), 
V

^(р, «) = ֊^Ζ„М. 
р«

где
(хо.°) = | ^т ^‘^ 1,п (хо?)> РгСР^Ро 

и-^Ы^^оР). Р>Ро֊ 
Из (31) и (42) видно, что когда

|*Р։|^1 ИЛИ '^>1, 
величины (31) сравнимы с (42) или много больше. 

Пусть выполнены условия, обратные (43), т. е.

(42)

(43)

|хре| и ^г (44)
Тогда после разложения выражений (32) по малым параметрам (44) по­
лучаем

'•о 2 (*0рс)"^о (zoPo)«

^ = Г2 ст = —^------- ------ S W^
ml (т—1)1 1 И с \ 2 .

2/л
1 Кгц (^Ро^

(45)
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Рассмотрим сначала область пространства вблизи цилиндра, т. е. 
пусть

(46)
Из (31) и (42) с учетом (45) и (46) для отношений

Pml =
Е^^, Ч 
Е^Щ, ш)

(/ ^ « (47)

получаем

о։ — “ — (*о?е) 1п — >
2 С Ъ&а

niz---
1 — 81 ъут

Ра /

Pof —

Ра =min(p, р0), С = 1,7811,

— ’ Р*<Р<Ро
2 \ р /

(48)

2
j2_
С*оРо

Отношения Рт^ и Рт(т>1) определяются формулой, аналогичной 
формуле для Ртг, только без множителя 72 в правой части.

Таким образом, мы видим, что вблизи цилиндра вакуумное поле час­
тицы сильно искажено, в особенности его 2-составляющая.

Рассмотрим теперь область пространства вдали от цилиндра, т, е.

?0 »1. (49)
Анализ выражений (45) и (42) показывает, что в этом случае при 
КоРо ^ 1 отношения (47) малы. Однако если

*оРо«1։ (50)

то՜ отношения (47), в особенности для 2-составляющей поля, вовсе не ма­
лы. Таким образом, при выполнении условия (50), т. е. когда частица про­
летает достаточно близко от тела, вакуумное поле частицы значительно 
искажено во всем пространстве.

Выражаем искреннюю признательность Г. М. Гарибяну за то, что он 
привлек наше внимание к рассматриваемому вопросу, и за стимулирую­
щие дискуссии, а также с благодарностью вспоминаем ценные обсуждения 
с безвременно ушедшим из жизни М. Р. Магомедовым.
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ՄԱՐՄՆԻ ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՑԹԻՆ ՋՈԻԳԱ2ԵՌ ՇԱՐԺՎՈՂ 
ՌԵԷՅԱՏԻՎԻՍՏԻԿ ՄԱՍՆԻԿԻ ԻՈՆԻՋԱՑԻՈՆ ԿՈՐՈԻՍՏՆԵՐԸ

Մ. Ա. ԱԳԻՆՅԱՆ, է. Ա. ԲԱԲԱԽԱՆՑԱՆ, ՅԱՆ 1Ի

Աշխատանքում դիտարկված էն վակոլումում դատարկ կամ հոծ պանի առանցքին զու­

գահեռ շարժվող ոելյատիվիստիկ մասնիկի էներգիայի կորուստները, 8ոլյց է տրված, որ ան­
կախ գլանների լայնական չափսերից' մասնիկի լորենց-ֆակտորի մեծ արժեքների դեպքում 
միշտ տեղի ունի Ֆերմիի խտության էֆեկտը։ Կատարված է նաև մասնիկի դաշտի արտա- 

հայտության հետազոտումt

IONIZATION LOSSES OF A RELATIVISTIC PARTICLE 
MOVING PARALLEL TO THE SURFACE OF THE BODY

M. A. AGINYAN, E. A. BABAKHANYAN, C. YANG

The energy losses for a relativistic particle moving in vacuo both along the 
axis of a hollow cylinder and parallel to the axis of a solid cylinder are investi­
gated. It is shown that for large values of the Lorentz-factor, the Fermi density effect 
takes place for all the values of the transversal dimensions of cylinders. The particle 
field is analyzed too.
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