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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ПО ПАРАМЕТРУ МЕТОД 
ДЛЯ КВАЗИЭНЕРГИЙ

Г. Ю. КРЮЧКОВ, А. О. МЕЛИКЯН

Предложен метод вычисления квазиэнергий и амплитуд переходов меж­
ду квазиэиергетическими состояниями, основанный на дифференциальных 
по параметрам задачи уравнениях. Показано, что средние значения вели­
чин в квазиэнергетических состояниях выражаются через спектр квазнэнер- 
гнй.

1. Введение

Как известно [1, 2], наиболее удобный метод исследования кванто­
вых систем с периодическим по времени гамильтонианом Н(1 4֊ Г) = Н(Г) 
(Т = 2п/<о, со — соответствующая частота) основан на введении квази­
энергетических состояний (КЭС)

'^ = е 'Лл'"'иА,7(Г,/), и4 ։(г, /+ Г) = ц4 ։(г, 0 (1) 

с квазиэнергиями (КЭ) Ек, д — Ек + Чш (ч = ®> ±1, ±2, •• •)• Функции 
и к։1 удовлетворяют уравнению Шредингера

и выражаются через решение с КЭ Ек0 = ЕК следующим образом: 

и*.,(г» ^“е'^и*^» 0- (3)

Как это наиболее последовательно продемонстрировано в работе [3], 
для вычисления КЭ и КЭС можно пользоваться методами стационарной 
теории возмущений, где матричные элементы операторов дополнительно 
усреднены по периоду и в качестве энергий входят КЭ. О других способах 
вычислений см. [4, 5].

В настоящей работе предложен метод вычисления КЭ и амплитуд пе­
реходов между КЭС, не связанный с теорией возмущений, уравнения 
которого содержат уже усредненные по периоду матричные элементы и 
точные КЭ без обращения на промежуточном этапе к квазиэнергетиче- 
ским волновым функциям. С этой целью используется предложенный 
Киржницем подход, основанный на законе эволюции квантовой системы 
с изменением не времени (т. е. уравнения (2)), а одного из параметров 
теории: заряда, напряженности поля и т. п. [6]. Такой подход имеет це­
лый ряд преимуществ при решении многих проблем квантовой механики 
и квантовой теории поля [7]. В приложении к КЭС этот метод удобен при 
изучении резонансных явлений в сильных полях, так как позволяет ука­
зать критерий резонанса.
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2. КЭ н вычисление средних

Рассмотрение этого раздела основано на использовании процедуры 
дифференцирования собственных значений операторов по параметрам, 
приводящей к формуле для КЭ

£=«<!■-*»• _

которая обобщает известную для дискретного спектра энергии формулу 
Гельмана-Фейнмана. Здесь скалярное произведение в пространстве перио­
дических с периодом Т функций определяется следующим образом [3]:

772
«и(г, г) о (г, /)^=у- ( Л ^Лв*(г. 0«(г» О-

-772

Формулу (4) можно получить дифференцированием уравнения (2) по 
произвольному параметру X с использованием свойств ортонормированно- 
сти и периодичности функций ик~

В настоящей работе мы ограничимся рассмотрением случая, когда не­
возмущенный гамильтониан имеет дискретный спектр ш,:

Н=Н0± И(г, <), //0|<р։> = ®«| ?«>,

причем возмущение является периодическим, но не монохроматическим:

И(г, 0= 2 Й’>(г)е-/’“'. 
«- —. -

Собственные функции и собственные значения оператора Но — 1д/д1 
есть

?«, « = ?««"”'» ^п = % + пШ> (5)

и разложение КЭС по полной системе (5) имеет вид

“*(*»*) = 2«НОМ*) =2 2 <лм. (6)
а . а /1=— оо

Формула (4) и разложение (6) приводят к ряду соотношений, выра­
жающих средние от операторов через КЭ. В целях иллюстрации приве­
дем некоторые из них. Наиболее простое соотношение имеет вид [8]

г/։

где правая часть есть средняя по периоду вероятность нахождения систе­
мы в состоянии | ®а^>.

Другие формулы можно получить, расписывая величину
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«=*|И«*»= 2 ЗP^^’. 
где

ТП
^֊у| Л*',”'<?.|ИЮ|^>,

-г*։
та

4 , Ц Г Л ^ “• (^ а№>= 2 с' п с^"+ ” <7)

-7/2

с помощью которой для значений У^ #= 0 (причем возможно и ра­
венство в силу определенной симметрии системы) получаем

дЕк __ к* /л»
дУ^^^-4’

Отметим, что при И^1 =0 для конкретных значений а, 0 и <7 величину р 
можно найти из обычного уравнения, следующего из (2):

(т«’-м^,т= 2 ^г-’р^֊ 2 P«\Я рег’. 
а, л— —", “ о» Л— — «•, •

Для 9-ой компоненты Фурье среднего значения произвольного пе­
риодического по времени оператора Q

<Ч13Ч>= 2 Ч^е՜'^, ^= 2 СГ'^Г (9) 
«---- - ж. ₽, Г

формула (8) дает

' <#’= 2 (дЕк/дУ^) СЙ՜4. (Ю)
«. ₽.г

, Это говорит о том, что знание КЭ как функции параметров задачи 
позволяет вычислить фурье-компоненты средних значений операторов. 
Формулы (9) и (10) справедливы также для не зависящего от времени опе­
ратора 0, для которого отлична от нуля только нулевая гармоника <2^.

В частности, в дипольном приближении гамильтониан взаимодей­
ствия с электромагнитным полем имеет вид У^^ = — <1։^, где й = е^г։ — 

а 
полный дипольный момент системы, ։7 — фурье-компонента напряжен­
ности поля, и для вектора поляризации Рн(0 = Си*И“*> полу­
чаем [5]

<?£*/<?е; =-₽<,*>. (п)
Эта формула обобщает известное соотношение между энергией и 

средним значением дипольного момента в постоянном поле на случай пе­
риодического поля. Теперь волновое уравнение для фурье-компонент по­
ля в среде можно записать в виде
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/ . .^ \ 4^£к

Соотношение (11) позволяет ввести гамильтониан для взаимодействую­
щих коллинеарных волн в среде, причем роль времени выполняет коорди­
ната, вдоль которой происходит распространение волн. В частности, бла-
годаря этому приему удалось найти точное решение задачи 
третьей гармоники в резонансной среде [9].

При выключении взаимодействия Ек -* ^к, «* “* ?* и 
венно с* я-» 8^ 6яо. ® первом порядке теории возмущений 
действию получаем

о генерации

соответст-
по взаимо-

ск,^ = ИА’ 7(ш* — ш։ — пш), 

и (11) переходит в известное выражение для сдвига уровня в низшем по­
рядке теории возмущений.

3. Основные уравнения

Обычный метод нахождения КЭС связан с решением уравнения (2) 
в базисе (5),т. е. бесконечной системы однородных уравнений

S ^֊(S-zer1 ИГ’14^0. (12)
т

детерминант которой определяет спектр КЭ:

£>= det 18,т 8яр - (Е - £1%)՜’ ^-р)| = 0. (13)

В дополнение к такой схеме расчета в настоящем разделе предлагает­
ся метод, основанный на дифференциальных по заряду е уравнениях, 
представляющих собой естественное обобщение известных уравнений ста­
ционарной теории на случай периодического по времени гамильтониана.

Отсылая за подробностями к работе [7], отметим, что центральное 
место при выводе этих уравнений занимает условие полноты КЭС |&, ?^:

E^?»«^?l = l>«^?lp>'n» = si/,m. (14) 

В /-представлении имеем

2 , (*> /) <, (г', О=цг- о а (г' - г),

где величина

^ — ֊ - 
является б-функцией на периоде Т:

тп
yp(/-4)/W dt=f{Q.

-Tft
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Уравнение для вектора состояния имеет следующий вид (чтобы раз­
личить матричные элементы по возмущенному и невозмущенному базисам 
для обозначения последних используются греческие буквы):

— |Л, <7 ^ — ^т Ек-Ер+(д-т)и ’ (15)

где
^=«иР1^«)е'вН|И*».

V = V/е. Конечно, вместо заряда можно взять любой другой параметр X;

тогда вместо V в формулы будет входить величина дН/дХ.
Используя (15), легко найти уравнение для произвольного (для про­

стоты, не зависящего от е) оператора Q

^«=2՛ 
ае 1,9

_РМ2_ 
Ер — Е1— яш Ек — Е1 + (г—а) ш] (16)

В частности, для возмущения И имеем уравнение

— ^ = 2 ^ %՜ ” (7^—------- +
de 1,а \ЬР—Е1 — ош

(17)

К ним нужно добавить граничные условия при е = 0:

Зь ^^ <#*֊*<?.
772

1 ( Л ^rm^
— Ле

—772

С(0 ?к> (18)

В отличие от приведенных в предыдущем разделе соотношений, кото­
рые носят вспомогательный характер, уравнения (15)—(17) вместе с фор­
мулой для КЭ

dEk|de=^ (19)

образуют замкнутую систему для определения КЭ и матричных элемен­
тов по КЭС и полностью заменяют (12) и (13).

В заключение этого раздела приведем формулы, связывающие детер­
минант О с функцией Грина КЭС

С = Н-г

которая в ^-представлении имеет вид

1 _ у' !МММ 
Й Е-Ек։Ч (20)

С^.^Еу^'^Е  ̂
к, Ц ^ ^к, д

я удовлетворяет уравнению

[4,+^-вд
I #

С(х', х, £) = 8(/'—£) о (г'—г),
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где х = (г> 0. В невозмущенном базисе (5) это уравнение приобретает 
вид бесконечной системы алгебраических уравнений, которую запишем в 
общепринятой форме

(ЭД -») = с(%?+ ей Я У^ с$ Ч с21>
где

та
(ЭД "’ = ֊У Л dt' < <р«։ „ (О |(7| Ф3> „ (0 >,

-г.։
через невозмущенную функцию Грина

С1о) (X', X, £) = 2 „ (*) <, „ М/(Е- ВД>
«, Л

в№ = Ъ?Ъпт/(Е- Е^

Воспользовавшись тем, что системы уравнений (12) и (21) имеют 
одинаковые детерминанты, и используя формулу дифференцирования де­
терминанта, б!п деи = 5р(х-1 бх), получаем

8 1п /) = — Бр [Обо 1 8 (<70 ЮГ

Для случая 6К = Ибе в базисе (14) эта формула приводит к следую­
щему представлению:

д 1п О/де= 2 У%№Р. т ֊ ^)• (22)
р» т

В случае б(б0И) = ОобИ, расписывая ее в базисе (5), получаем

д 1п О/д 1^"= - 2 (ЭД ,+т\ (23)
я

Вариация сов->бш։ приводит к соотношению

а 1п о/д^=2<(ЭДл) ֊ с&:’). (24)
п

В отличие от (12) система уравнений (21) является неоднородной и для 
нее можно использовать обычные итерационные методы решений. Этот 
факт делает формулы (22) и (23) полезными также для приближенных 
вычислений детерминанта.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Проанализируем двухуровневое приближение с помощью уравнений 
(17) и (19). Подчеркнем, что матричные элементы в этих уравнениях взя­
ты по точным КЭ функциям. Допустим, что для квазиэнергий с номера­
ми 1 и 2 имеет место однофотонный резонанс, т. е. |£։—Е1—ш| много 
меньше всех других знаменателей в (17), причем ото условие имеет место
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для всех значений е, включая е = 0. Тогда можно ограничиться рассмот­
рением всего лишь двух КЭ состояний, для которых уравнения (17) дают 
интеграл движения

№ + ») = ?, (П.1)

где а= — («и — '"1 — шз).

Для квазиэнергий получаем обычную формулу

£ — £։= KGV՜^—«О’+Ю^ (П.2)

где матричный элемент берется уже по невозмущенным состояниям. Рас­
сматривая интеграл (П.1), можно убедиться, что члены с малыми знаме­
нателями в (17) имеют также и малые числители, так что дробь остается 
конечной.

Представляет интерес вычисление нерезонансных матричных элемен­
тов. Для V (։*', например, получаем

^’=^ cos ( С ■ de\, (П.3)

откуда следует, что числители нерезонансных членов
тают.
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в (17) не возрас­
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ԸՍՏ ՊԱՐԱՄԵՏՐԻ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՄԵԹՈԴ 
ՔՎԱԶԻ ԷՆԵՐԳԻԱՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Գ. ՅՈԻ. ԿՐ30Ի9ԿՈՎ, Ա. 2. ՄԵԼԻՔՅԱՆ

Առաջարկված է պարամետրերի դիֆերենցիալ հավասարումների վրա հիմնված քվազի֊ 
էներգիաների և քվա զիկներ դե տիկ վիճակների միջև անցումների ամպլիտոլդեերի հաշվարկի 
մեթոդ, Ցույց է տրված, որ միջինները քվազիէներդետիկ վիճակներում արտահայտվում են 
քվազիէներգիաների սպեկտրի միջոցով։
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A METHOD OF DIFFERENTIATION OVER PARAMETERS 
FOR QUASIENERGIES

G. Yu. KRYUCHKOV, A. O. MELIKYAN

A method for calculating the quasienergies and the transition probabilities 
between the quasienergy states using the differential equations over the parameters 
is presented. It is shown, that the mean values in the quasienergy states may be 
expressed through the quasienergy spectrum.
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