
Иэв. АН Армянской ССР, Физика, 14, 253—260 (1579)

К ВОПРОСУ ДИФРАКЦИИ РЕНТГЕНОВСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
С КОНЕЧНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ ЦУГА

В СОВЕРШЕННЫХ КРИСТАЛЛАХ

Л. В. ЛЕВОНЯН. К. Г. ТРУНИ

Рассматривается дифракция рентгеновских лучей в совершенных кри
сталлах в плосковолновом приближении как в случае Лауа, так и в случае 
Брэгга с учетом конечности длительности когерентного излучения падающе
го пучка.

В работе [11 динамическая теория дифракции рентгеновских лучей 
развита для случая падающего излучения в виде волнового цуга конечной 
длины. В настоящей работе исследуется решение полученных в [11 основ
ных уравнений волнового поля*

(в0- grad) %4- — д■!f0|дt = — Ыс С^ Фл, 
с

(1)

(вл • ягас!) фл+ — д^л/д1 = — гк! С'//։% — 2 т.& ?лфл

хак в случае Лауа, так и н случае Брэгга, когда падающее излучение пред
ставляет собой плосковолновой цуг. Так как при брэгговской дифракции 
кристалл пропускает некоторый частотный интервал, который обычно уже. 
чем эффективная спектральная ширина характеристического рентгеновско
го излучения [21, то плосковолновое приближение достигается примене
нием асимметричных монохроматоров [3].

Согласно [11, решение (1) для амплитуды отраженной волны '^ 
и точке наблюдения с координатами (в„; в°) и началом координат в про
извольной точке на входной поверхности кристалла записывается в виде

^л (ф 5°, 4)
^Сх/7՞ Д ^^ХН (’ п

=------ ехр р Н------------------ - —] Ил(в0; Вл, в°; в°) X
а—/~ АВ

(2)
X ехр | — (в0+-вл) ^/(в0; вл, р)

»«-
dsh

-^л
dp,

тде Ил (в0; вл, В^; в®) —соответствующая функция Римана, Д (в0; вл, р) — 
преобразование Лапласа амплитуды падающей волны |<(в0; Вл, 4).

Пусть волновой фронт падающего цуга пересекает точку 0 в момент 
времени tл. Предполагается также, что все волновые цуги идентичны, име- 
.ют длительность т0 (время когерентности) и распространяются в направ-

Используемые обозначения те же, что и в работе
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лении з0- Тогда амплитуда цуга, как функция времени, запишется в виде

6, (/) = Л ^—°)« (# ֊ ^) 6 ("о-* + 4)» (3)
\ "о /

где 0(т)—ступенчатая функция, а функция Л(т) различна для разных 
видов цугов, например,

Л(т) = Л0. (М

когда в течение интервала времени То амплитуда цуга постоянна.

Л (т) = Ло«-\ (46)

когда в интервале т0 амплитуда цуга экспоненциально затухает. 
В точке с координатами (з0; зА) (3) примет вид

ф/ (з0; зл, 0 = Л Л—^Л 0 (,֊4-*!) И Оо - ' + 'о + О» (5) 
\ То /

где с^ = з0 + зл соз 2 0 — расстояние точки (з0; зл) от волнового 
фронта в момент пересечения последним поверхности кристалла в точке 0. 

Преобразование Лапласа /*/(з0; зл, р) функции ф/(з^ зл, 0 для 
рассмотренных конкретных случаев соответственно будет

1_  —ЪР
Л (з0; зл, р) = Ло---- —---- ехр [~ Р (^ + *1)1>

^ (з0; зл, р) = Ло ехр [—р (4 + О].

(6а)

(66)

’о
Рассмотрим в отдельности решение (2) в случаях Лауэ и Брэгга.

Решение в случае Лауэ

Соответствующая функция Римана имеет в этом случае вид [4]

Ул (з0; Зл, 3^; з“) = ехр [—2 кГк р4 (зл — з°)]Х

Х/0[2^С(№) /^-«У^-з^]. (7)

Подставляя (7) и (ба, 6) в (2), интегрируя по зл в пределах от з* 
ДО— з§/6 и применяя теорему о свертке [5], получаем

Ф/< («8; /"УСХЛ
2 з!п։ 0

*Л°> 0 =

Фл (з°; з°, () — МУС/ЛЛ^ Л’«7₽л 
^']ехр1зь«Г
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^С^7^ 
sin* 5

/ 0 (-</--) * (֊) * (/-^4--)9(--H/ot/i--o) d֊., (86)

где с"</= 2 </sin’г>/''л—максимальная разность ходов интерферирую
щих пучков, d= sj-[o 4- з^л — глубина рассматриваемой точки (s'; s") 
в кристалле.’

Как видно из выражений (8а, б), пределы интегрирования в отличие 
от строго монохроматического случая зависят от времени и определяются 
произведениями 0-функций . ГА (s^ s'', f)|* описывает мгновенное значе
ние интенсивности, создаваемой одним волновым цугом, а за время наблю
дения, которое значительно превышает интервал, имеющий в данном слу
чае физический смысл масштаба времени (средний период 1/v и время 
когерентности 1/Av), нерегулярным образом через точку наблюдения про
ходит множество волновых цугов, испускаемых в различные моменты вре
мени. Поэтому |’А (s“; s^, f)|s следует усреднить по /0:

А (з°; з») =Ит Г |ФЛ (52; з°, 01’ Л- (9) 

— сс

Из (8а, б) и (9) видно, что /л зависит только от глубины в кристалле, и 
линии равной интенсивности волнового поля, как и для строго монохрома
тической плоской волны, есть прямые, параллельные поверхности входа 
кристалла.

Рассмотрим зависимость интенсивности /л от глубины (1 в кристалле 
для разных значений длины цуга. Для симметричного отражения от. се
мейства плоскостей (111) кремния при излучении СиК* дифракционная 
полуширина составляет величину порядка 7", что соответствует такой 
спектральной ширине, какую имеет цуг с длиной 1а « 0,17 мкм. Отметим, 
что для излучения СиД։ с естественной спектральной шириной длина цу
га- А ~ 0,1 мкм [6]. Поэтому для получения плосковолновых интерферен
ционных линий следует излучение предварительно монохроматизировать с 
помощью асимметричных монохроматоров. Такой эксперимент проведен в 
работе [7], где монохроматизированный пучок имел длину когерентности 
порядка 2 мкм. На рис. 1а приведена зависимость А от <1 для этого слу
чая как для прозрачного, так и для поглощающего кристалла*. Для сравне
ния на рис. 2а приведена также зависимость 1п от d для строго моно
хроматического излучения в поглощающем кристалле. Явление ано
мального прохождения приводит, в основном, к значительному умень
шению максимумов интерференционной картины и сравнительно мало из
меняет минимумы этой картины, тогда как (см. рис. 1а) конечность дли
ны цуга оказывает существенное влияние и на минимумы картины. Есте
ственно, поэтому, что конечность длительности цуга падающего излучения

Приведенные в статье графики построены на основе численного расчета на ЭВМ.
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в данном случае оказывает более сильное влияние на видность 
1= (/га„-Лп1п)/(/п>« + /.п1о) интерференционной картины, чем поглоще֊ 
ние (рис. 16՜ и 26).

Ряс. 1. Рис. 2.

Рнс. 1. Зависимости интенсивности (о) и видности (6) интерференционной 
картины от глубины в кристалле для падающего цуга с длиной когерентно- 
ности 2 мкн; кривая 1—прозрачный кристалл, кривая 2 поглощающип 

кристалл.
Рис. 2. Зависимости интенсивности (а) и видности (6) интерференционной 
картины от глубины в поглощающем кристалле для строго монохромати

ческого излучения.

На рис. За приведен случай, когда падающее излучение Сп\ после 
асимметричного монохроматора имеет вдвое меньшую эффективную спек
тральную ширину, чем спектральная ширина пропускания кристалла (дли
на цуга порядка 0,34 мкм). Падение видности интерференционных полос 
значительно уже при незначительных толщинах (рис. 36).

На рис. 4а показан случай, когда монохрсматизация излучения имеет 
такую степень, что /0 — Ло, где Ло — экстинкционная глубина, равная для 
данного случая 18,4 мкм. При этом видность интерференционных полос по 
сравнению со строго монохроматическим случаем отличается незначитель
но (рис. 46). Падение видности интерференционной картины в поглощаю
щем кристалле является результатом различия интерференционных коэф
фициентов поглощения двух волновых полей, интерферирующих в кристал
ле (аномально сильно и слабо поглощающиеся поля). Функция видности 
интерференционных маятниковых полос зависит от разности этих коэффи
циентов и определяется следующим образом:

I = 1/сЬ М), (10)

где 25=ст,—а, — разность интерференционных коэффициентов этих по
лей. Интенсивность волнового поля плосковолнового цуга, согласно (9), 
определяется следующим образом:
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/л = г(/0, з*) с^.-М ^А,

где /'(/„, Рй) —функция, зависящая от формы и структуры падающего 
цуга, а б(^, рА) имеет смысл коэффициента отражения совершенного 
кристалла при отклонении от условия Брэгга, определяемом парамет
ром Р.А-

Рис. 3. То же самое, что и на рис. 1, для падающего цуга с длиной когерент
ности 0,34 мки.

Рис. 4. То же самое, что и на рис. 1, для падающего цуга с длиной когерент
ности 18,4 мкм.

Таким образом, если ^(/о, РА) —достаточно медленно изменяющая
ся функция (короткий цуг), спектральная ширина дифрагированного пуч
ка определяется отражательной способностью кристалла, т. е. функцией 
6(4, Рл)>3 причем угловая полуширина пучка оказывается равней ди
фракционной полуширине совершенного кристалла. Если же функция 
Г(10, ?*)» как функция рА> меняется быстрее (длинный цуг), чем 
С (А, рл), то вклад в волновое поле дает некоторая малая область вокруг 
точки Рл = 0. В предельном случае бесконечно протяженного цуга 
^(4. РА) — б(РА) и дифракционный пучок полностью определяется отра
жающей способностью кристалла. В промежуточных случаях спектральная 
и угловая структуры дифрагированного пучка зависят как от структуры 
падающего волнового цуга, так и отражающей способности кристалла. 
В соответствии с этим видность интерференционных явлений существенно 
зависит от формы и структуры падающего плосковолнового цуга. В пре
дельном случае достаточно широкого в спектральном отношении падающе
го цуга функция видности, в основном, определяется падающим пучком. 
В другом предельном случае Е(/о, РА) = б(РА) функция видности опреде
ляется по формуле (10) для совершенного кристалла.
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Таким образом, при учете длины когерентности на видность интер
ференционных картин экстинкционная длина является характерным пара
метром: при /» < Ло учет существенен, а при /0 > Л„ он нс существенен. 
Так как экстинкционная длина обычно есть величина порядка 30 мкм, то 
в экспериментах мы имеем, как правило, 4 < Л,.

В общем случае для цуга с произвольным спектральным распределе
нием по положениям максимумов и минимумов интерференционной карти
ны и с помощью функции видности полос у(Й) можно воспроизвести спек
тральное распределение исходного пакета [8], если его ширина меньше 
спектральной ширины пропускания кристалла.

Решение в случае Брэгга

Функция Римана для случая Брэгга имеет вид [9]

V* (sj; sA, So? s'<) = exp [-2к^М5»-։л)]ро[2՜^  ̂^) X

X ]/(s0-sy (sA-s“)] + /2|2^C(Z;/-^ -

(11)
Рассмотрим случай полубесконечного кристалла. Аналогично случаю 

Лауэ подставляя (11) и (6а, б) в (2), интегрируя по sA в пределах от 
— оо до s ® и применяя теорему о свертке, получаем

4 (s° Sfl У) =_ ?— Z\l 
?л150>5л>О_____ 2 sin* 6 '

f r^CTXA-zrV'W

Фл (s“- s° /) = — —?Za 
Ул U ֊ 2 sin, 0

(12a).

i™ Рл _ ^^“^“'V, 
sin2 6

(126). 
где c'j=2</sin2 9/|TfA|, 4=S2Y0 — s0|fft| _ ГЛубина рассматриваемой точ- 
ки (so> 5л) в кристалле. Как и в случае Лауэ, пределы интегрирования 
в отличие от строго монохроматического случая зависят от времени и 
определяются произведением 0-функций, т. е. когерентно освещенный уча-
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сток входной поверхности кристалла, дающий вклад в рассматриваемой 
точке, меняется со временем. Наблюдаемой величиной на эксперименте 
является

т
Л (# 5°) = ^ ^у | К* К; ^ ОР л.

-т
На рис. 5 приведены значения интенсивности отраженной волны /А 

на входной поверхности кристалла кремния при симметричном отражении 
от плоскостей (111) при излучении СиК* с разными длинами когерентно
сти в зависимости от параметра рА- Для сравнения приведена также кривая 
отражения для строго монохроматического излучения СиКа. В отличие от 
случая Лауэ интенсивность дифрагированного пучка не является осциллн-

Рис. 5. Зависимость интенсивности отраженного 
пучка от параметра угла падения в прозрачном 
кристалле: строго монохроматическое излуче
ние (1), излучение с длиной когерентности 

2 леем (2); 0,34 мкм (3); 18,4 лоси (4).

рующей функцией. Но теперь угловое распределение коэффициента отра
жения определяется спектральной структурой падающего волнового цуга. 
Угловая полуширина дифрагированного пучка, служащая характерным па
раметром отражающей способности кристалла и являющаяся основой мно
гих практических применениий (коллимация и монохроматизация рентге
новских лучков, определение структурных амплитуд различных отражений), 
существенным образом зависит от спектральной структуры падающего цу
га. Как и в случае Лауэ учет этой структуры несущественен лишь тогда, 
когда длина когерентности падающего пучка больше экстинкционной дли
ны и учет конечности длины когерентности необходим при /0 < Ло.

Авторы выражают благодарность проф. П. А. Безирганяну за прояв
ленный интерес к работе и пенные обсуждения.
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ԿԱՏԱՐՅԱԼ ԲՅՈՒՐԵՂՆԵՐՈՒՄ ՑՈԻԳԻ ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՏԵՎՈՎՈՒԹՅԱՄՈ 
ՌԵՆՏԳԵՆՅԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՆԵՐԻ ԴԻՖՐԱԿՑԻԱ5Ի 2ԱՐ8Ի ՄԱՍԻՆ

է. Վ. ԼԵՎՈՆՅԱՆ, Կ. Գ. ՑՐՈՒՆԻ

Քննարկված է կատարյալ բյուրեղներում ռենտգենյան ճառագայթների ղիֆրակցիան 
հարթալիքային մոտավորությամբ ինչպես Լաոլեի, այնպես էլ Բրեցի ղեպբռւմ' րնկնող ճառա
գայթի կոհերենտ ճառագայթման տևողության վերջավոր լինելու հաշվառմամբւ

ON THE PROBLEM OF X-RAY DIFFRACTION FOR FINITE.

DURATION OF WAVE TRAIN IN PERFECT CRYST ALS

L. V. LEVONYAN, К . G. TROUNI

The X-ray diffraction in perfect crystals is considered in Ihe plane wave
approximation for both the Laue case and the Bragg case tak-ng into account the 
finite duration of coherent radiation of an incident beam.
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