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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ КВАЗИЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
УРОВНЕЙ

К. X. СИМОНЯН

Рассмотрено асимптотическое поведение спектра квазиэнергин многоуров
невой системы в сильном монохроматическом поле. В частности, подробно 
исследованы двух- и трехуровневые системы. Впервые получены формулы, 
описывающие поведение квазнэнергнн в зависимости от напряженности поля 

при асимптотически больших значениях параметра интенсивности.

1. Общее рассмотрение

Рассмотрим многоуровневую систему, находящуюся в поле монохро
матической волны. Описывающие ее уравнения имеют вид

N
i'aa (0 = “«• а« (0 +2 2cos ш/• “3 М М

где Йч>а — спектр невозмущенной системы, 2ЙЙ»з— матричные элемен
ты взаимодействия. Запишем (1) в матричном виде

/ф(О = //оФ(О +2Исо5 0>ГФ(0. (2)
где

Ф = |О։ , A0=^«.s4 V =|К₽-(1֊М-

А
Разлагая Ф(0 в ряд по собственным функциям оператора V

N 

Ф(О=ЗС;(О^ 
₽-։

из (2) для коэффициентов Ср (0 получаем уравнение

/^(Ха-соз^ + Я^й+З Н0^С9. (3 )

Здесь HOq — матричные элементы, вычисленные [с помощью функций 
(<р?), \ — собственные значения оператора

Преобразованием амплитуд
С« (/) = Са (/)ехр (— / — sin шЛ 

\ ш / 
уравнение (3) приводится к виду

iCAt)~H^CAt) + LH,*e ' “ 1 C9{tY (4) 

₽+«
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Преимущество этого представления [1] состоит в том, что даже при 
асимптотически сильных полях (И^ —>֊оо) коэффициенты уравнения (4) 
остаются конечными*. Фурье-представление уравнения (4) имеет вид

С,, п = (Е/ш — П — Щ.՜)^ ?«₽ Jn-m ( —----—-С^т, (5)
\ “ /

т

где Е — спектр квазиэнергии системы (4), ша = //Ом/ш, 8^ = Н^ш, 
Jo (“) — функция Бесселя.

Систему уравнений (5) можно решить обычными приближенными ме
тодами. Однако с целью получения аналитических выражений (даже при 
точном резонансе (0։=п) и для повышения точности результатов вос
пользуемся развитым в работах [2, 3] методом Хилла, который для детер
минанта системы (5) дает выражение

Е (Е) = 1 4- г 2 - Y----------- ^ехрСДк®^----- =-----։ _
ехр (г’2~Е/ш) — ехр (г2пш։)

где

Ri = հոլ (Е/ш — шв) D (E), у Ri = 0, 
^7«-*« a

т. e. для характеристической экспоненты ехр(։'2пЕ/со) получается уравне
ние ^степени.

Так как точное выражение для Е(Е) получить невозможно, восполь
зуемся разложениями Ra в ряд по степеням 8^, справедливыми при 
Р^<1 (сходимость рядов факториальная) и при любых значениях

Рассмотрим случай резонанса. Пусть для уровней у и 5 имеет место 
условие )шт—a»j —m|<^l, zn = 0, ±1, ±2---. Тогда, как видно из (6),

E-j SS В (Шт--- այ — т) ' + Տյ,
Eg ss — в (о>1 — այ — т)՜1 + еа 

и D{E) принимает вид

D (Е) = 1 т Е (2՜)2 [2 sin (Е/ш — այ) к]՜2 +

4֊ Z2it(^+e։) exp (г 2 ՜ ш.) [exp (г'2^Е/ш) — exp (։2« ա,)]՜1 +

4֊ i 2я շ Ri exp (i2n шв) [exp (i’2^ Е/Ш)— exp (/2я Ш»)]՜1 ,
«ТЪ 5

причем во всех остальных Ra можно положить ш7 = шг 4՜ т. Сходимость 
разложений для г, 4, в2 также будет факториальной**.

* В случае, когда ip =i« (?= I,՛-՛, m) (наличие вырождения), вместо функций 
(=ч) надо брать такие их линейные комбинации, по которым не диагональные матрич
ные элементы Н^ обращаются в нуль.

* • В работе [3] члены с Ej и с3 ошибочно были опущены.
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Приведем выражение для R*, ограничившись членами низшей 
степени по ^:

к.=-2(М"^®. И
₽Л ш» — ш? — т

Определяя спектр квазиэнергии из уравнения О(Е) = 0, можно вы
числить средние значения различных физических величин в данном квази- 
энергетическом состоянии [3, 4]. Проиллюстрируем применение данного 
метода на примере двух- и трехуровневой систем.

2. Двухуровневая система

Гамильтониан двухуровневой системы имеет вид

Н=Н0 + 2 Исо5«/,
где

О
Уп

(8)

Соответствующие параметры есть

?п= — = ₽, * = 
2ш ш

^2/

где

У-У •
Для квазиэнергии системы (8) с точностью до членов ₽* включительно 

получаем

/=Д2‘).
Рассмотрим интересующий нас случай а ^ 0. Имеем

+ ЙХ^Л (^)։(“' (2“ - ”/4) ֊2 “=’ (2“ - ’/4)
(10)

-----— вт* (2а — я/4)

Нижний знак в (10) соответствует той ветви квазиэнергии, которая обра
щается в нуль при а -* 0 и которая при а = 1 с небольшой погрешностью
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сшивается с результатом работы [2]-. Отметим также, что при а<1 из (9) 
получаются хорошо известные результаты [2, 5, 6].

Начиная са~2 члены с ₽‘ несущественны, и для ветвей квазиэнергии 
можно записать

Е^^±- arccos[l-^^/3(2a)՜ =

(И)
= ^±^arcsin У ТГет].

В связи с этим результатом отметим, что и в работе [7] можно было бы 
получить спектр квазиэнергии, несмотря на отсутствие информации о нем 
в найденной волновой функции. Действительно, используя формулу

|аа (01՜ = dE.fi/du>*,

где |а« (2)|5 — среднее по периоду Т значение вероятности обнаруже
ния системы в состоянии s [3, 4], из решения [7] легко получить

^=^±^1<7W,

что находится в согласии с (11) при со = шв.
Таким образом, для квазиэнергии получается аналитическое выраже

ние при любых значениях а (но ®J2<& ^ 1). На рисунке приведена зави
симость Е_/2(л от а при ы=со„, определяемая формулой (10).

Как видны, функция, осциллируя, стремится к единице; прямая линия соот
ветствует результату работы [1].

3. Трехуровневая система

Рассмотрим трехуровневую систему, для которой

(
ш1 0 0 \ /0 Ик 0 \

0 ш։ о . и= кя о и։։ ■
0 0 о>։ / ' \ 0 И։։ 0 /

Введем параметры <4 = 2 И։/® и а։ = 2 Уг/^, характеризующие интен
сивность полей: ^ = / ИиИя, И։==/ ИМИ։3. Условия ^<1 сводят-
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ся к условиям (ш,—<о,|/2ш, |®։— ®։|/2Й, 1“։։ — ш։|/2®-С1.В случае, когда 
а1Х։о1 + ш» — 2®з) мало отличается от ։’(2®։—1’։ “Л уравнение 
/)(£) = О имеет следующие решения:

Е,. 2 = у (а? + «’Г1 [а) (ю, + ®8) + «3 К + ®*)]±

+ — arc cos {1 — 2՜* («| + a j)՜2 Г а։а? ( ------^ /о (И а? + аз) 4՜
I L \ “ /

+ Л!^Л+«!^^у7!(21/։ТГ^)]Ь (12)
\ 2(0 2ш /

^з = (а? + аз)-1 (®? ®з,+ ®* “։)•
Отсюда ясно, что при а։ = 0 £1,2 совпадает с (11) (ы, = О, <о։ = %), а 
£։ = ш։> как и следовало ожидать.

Автор выражает благодарность А. О. Меликяну за постановку зада
чи н обсуждения, а также сотрудникам кафедры ядерной физики ЕГУ за 
знимание к работе.

Ереванский государственный
университет Поступила 25.VI.1973

Приложение

При вычислении сумм, фигурирующих в Ra> можно воспользоваться 
соотношениями

Действительно, функция J։ J-z/sin кг удовлетворяет всем требо
ваниям теоремы о разложении функции на простейшие дроби [8], т. е.

sin ~z я z — п 

откуда и следуют формулы (а) и (б).
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ՔՎԱԶԻԷՆԵՐԳԵՏԻԿ ՄԱԿԱՐԴԱԿՆԵՐԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՎԱՐՔԸ

«I. 1«. ՍԻՄՈՆՅԱՆ

Ուժեղ մոնոխրոմատիկ դաշտում բադմամակարդակ սիստեմի քվադիէներդետիկ մակար

դակները հետազոտվել են նոր եղանակով/ Արդյունքների վերլուծությունը ցույց է տալիս, որ 

նրանք չէին կարող ս տարվել ստանդարտ ասիմպտոտիկ մեթոդներով/ Արդյունքների ճշգրտու
թյան մեծացման համար միաժամանակ կիրառվել է նաև միլի մեթոդը/ Մասնավորապես, ման

րամասն ուսումնասիրվել են երկ- և եոամակարդակալին սիստեմները/ Դաշտի լարվածության պա

րամետրի ասիմպտոտիկ մեծ արժեքների դեպքում քվաղիէներգիայի վարքը նկարագրող բա

նաձևերը ստարվեւ են աոաջին անդամ/

ASYMPTOTICAL BEHAVIOUR OF QUASI-ENERGY LEVELS

K. Kh. SIMONYAN

Quasi-energy states of amultilevel quantum system in an asymptotically strong 
monochromatic field are considered in a novel way. The analysis of the results shows 
that they could not be obtained by means of standard asymptotical methods. The Hill 
method is simultaneously used to increase the accuracy of the results. In particular, 
the two- and three-level systems are discussed in detail. The formulas describing the 
behaviour of quasi-energy states in the case of asymptotically large values of tha 
field intensity parameter are obtained for the first time.


