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ИССЛЕДОВАНИЕ ОТКЛОНЕНИЯ ОТ ЗАКОНА 
ВУЛЬФА—БРЭГГА В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

П. А. БЕЗИРГАНЯН, Г. М. АЛАДЖАДЖЯН

Систематически исследовано отклонение от закона Вульфа—Брвгга в 
случаях Брэгга и Лаув. Получена исправленная формула Вульфа—Брэгга 
в общем виде. Показано, что во всех случаях отражений, за исключением 
симметричного случая Лауз, происходит изменение угла Вульфа—Брэгга. В 
случае Брэгга угол отражения увеличивается, а в асимметричном случае Лауэ 
либо увеличивается, либо уменьшается.

Введение

В связи с бурным развитием теории и экспериментальных исследова­
ний динамического рассеяния рентгеновских лучей детальное исследование 
отклонения от закона Вульфа—Брэгга приобретает важное значение. В раз֊ 
личных рентгеновских резонаторах, интерферометрах, многокристальных 
комбинированных монохроматорах и спектрометрах часто приходится луч, 
отраженный по Лауэ от одной части кристалла, привести в положение от­
ражения по Брэггу для другой части этого же кристалла, и наоборот 
[1—6]. В подобных случаях необходимо учесть отклонение от закона Вуль­
фа—Брэгга для различных отражений по Брэггу и Лауэ.

Отклонение от закона Вульфа—Брэгга впервые исследовали Дарвин 
[7] в 1913 г. и независимо от него Стенстрём [8], а объяснил Эвальд [9]. 
Эти авторы исследовали отклонение от закона Вульфа—Брэгга только для 
случая отражения Брэгга. В симметричном случае Лауэ отклонение от за­
кона Вульфа—Брэгга не наблюдается: отражение происходит точно под 
углом Вульфа—Брэгга. Поэтому не было обращено внимания на асиммет­
ричное отражение Лауэ. Только в последние годы 3. Г. Пинскер показал 
[10], что в асимметричном случае отражения Лауэ также происходит откло­
нение от закона Вульфа—Брэгга. Однако в этих работах такое отклонение 
исследовано не детально и не для всех углов отражения. Оказывается, к во­
просу исследования отклонения от закона Вульфа—Брэгга можно подойти 
двояко. В рамках кинематической теории дифракции рентгеновских лучей 
для описания отклонения от закона Вульфа—Брэгга (для получения исправ­
ленного уравнения Вульфа—Брэгга) достаточно учесть преломление рент­
геновских лучей при входе в кристалл и выходе из кристалла. В динамиче­
ской теории дифракции рентгеновских лучей направление максимального 
отражения отклоняется от вульф-брэгговского направления отражения ки­
нематической теории.

Здесь мы будем детально исследовать отклонение от закона Вульфа— 
Брэгга в рамках кинематической теории дифракции рентгеновских лучей с 
учетом отличия показателя преломления от единицы. В таком аспекте ис­
следовано отклонение от закона Вульфа—Брэгга и в работе [11], однако в 
этой работе исследование не носит общий характер и, в частностиг там не 
исследован асимметричный случай Лауэ.
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Вывод исправленной формулы Вульфа-Брэгга

Рассмотрим общий случай отражения рентгеновских лучей от семей­
ства плоскостей (АЛ/), которые с поверхностью ֊И «хода в кристалл со­
ставляют угол у (см. рис. 1а). Сначала исследуем асимметри шый слу ;ай 
Лауэ (угол Вульфа—Брэгга 0 меньше угла у).

Рис. 1. Схематическое изображение отражения рентгеновских лучей от двух 
соседних плоскостей для случая Лауэ:

а) при условии % + 0 + 7 = "А 4, — угол между падающей рентгенов­
ской волной и нормалью п к поверхности SS', фа— угол преломления;
АВ и А'В' — отражающие плоскости с межплоскостпым расстоянием
OD — d, которые составляют с S3' угол 7; OD^AB и MD\_CM, 

т — угол между преломленной волной и отражающей плоскостью;
б) при условии Фо 4" 7 ~ 0 “ ”'2՛ Фа — Угол падения, фа — угол прелом­
ления, АВ н А'В' — отражающие плоскости с межплосхостным расстоя­

нием ОС d.

Пусть рентгеновская волна падает на поверхность кристалла под углом 
Фо относительно нормали п к поверхности; ф„ является углом преломле­
ния. Преломленная волна падает на отражающие плоскости (hkl) под углом 
скольжения а. Отражаясь от плоскостей АВ и А'В' семейства (hkl) и пре­
ломляясь в точках С' и D, она выходит в направлениях С'С" и D'D". Для 
разности оптических ходов волн, отраженных от плоскостей АВ и А'В՛, на­
ходим

± = H(MC—CD). (1)

Пользуясь определением показателя преломления

р = ----= 1 — о,
$1пфа

после несложных преобразований выражение (1) можно привести к вид՝՜

Л = 2 </ [cos 7 | sin* (^ -+- 7) ֊֊ 2 о — sin 7 cos (б — 7)]. (2)
Для разности оптических путей А между волнами, отраженными от сосед­
них плоскостей, из (2) с точностью до 6* находим
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А = 2 c/sin 6(1 — о cos у 
sin 6 sin (б 4֊ 7)

откуда для исправленного уравнения Вульфа—Брэгга получаем

2«/ sin б 1 ^ cos 7
sin б sin (б 4֊ 7)

= m'i֊. (3)

Формула (3) выведена для асимметричного случая Лауэ для семейства 
плоскостей (кк1), однако можно показать, что она имеет общий характер и 
верна для случаев (симметричного и асимметричного) Лауэ и Брэгга. Бо­
лее того, из (3) можно получить исправленное уравнение Вульфа—Брэгга 
в случае Лауэ для плоскостей (Ыс!), заменив в ней 9 на —0. В сказанном 
можно убедиться из следующего.

1. Вывод исправленного уравнения для случая Брэгга (9>у).
На рис. 2 показан ход лучей при брэгговском отражении от плоскостей 

АВ и А'В'. Для разности оптических путей волн, отраженных от соседних 
плоскостей в точках С н Б, получаем

А -֊= >г(СО+ОМ),

Рис. 2. Схематическое изображение отражения рентгеновских лучей от двух 
соседних плоскостей для случая Брэгга: 'фо—угол между падающей рентге­
новской волной и нормалью П к поверхности SS'; АВ и А'В՛—отражающие 
плоскости с межплоскостным расстоянием OD=d, которые составляют с

SS՛ угол 7; OD АВ и МС ± MD.

откуда после некоторых преобразований приходим к (3) с учетом того, что 
в этом случае 9>у.

2. Вывод исправленного уравнения Вульфа—Брэгга для плоскостей 
(fM).

На рис. 15 показан ход лучей, отраженных от плоскостей (hkl) в слу­
чае Лауэ. С помощью соответствующих расчетов для разности оптических 
путей волн, отраженных от соседних плоскостей, получаем

л о • оЛ . о cos 7 \Д = z a sin В ( 1 т----------------------- )»
\ sin 6 sin (7 — б) /

откуда следует исправленное уравнение Вульфа—Брэгга

2 t/sin б ( 14՜ 8 cos 7 
sin 9 sin (7 — б)

= mX, (4)

которое можно получить из (3) заменой 9 на —9.
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3. При 7= Г-'2 из (3) получаем уравнение Вульфа-Брэгга для сим­
метричного случая Лауэ

2 d sin 0о = пч-, (5)

которое совпадае*! с обычным уравнением Вульфа Брэгга (в этом случае 
отражение происходит точно под углом Вульфа—Брэгга).

4. При у = 0 получаем исправленное уравнение Вульфа Брэгга для 
■симметричного случая Брэгга

2rfsin0fl 
\ sin У /

Исследование отклонения от угла Вульфа-Брэгга

Итак, а самом общем случае исправленное уравнение Вульфа—Брэгга 
можно представить в следующем виде:

2 d sin & ( 1 ±
3 cosj_ 

sin 0 sin (т I &)
= пм, (6)

где верхние знаки верны для плоскостей (Кк1), а нижние — для плоскостей 
(Ьк1) (в случае Лауэ).

Из (6) с помощью элементарных преобразований с точностью до чле­
нов (ДО)* получаем

Д % = ° “ °о = ±
3 cos т ------------------- — , 

sin(7 ± 60) cos %
(7)

где 0„ — угол Вульфа—Брэгга. Величиной (ДО)’ можно пренебречь, так как 
показатель преломления рентгеновских лучей мало отличается от единицы 
(6 мала) и поэтому ДО порядка 10՜5 рад. При выводе (7) sin(y±0) мы 
заменили на sin (у±0о), так как эти величины в указанных приближенных 
расчетах равны.

Из (7) для симметричных случаев отражения получаем:
1) для симметричного случая Брэгга (у = 0)

Дб0 = ■ ;
sin 2 Со

2) для симметричного случая Лауэ

Дб0 = о.

т. е. в этом случае отражение происходит точно под углом Вульфа—Брэгга.
До сих пор мы исследовали отклонение падающей волны от вульф- 

брэгговского направления. Однако для нахождения суммарного отклоне­
ния от угла 20,,, т. е. суммарного изменения угла между падающей и отра­
женной волнами, необходимо определить и отклонение отраженной волны 
от вульф-брэгговского направления отражения.

Нетрудно убедиться в том, что в случае плоско-параллельных пластин 
это отклонение можно найти из (7), заменив (hid) на (hk]). Обозна-
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чим угол между отраженной волной и отражающей плоскостью через 
б/,, а отклонение этого угла от угла 0О — через Л5л = 9/, — 90. Тогда 
соответствующие отклонения примут вид

1) отклонение падающей волны —

дб0 =-------ПСОУ------- , 
cos б0 sin (7 -Г 60)

2) отклонение отраженной волны —

.л + i cos 7
—'^h = ----------------------- —------- >

cos 60 sin (7 + ©о)

3) суммарное отклонение —

Д(26) = Дб0- Дбл = 8 cos 7 / 1 1
cos70 \ sin (7 + 6b) sin (7 — 90)

Большое практическое значение имеет исследование зависимости от­
клонений от угла у. На рис. 3—5 приведены графики, выражающие зави­
симость величин Д0О, Д0Л и Д(20) от угла у. На основе этих графиков 
можно сделать следующие основные выводы.

Рис. 3. Рис. 4.
Рис. 3. Зависимость отклонения от утла Брэгга падающей рентгеновской вол­
ны от утла 7 между поверхностью кристалла и отражающей плоскостью;

8։ < 7 < с — 9։ — область отражения Лауэ.
Рис. 4. Зависимость отклонения от утла Брэгга отраженной волны от угла 7.

1. В областях брэгговских отражений, т. е. в областях О<у<0 и 
л—0<у<л отклонения Д0О и Д0 л, а также и суммарное отклонение, поло­
жительны; при брэгговских отражениях из-за преломления углы скольже­
ния падения и отражения увеличиваются. Увеличивается и угол между па­
дающей и отраженной волнами. Значительные отклонения получаются
только тогда, когда падающая или отраженная волна вне кристалла рас- 
3-578



Рис. 5. Зависимость отклоненья угла между падающей и отражений рентге­
новскими волнами «т угла у.

пространяется под очень малыми углами относительно поверхности кри­
сталла.

2. В области лауэ-отражепия (0<у<я—0) картина следующая:
а) при симметричном отражении (у = "/2) отклонения от закона Вуль­

фа—Брэгга не происходит;
б) при 0О<?< "/2 в случае (ЬЫ) угол скольжения падающей волны 

увеличивается, ДО меняется в пределах от 6/(з1п 2 Оо) до нуля;
в) при я/2<у<п—0» угол скольжения падения уменьшается, он ме­

няется от нуля до больших отрицательных значений.
3. Суммарное отклонение (изменение угла между падающей и отражен­

ной волнами) в области отражения Брэгга всегда больше нуля, а в области 
отражения Лауэ всегда меньше нуля, за исключением случая 7 = п/2, когда 
оно равно нулю
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ՎՈԻԼՖ-ՐՐԵԴԻ ՕՐԵՆՔԻՑ ՇԵՂՄԱՆ 2ԵՏԱՋՈ8ՈԻՄ(յ
ԸՆԴ2ԱՆՈԻՐ ԴԵՊՔՈՒՄ

Պ. Д ՈԵ&ԻՐԳԱՆՅԱՆ, Գ. Մ. ԱԷԱ^ԱՋՅԱՆ

Սիստեմատիկորեն ուսումնասիրված է շեղումը Վուլֆ-Բրեդի օրենքից Ըրեգի և Հասլեի 
դեպքերումւ Ստացված է Վուլֆ-Բրեդի ուղղված բանաձևը ընդհանուր տեսքովէ Ցույց է տըր- 
ված, որ անդրադարձման րո[որ դեպքերում, րացի Լաուեի սիմետրիկ դեպքից, տեղի է ունե­
նում շեղում Վուլֆ-Բրեդի անկյունից։ Բրեղի դեպքում անդրադարձման անկյունը մեծանում է, 
իսկ Լաուեի ասիմետրիկ դեպքում կամ մեծանում է, կամ փոքրանումւ

STUDY OF DIVERGENCES FROM WOLF-BRAGG LAW

P. H. BEZIRGANYAN, G. M. ALADZHADZHYAN

The divergences from the Wolf-Bragg law in Bragg and Laue cases are 
studied' theoretically. The corrected Wolf-Bragg formula is derived for a general 
case. For all the cases of reflexion except the symmetrical Laue case, chan­
ges in the Wolf-Bragg angle occurs. In a Bragg case the angle of reflexion increases. 
In an asymmetrical Laue case the angle can either decrease or increase.


