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ДИНАМИЧЕСКОЕ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАПАСА 
КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ ПО СТЕПЕНЯМ СВОБОДЫ 

МНОГОАТОМНЫХ МОЛЕКУЛ И МОЛЕКУЛЯРНЫХ 
КРИСТАЛЛОВ

Ф. П. САФАРЯН

Методом двухвременных температурных функций Грина вычислена ве
роятность перераспределения запаса колебательной энергии по степеням 
свободы многоатомной системы. Вычисления проведены на основе точного 
нерелятивистского гамильтониана электрон-фононной системы. Показано, 
■то причинен перераспределения запаса энергии является ангармоническая 

и неадиабатическая связь между «квазннормальными» колебаниями систе
мы. При этом перераспределение происходит или по прямому каналу пере
хода энергии между отдельными колебательными модами системы, или по 
каналу с вовлечением виртуальных колебате\ьных или электронных состоя
ний системы Рассматривается кинетика и эффективность процессов одно- и 
двухфононного перераспределения.

1. Постановка задачи

Локализация запаса колебательной энергии на одной или нескольких 
колебательных степенях свободы многоатомной системы приводит к воз
никновению нестационарного состояния. Временная эволюция последнего 
обусловлена ангармоническими и неадиабатическими связями квазинор- 
мальных колебаний. В изолированных системах с дискретным спектром ко
лебании (молекулы) перенос энергии имеет обратимый характер и может 
трактоваться как процесс динамического перераспределения энергии по 
степеням свободы молекулы. В системах с непрерывным спектром колеба
ний (молекулярные кристаллы) перераспределение приводит к диссипации 
запаса энергии. Процесс динамического перераспределения существенен 
для понимания ряда особенностей оптических свойств многоатомных мо
лекул | 1] и молекулярных кристаллов, имеет прямое отношение к задачам 
химической кинетики и т. д.

В настоящей статье приведены результаты теоретического исследова
ния вероятности перераспределения запаса энергии колебаний по степеням 
свободы многоатомных молекул и молекулярных кристаллов (в основном 
электронном состоянии) с использованием техники двухвременных темпе
ратурных функций I рина |2| и точного нерелятивистского гамильтониана 
системы. Во втором разделе статьи приведены исходные формулы для ве
роятности перераспределения запаса колебательной энергии и выражение 
для точного нерелятивистского гамильтониана электрон-фононной системы. 
В третьем и четвертом разделах приведены теоретические результаты, ка
сающиеся вероятностей т(ерераспределения запаса колебательной энергии 
то степеням свободы, причиной которых являются ангармонические свя
зи и неадиабатические связи между квазннормальными модами системы.
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2. Вероятность перераспределения и гамильтониан

Пусть в начальный момент времени возбуждено одно из квазинормаль- 
ных колебаний (с/.) рассматриваемой системы. Из-за связи между квази- 
нормальными колебаниями существует конечная вероятность в любой 
другой момент времени է обнаружить возбужденными и другие (քՅ#=օ) 
колебательные моды системы. Вероятность перераспределения энергии из 
моды а в другие колебательные моды определяется формулой

1Г,(0 = 210(0 О)>12֊г У, I < 6? <0 (0> >|2+

(1)
4֊ 21 < Ь,- (О ^+(01>|2|,

где К и — операторы рождения и уничтожения соответствующих 
фононов.

Входящие в формулу (1) корреляционные функции характеризуют 
вклады различных одно- и многофононных процессов в вероятность пере
распределения энергии, первоначально локализованной в a-той моде. Они 
могут быть вычислены с помощью спектральной теоремы Боголюбова— 
Тябликова [2], если известны фурье-образы соответствующих двухвре
менных функций Грина. Последние рассчитаны в работах [3—5] примени
тельно к весьма общей форме нерелятивистского гамильтониана электроя- 
фононной системы.

Для описания системы, состоящей из взаимодействующих по закону 
Кулона п электронов и N ядер, использован гамильтониан электрон-фо- 
нонной системы, полученный из точного нерелятивистского гамильтониана 
системы

Н= T»{r) + Tel(R)+ 1Г(г, R), (2)
где Гэл(г) и Т’яд(А’)—соответственно кинетические энергии электро
нов и ядер, 1Г(г, R)—потенциальная энергия кулоновского взаимо
действия частиц системы.

Переход ко вторичному квантованию в электронной подсистеме вы
полняется с помощью базисных волновых функций, отвечающих наилуч
шему (в хартри-фоковском смысле) одночастичному приближению.

Для введения фононов необходимо вычислить энергию электронов в 
основном электронном состоянии, так как в адиабатическом приближении 
электронная энергия (зависящая от ядерных координат как от парамет
ров) является потенциальной функцией для движения ядер. При этом 
постулируется, что ядра колеблются около равновесных положений. Энер
гия электронов вычисляется методом двухвременных функций Грина, ис
пользуя электронный гамильтониан системы, который совпадает с точным 
гамильтонианом, но без члена, соответствующего кинетической энергии 
движения ядер Вычисления частоты нормальных колебаний ядер привели 
к следующей формуле [3]:
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(3)

где Ց{Հ}..ր.ո (v, v')—матричные элементы (взятые по хартри-фоковским 
волновым функциям) коэффициентов разложения потенциальной энер
гии электрон-ядерного взаимодействия по смещениям ядер. Коэффи
циенты С'У..-Կ соответствуют разложению энергии ядерно-ядерного 
взаимодействия, собственные значения энергии в хартри-фоков-
ском приближении, п? — число электронов в состоянии v.

Из формулы (3) следует, что фононы, получаемые на основе точного 
гамильтониана системы, являются «одетыми» квазичастицами' : их энер
гия существенно зависит от матричных элементов электрон-ядерного взаи
модействия и структуры электронного спектра многоатомной системы.

Определив частоты нормальных колебаний ядер, можно перейти к вто
ричному квантованию в фононной подсистеме. Это можно сделать с помо
щью известных преобразований, связывающих нормальные координаты и
сопряженные им импульсы с бозевскими операторами рождения и уничто
жения фононов.

Использованный в настоящей работе гамильтониан электрон-фононной 
системы в представлении вторичного квантования имеет следующий вид:

где

X

п—Л

x(6.+, + 6„)---(6;„+4)- л = 1.

Здесь а , а. операторы рождения и уничтожения электронов. Га- 
мильтониан (4) применим к любой многоатомной системе. С формальной 
точки зрения коэффициенты Н определяют физические особенности мно
гоатомной системы и, следовательно, ее тип.

Каковы особенности коэффициентов разложения в рассматривае
мых в настоящей работе случаях? Во-первых, предполагается значи- 
гельная удаленность уровней электронного возбуждения от основного 
состояния (hv Это обстоятельство отражает диэлектриче-
( кую природу молекулярных кристаллов. В случае молекулы это условие, 

ик правило, выполняется автоматически. Во-вторых, требование локаль
ное ւ и некоторых электронных возбуждений молекулярного кристалла не-

В отличие от „голых" фононов, 
типа гамильтониана Фрелиха. Сравнение 
Фрелиха приведено в работе |3].

содержащихся в модельных гамильтонианах 
точного гамильтониана с гамильтонианом
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явно предусматривает нарушение трансляционной симметрии базисною 
гамильтониана вторичного квантования.

Существенные ограничения связаны и с выбранным методом ре
шения задачи. Предполагается, что неадиабатические коэффициенты 
связи уровней возбуждения в определенном смысле малы: (v,՝/)
Հ 1Հ — 1Հ՛. .Противоположный случай означал бы полную непримени

мость адиабатического приближения в качестве исходного в рамках 
теории возмущений конечного порядка.

Поскольку „расцепление** системы уравнений для функций Грина 
выполнено методом теории возмущений, существенно требование вы
полнения критерия слабой связи: (v,v) I2 'С “Հ. Практически это оз
начает, что равновесная конфигурация системы мало меняется при элек
тронном возмущении.

3. Однофононное перераспределение в основном
электронном состоянии

Рассмотрим вклад однофононных процессов в адиабатическом 
приближении (см. Приложение)

(о = ձ Տ । Is (1 + 2v> ь՜՜ 3. т

где

•1

ք 4՜ f х. / /2^*^ \ .I exp - —1 1 —число заполнения фононов, Cj (а, р)
\ к Т /

и ?շ (а> Հ) — временные факторы, сложным образом зависящие от 
структуры фононного спектра (՝՛») и затухания фононов (7).

Мы приведем здесь лишь приближенные формулы для (а, 3) и 
Հշ (а» н, Հ), которые получаются в случае ՛;, Հ »•>,, 73 С <0Э>

— 2 ( 1 4֊ V-i ) (1 — 1Կ ) е 7 3 cos (<v։ — ) /], (б)
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-2la'

--- <»3)2 (ч»а *>

- (7а + ТЗ> z COS (о)а ֊ <»3) է (7)
2 (<‘>а--- ш,-а

где Д'—совокупность четырех членов, получающихся из выписанных явно 
в (7) циклической перестановкой индексов а, [3, у .

Очевидно, что в рассматриваемом случае перераспределение запаса ко
лебательной энергии по степеням свободы обусловлено ангармоническом 
связью квазинормальных колебаний. На языке используемого здесь фор
мализма перераспределение возникает за счет «прямых» переходов» (не- 
диагональные ангармонические коэффициенты четвертого порядка 
и переходов с вовлечением виртуальных колебательных уровней и их ком
бинаций (недиагональные коэффициенты третьего порядка). Относитель
ная эффективность этих факторов зависит от структуры фононного спектра 
и характера адиабатического потенциала.

Кинетика процесса перераспределения, определяемая формулами (5) — 
(7), имеет весьма сложный характер и зависит от соотношения ряда кон
стант затухания (в том числе, виртуальных уровней) и периодов осцилля- 
ционных процессов (биений). Простое описание допускают лишь предель
ные случаи: процесс имеет характер чистых биений, когда все у = 0 (изо
лированная молекула), и процесс имеет экспоненциально релаксационный 
характер в молекулярном кристалле.

Рассмотрим более подробно первый случай перераспределения запаса 
колебательной энергии по степеням свободы изолированной сложной моле
кулы, имеющей почти непрерывный спектр колебаний. В пределе N—>֊оо та
кая молекула, очевидно, переходит в регулярный кристалл (без примесей 
и дефектов). Примесные и молекулярные кристаллы с ярко выраженными 
структурами локальных, псевдолокальных или внутренних (в случае моле
кулярных кристаллов) колебаний относятся к более сложным системам, где 
одновременно происходят оба процесса передачи запаса энергии: диссипа
ция по кристаллическим колебаниям, и перераспределение по локальным и 
внутренним колебаниям.

Учитывая, что истинной вероятностью перераспределения (в энерге- 
ичсских единицах) является производная U' (£) (5) по времени, а также 

имея в виду представление для 6-функции

дли вероятности однофононного перераспределения получим выражение

В ц.орм^лах (1) (3), (5) (7) подразумевается, что частота квазинормаль*
кол։баиий содержит адиабатические поправки, определяемые диагональными 

коэффициентами ангармоничности. Выражения для этих поправок и для адиабатиче
ских затуханий 7 приведены в [3].

(8)
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в случае прямых процессов, и выражение

(1 -Ւ хч) (1 -4- у,ч) '> (<Цд — (1 4- (1 4~ ут+') ((1Ч — «հ —
(од——աչ) (ա7-|-ս)ձ—шр) (од — OJp) (од — од Ս>ձ)

, (1 1 уз) (1 4- ^4-0 о (од — од— ц>г)
(ОД — од) (од — (й7 — О),.)

(9)

в случае процессов перераспределения с вовлечением виртуальных 
суммарных (юа 4՜ шз) колебательных частот системы.

Выражение для процессов переноса энергии с вовлечением разностных 
колебательных частот можно получить из формулы (9) с помощью замен:

1 4՜ ут 4՜ Ус -* 2 (ут — Уо), 4՜ wf> — од — од, ут+8 -*• од-։,

/ МОД±ОД) \-’ УТ-М = ( ехр------—------- 1 ) •

При расцеплении цепочки уравнений для функции Грина в восьмом и 
более высоких порядках теории возмущений мы. очевидно, получили бь 
члены, соответствующие «косвенным» процессам перераспределения с 
вовлечением трех, четырех и т. д. фононов.

Из формул (8) и (9) следует, что однофононное распределение запа
са колебательной энергии, первоначально локализованной в а-й колеба
тельной моде, имеет место лишь для систем, у которых выполняются усло
вия резонансов типа од = այ = օ)շ — и)т, од = од - од ю и т. д., 
причем участие фонона типа а в вышеуказанных процессах распада не 
обязательно.

Из формул (8) и (9) следует также сильная зависимость вероятности 
перераспределения от температуры. В классическом пределе высоких тем
ператур wa пропорциональна Т՝3. При низких температурах зависимость 
от Т определяется спектральным распределением частот нормальных ко
лебаний рассматриваемой системы. Например, в случае ионных кристаллов 
с дебаевским распределением частот при низких температурах можно по
казать, что Wa слабо зависит от температуры. При Т =0 вероятность пе
рераспределения отлична от нуля только за счет процессов с вовлечением 
суммарных частот.

В случае систем с дискретным колебательным спектром (у = 0) при ма
лых временах է тригонометрические функции, входящие в формулы (6) и 
П), можно разложить по степеням / и при температуре Т =0 получить вы
ражения

«՛;=- Տ । И&1’ է, 
<w Р. т

— — Z I и«т»1 I է- 
к з.т

(Ю)

(И)
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Как схедует из этих формул, в начальные моменты времени перерас- 
предехение растет со временем линейно. Своеобразный характер развития 
нестационарного состояния в колебательной системе возникает вследствие
неадиабатичности.

Неднагональные по электронным индексам (\’¥=Х) коэффициенты га
мильтониана В'{п} Հ'>, >) также обуславливают связь квазинормаль-
ных колебаний системы в основном электронном состоянии. Эта связь воз
никает уже во втором порядке теории. Характерная ее особенность прояв
ляется в вовлечении виртуальных электронно-колебательных уровней. 
Разумеется, этот канал перераспределения вносит заметный вклад лишь в 
системах с подходящим расположением уровней возбуждения.

Если воспользоваться результатами работ [3, 5], то нетрудно найти, 
что с учетом неадиабатических факторов (см. Приложение) имеет место

(п, — ոհ) ?շ(», ?, — у')
(12»

г

[77, (1 4՜ Ոյէ ?2 (^> * * ՜Ւ հ)>
где ?2(*, ?, ՝/ —v) и с2(з, Ց, /—v-H) получаются из (7) заменой о>т со
ответственно на Е,— и 1*4— 1*4*4- ։յ։է- Здесь в процессе перераспре
деления основную роль играют резонансы типа 1*4--1*4' — * * *•

4. Многофононное перераспределение в основном 
электронном состоянии

Роль многофононных процессов перераспределения можно выяснить на 
простом примере процессов обмена, связанных с рождением двух фононов, 
ахи с рождением одного и уничтожением другого.

Соответствующие вычисления приводят к формуле

v™ (') = - 21 ։71'Н'|= [(1 + Щ + «?•) ?։ (а. ? + Ո + 
* 3,3'
4֊ 2 (V.3 — ^3 ) <Р1 (а» ? - ₽')]• <

В формуле (6) для необходимо произвести замены юр —♦ юр ± юрч 
'' а —* *' ■» -I- *' ն ՚ ։ ₽ է ■’ 1,1 •

Очевидно, что в процессе двухфононного перераспределения опреде
ляющую роль играют недиагональные адиабатические коэффициенты ан
гармоничности третьего порядка. Перераспределение заметно ускоряется с 
ростом температуры (~ Тл).

При / =0 и уу=г=0 перераспределение приводит к простому релакса
ционному затуханию, причем начальная «энергоотдача» а-й моды суще՜ 
< гвенно зависит от структуры фононного спектра:
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-Է е֊2 <10 + 13'> ' _ 2 е- <т. + Յք> + т?֊>' cos 1>Ч։ _ ) f I . 114)
Для систем с малой диссипацией (? = 0) и сплошным энергетическим 

спектром для вероятности двухфононного перераспределения можно на
писать

= — Ճ I г (1 + Va) [(1 - ^з + Ч<) х 
՜ 9, 3'

X (l+v3+3')o u)3—w£-)4֊2(t>3—Vij(i-|_U3 ?•) *(•֊•>»—u>3-H։>3)!• (15)
При Т = 0 отличен от нуля только первый член, соответствующий 
распаду фонона о)а на два других фонона.

Используя результаты работы [4], можно найти вклад неадиабатиче
ского канала в вероятность двухфононного перераспределения. Соответ
ствующая формула по своей структуре близка к формуле (12) и мы ее здесь 
не приводим.

5. В ы в о д ы

Итак, динамическое перераспределение запаса колебательной энергии 
по степеням свободы многоатомной системы обусловлено ангармонически
ми и неадиабатическими связями квазинормальных колебаний. Кинетика 
этого процесса в общем случае имеет релаксационный характер, осложнен
ный биениями. Период и глубина последних существенно зависят от струк
туры электронного и фононного спектров. При достаточно малых у биения 
должны определяющим образом воздействовать на кинетику перераспре
деления. Если при этом глубина биений достаточно велика, то можно ожи
дать эффективного уширения исходного фононного уровня.

Эффективность перераспределения («энергоемкость» соответствующе
го канала перераспределения) также определяется структурой спектра. Она 
резко растет при наличии близких уровней (фононных и электронных), 
причем в некоторых случаях достаточно «резонансов» с виртуальными 
Уровнями или их комбинациями.

Однофононное перераспределение формально имеет такой же порядок, 
как и двухфононное перераспределение. Однако структура соответствующих 
выражений такова, что в большинстве случаев следует ожидать преобла
дающей роли однофононных процессов.

Отметим также, что квазинормальные колебания, строго говоря, пере
дают (>ыть независимыми уже во втором порядке теории. Однако обуслав
ливающие этот факт неадиабатические связи эффективно проявляются 
дишь при наличии близких электронных уровней, например, примесного 
происхождения. В многоатомных молекулах неадиабатические связи долж- 
llbl чаще проявляться в электронновозбужденных состояниях. Качественно 
41101 ие результаты сохраняются и в этих случаях, но могут возникнуть и 
Ht которые особенности, не нашедшие отражения в приведенных здесь фор-
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мулах» которые описывают перераспределение в основном электронном 
состоянии. ' А

Пр'нлож ение

Временные корреляционные функции, входящие в формулу (1), мож֊ 
но вычислить с помощью формулы [21

at

<А (t)/?(0)> = lim I Л(е”—ձ)՜՛ \<£А\В » - <Л|Я»)е (16)
E-*֊U 1 0>+/в (!>—/•

— ос

В качестве примера вычислим корреляционную функцию 
<Հ 6 (/) b (6)^>- Соответствующий этой функции фурье-образ двух 
временной функции Грина Լ>£ в адиабатическом приближении
имеет вид [3]

где

(18)

При учете неадиабатичности в выражение прибавляются
следующие члены (в четвертом порядке включительно):

V,
Е— 1Հ- + Е, 4֊ ша -ч- Л (£) (19)

После подстановки (18) и (19) в формулу (16) легко убедиться, чго 
вычисление корреляционной функции <Հ Ь$ (է) (0) сводится к вы
числению интегралов типа

-lEt_________ е______
<՛> — Ze -J- <оа -|~ (Е — /е) (20)
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Так как Д (Е ±/е) = Дю, (£) /--f, (Е) (где Дш։|(£) и ;,(£) —
соответственно изменение энергии и затухание фонона типа а, сложным 
образом зависящие от Е), интеграл (20) можно представить так

2-քՆ(£)Ա3£-ւրԴ՜'£'
[Е 4 ш, 4֊ Дю, (£)]2 4- [-;,(£)]-

(21)

В общем случае вычисление интеграла (21) представляет значитель
ную трудность. Однако в первом приближении теории величины 
Дю, (Е) и Հ, (£) можно заменить их значениями Дю, и получаемыми 
н максимуме функции спектрального распределения фонона (Еп|1 
после чего интеграл легко вычисляется с помощью применения теоре
мы о вычетах.

Вычислив все интегралы, входящие в выражение < b (է) А, (0)^>, 
получим формулу

<6? (О 6.*(0)>= V —----- И;,Ф,(аг 3) +
; --  «>т

+ Տ И’’; и!?-! !(1 + V, + V.) Ф. (а, թ, հ + ’) + 
т. t

-Ւ 2(vT —«:) Фг(։, թ, (22)
где

Ф, (’,?) = (1 + «Ле'"’'՜7»' + (1 + v?) (23)

(24)

При учете неадиабатичности в выражении <ՀձԱՐձ ((,)^> появ
ляются также члены

*')#»՝’(*» Հ) Ф,(а, է3» v' —v)4

— ոտս՝ Ф2(«, 3, —v —հ)]).
формулах (24) и (25) подразумевается, что частоты колебании содержа’ 

поправку Д(Оа.
Подставляя (22) и (25) в формулу (1), легко получить формулы (5) 

՛՛ И) для однофононного перераспределения.
Институт физических исследовании

АН АрмССР Поступила 19.\ 1.197^
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ՏԱՏԱՆՈՂԱԿԱՆ ԷՆԵՐԳԻԱՅԻ ՊԱՇԱՐԻ ԴԻՆԱՄԻԿ ՎԵՐԱՐԱՇԽՈՒՄԸ 
ՐԱ9ՄԱՏՈՄ ՄՈԼԵԿՈՒԼՆԵՐԻ ԵՎ ՄՈԼԵԿՈՒԼԱՅԻՆ ՐՅՈՒՐՒ/ԼՆԵՐԻ 

ԱԶԱՏՈՒԹՅԱՆ ԱՍՏԻՃԱՆՆԵՐԻ ՄԻՋԵՎ

Ֆ. Պ. ՍԱՖ ԱՐՅԱՆ

որում, այդ վերաբաշխումը ընթանում Ւ կամ ուղղակի ճ ան ա պ ա ր հ ո վ' մի տ ատանողա կան մո

զեր մյուսը, կամ անուղղակի ճանապարհով' ներգրավելով միջանկյալ տատանողական կամ 

ւ ե կսւրատատանողական վիր տու ալ մ ա կ ար դա կնե ր ։ ^.սղվածում ուսումնասիրվում Լ նաև մեկ ե

ե րկֆոն ոն ա ւիՆ վերաբաշխման պրոցեսների կինետիկան և արղյունավետությունը։

THE DYNAMIC REARRANGEMENT OF THE RESERVE 
OF VIBRATION ENERGY BY THE DEGREES OF FREEDOM 

OF MULTI-ATOM MOLECULES AND MOLECULAR CRYSTALS

F. P. SAFARYAN

1 he probability of the rearrangement of the reserve of vibration energy by the 
degrees of freedom of multi-atom system is calculated by means of two-time tempe
rature Green function method. The calculations are based on the exact non-relati- 
vistic Hamiltonian of electron-phonon system. 1 he rearrangement i€ shown to be due 
to the anharmonic nonadiabatic connection between the „quasinormal vibrations of 
the system. I he kinetics and the efficiency of the processes cf one- and two-phonon 
rearrangement is considered.


