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К ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ СРЕД СО СПИРАЛЬНОЙ СТРУКТУРОЙ

О. С. ЕРИЦЯН

Рассмотрено распространение электромагнитных волн в неоднород
ной сродо со спиральной структурой, примером которой может служить 
холестерический жидкий кристалл [1]. С помощью полученных мате
риальных уравнений установлены и исследованы амплитудные и фазо
вые соотношения для свободных дифрагированных воли. Рассмотрена 
также задача по определению амплитуд при наличии границ раздела.

В последнее время большое внимание привлекают жидкие кристаллы 
благодаря своеобразным физическим свойствам и разнообразным их при
менениям [1]. В отличие от нематических и смектических жидких кристал
лов, которые, как и обычные кристаллы, могут быть описаны диагональ
ным тензором, холестерические жидкие кристаллы имеют более сложную 
структуру, а изучение их свойств, в частности, распространение электро
магнитных волн в них представляет самостоятельный интерес. Холестери
ческие жидкие кристаллы состоят из анизотропных молекулярных слоев, 
повернутых друг относительно друга вокруг направления, перпендикуляр
ного слоям [1], и могут быть описаны с помощью общей схемы сред со спи
ральной структурой.

1. Общие соотношения. Направим ось г' перпендикулярно анизо
тропным слоям (для холестерических жидких кристаллов ими являются 
молекулярные слои). При этом для тензора диэлектрической проницаемо
сти будем иметь

^7՛ = а™ ехр г — mz 1 > 
m у G /

Sy'y’ = L bm exp ( i — mz')» (1)
m \ 0 /

^■z՛ = ^m exp — mz I • 
m \ 0 /

Главные направления тензора диэлектрической проницаемости совпа
дают с осями х7, у', z'. С изменением координаты г' главные направления 
тензора диэлектрической проницаемости, и вместе с ними направления 
осей х' и у', равномерно поворачиваются вокруг оси г7.

Выберем систему координат (х, у, г՝) с фиксированным направлением 
осей. Совмещая ось z с. осью z7, будем иметь, что на расстоянии z от нача
ла координат оси х', у7 повернуты относительно осей X, у на угол

(1а)

где о — то расстояние вдоль оси г, на котором система осей х7, у7 делает
полный оборот вокруг оси 2. Таким образом, в системе X, у, г среда имеет
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спиральную структуру. Заметим, что периодом структуры должна счи- 

таться не величина с, а а= — > так как ориентация осей диэлектриче

ской проницаемости повторяется в результате поворота на 180°.
С помощью (1), (1а) и формул преобразования компонент тензора 

при переходе из одной системы координат в другую [2] получаем следую
щие материальные уравнения (в системе X, у, г):

У ст exp ( i -^- mz) + ^fm (exp i(.mz + exp i^z) Ex— 
m \ 6 / m

— I [ZA (exp i^z — exp i C՜ z)] Ey, 
m

Dy = У cm exp 
m

(2)

— * [2 fm (exp г C+ z — exp iC՜ z)] E, 
m

E.

где
Om + bm

Cm~ ~2~
Ст b, 
~4~

2՜
&

4Κ 
з

(3)

Подставляя (2) в волновое уравнение 
"* "* (1)2

grad div £—^։E=-------- D (4)
cs

и разлагая поле в ряд Фурье

Е (r> 0 = S Етп exp i (ктп г — vt), 
т, п

получим следующее выражение для волновых векторов

ктп = + ( — т ֊1------ п ) д0> (5)
V0 3 /

где г0 — единичный вектор, направленный .вдоль оси г, &00 — некото
рый фиксированный вектор [3], тип пробегают значения от — со 
до со.

Волновое уравнение для Фурье-компоненты с волновым вектором 

ктп принимает следующий вид:

кх (ктп Етп) ( ктп ~~~ Со ) (Етп)х — ~ 2 С* (Ещ—k, п)х
\ с’ / с’ *+о

~ 2/* [(^т—*, л-1 4՜ Em—k, л+1 )* i(Em—k, л—I Em—k, л+1 )у]>
k

ку (ктпЕтп) ( ктп ~ Сд ) (Етп)у = — ~՜ 2 С* (Em—k. п)у 4՜ (6)
\ 4+0
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4՜ —“ 2 fk [(^m-k, л—1 “1“ Em—k, л+1 )у “Ь / {Em—Zt, л —I Em--k, л+1 )х]>

кгтп (ктпЕтп) (^тп 7 ^0 ) (^тп)г — 7 2 ^* (Ет-к, л)г։
\ с1 / С" А 0

гДе 
кх ^ (^оо)-։ = (^тп)х, 

ку = (^оо)у = (ктп)у, 

кгтп ~ (ктп)г = кгОО 4 Л1 4 Л. 
О------------ О

2. Определение амплитуд Фурье-компонент. При применимости тео
рии возмущений система уравнений (6) допускает простое решение. 
Пусть диэлектрическая проницаемость (1) удовлетворяет соотношениям

^н^м^), sttw«^ (7)

Кроме последнего условия, обычно достаточного для применимости 
теории возмущений, в рассматриваемом случае необходимо также выпол
нение следующих условий:

/о ^ со> /т ^ /о> (8)

связанных с наличием спиральности. Отметим, что для Ът условий типа 
(8) не возникает, так как ось спиральности среды параллельна оси Z.

Представим поле в виде

£ (г, 0 ^ Ё^ ехр г (Ацо г — of) 4՜ Ё' (г, t), (9)

Е’ {г, t)« Е^. (Ю)

Пренебрегая в выражении индукции (2) членами fmEM, стЕ' при тп^О 

и fmE՛ и представив Е' (г, t՝) в виде суммы 'Фурье-компонент с вол
новыми векторами (5)

Е՛ (г, 0 = 2 Ётп exp i (ктп r—wt),
т, п

вместо точной системы уравнений (6) в принятом приближении (теория 
возмущений) получим следующую систему уравнений:

. 0)^ \ (0$
кх Umn — ( ктп------ - Со ) Ехтп =------ -  {cm (1 — Оот) Ехйп 30я 4՜

\ С2 /

4՜ fo[(Exm, л-1 — iEym. л-1) 3d, л-1 4՜ (Ехт. л+1 4՜ iEym, л+1) Зо, л+1] 8от)։

ку Untn — [ ктп--------  Со Еутп = Г Iе™ (1 '■‘От) EyOn '‘On (И)
\ С2 / С2

-АК^л-14- iExm, Л-1) Зо, л-1 4՜ (Еут, л + 1 ~ iExm. л + 1)3о, л + 1 ] Stall

_ / 12 w? \ z 1 \ Г ՝
kzmn Uma — ( ктп Г ^о Ezmn — 7 ^m ՝ $0т) >^л0л °0л ,

\ с2 / с
-* -*

где 8<* — символ Кронекера, итп = (ктпЕтп)-
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При т=п=0 получаем систему однородных уравнений, из условия 

существования ненулевого решения которой определяется ^оо- Для 2-ком- 

поненты волнового вектора кт получаются два выражения

^=4со-^’+^) <12>

и
^о=^[4^.-(ЗД > (13)

^0 с J

т. е. для волнового вектора имеем следующие значения:

,2 шВ 
кос = — с0, 

с* 

со+^+^б-^у 
с” \ ’(о/

Выражение (12) дает 2-компоненту волнового вектора обыкновенной волны 

Е^, а выражение (13) — необыкновенной волны Й'°б) •

При п = 0 система (11) определяет амплитуды ЕтП через Ем. 

Волны с амплитудами Ето обязаны своим возникновением наличию 
неоднородности, не связанной со спиральностью, а волны с отличны

ми от нуля амплитудами Ео, ±1 — наличию спиральности. Для компо

нент амплитуд Ео, ±1 получаем следующие выражения:

3—59
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Решение Еоо волнового уравнения в нулевом приближении соответ
ствует волне в среде со средней диэлектрической проницаемостью г)^, а 
амплитуды всех остальных волн считаются малыми. Рассматривая для

простоты случай кх = ку = О (угол & между Лоо и слоями равен 90’),
из (14)—(15) получаем

т/о (Ем + гЕуоо) ։ —у /0 (Ем + гЕуоо)
Ем, ±։=4- ^ , _ 2 . > Еу0, ±։ = —8 _2 (16)

— «о + — ) —( *о + —

Условие применимости теории возмущений есть

Оно нарушается вблизи частоты, удовлетворяющей соотношению

“ ,/— 2՞
— У с0 = — > 

с о
(166)

которое выражает равенство периода а= — полудлине волны с ам-

плитудой Еоо (условие Брэгга «/БШ & = т — при & = 90°, т = 1).

В этом случае за решение в нулевом приближении нельзя брать Е^, 

так как условие малости других волн (а именно, волны Ео. -1) нарушает
ся, и мы должны пользоваться видоизмененной теорией возмущений [3], 

учитывающей в нулевом приближении обе волны (£оо и Ео, —1). Доба в- 
ляя к уравнениям (11) при т=п = 0 еще три уравнения, которые по" 
лучаются из (11) заменой Зр, я на 51, л и 50,>±1 на 3-1, я±։> и сохраняя 

наряду с членами /0 Еоо также члены /оЕо, -1, получаем систему шести 

однородных уравнений относительно компонент амплитуд ^о и Ео, —1 ; 
волновой вектор определяется из условия равенства нулю определи
теля этой системы.

Рассматривая для простоты случай, когда кх=ку=О (в этом случае 
вместо детерминанта шестого порядка получаем детерминант четвертого 
порядка), для частот брэгговского отражения (“1, ш2> ш3) получаем:

а) «5 /2"\2
~ со — ( ) ’
с \ 0 /

-► -♦
а между компонентами амплитуд полей Еоо и Ео, -1 
ношения

(17)

имеют место соот-
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EXQQ = iEgtAj ^хь, —1 = /£уо, —15 (17а)

61 ^ + ։/J = ^)’֊ аз)
Еуоо — Еуо, —ь Ем, -1 = iEyo, -i> Емо = — iE уо, _i; (18а)

в| ^te-VJ’^y. (19)

Еум = + Еуп, —1, Ем, —I = — iEyo, -i, Емо = iEyo, -j. (19a)

3. Граничная задача. Рассмотрим пластинку, которая занимает об
ласть 0-^z^6 и описывается материальными уравнениями (2). Пусть 
на границу z = 0 из области z < 0 (области z<0 и z>b представ
ляют собой вакуум) падает плоская волна

^пад (г, о =Ео П.Л exp i(kr — 0>t), (20)

к=—> ку = О. (21)
с

Преломленное поле будет иметь вид [4]

£прел (г, t) = Mo exp i(км г — »>f) 4-

+ Ётп J о+ ^прел (г, 0, (22)
(т, п*0, 0)

где Ем определяется обычными формулами Френеля [5], Етп выра

жаются через Еоо с помощью уравнений (11), а Мрел является общим 

решением следующего уравнения без правой части, получаемого под
становкой (9) в волновое уравнение (4),

grad div ( у3-------- е0 ) Е'=------- -  е' Еоо (г, t). (23)
\ с3 / с։

Это решение имеет следующий вид

& (г, 0 = Е^ exp i(kJ ֊ «if). (24)

Обозначим тильдой амплитуды волн, распространяющихся внутри 
пластинки от границы z=b к границе z=0,

£прел (г, 0 = Е^ exp i (кхх — кмо z — vt) + 

*» WS
+ 2 Ётп(г, t) 4- Мрел (г, t)> (т, Л =^ 0, 0). (25)

т, п

Поля отраженной и прошедшей волн могут быть записаны в аналогич
ном виде

•Мтр = й+ £отр, Епрох — Мрох 4՜ Мрох- (26)
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Амплитуды Еоо, Ёю, ЕтР И £1%։ определяются из граничных ус

ловий, как для однородной пластинки; заданным полем является

ЕПал- Поля Етп и Етп выражаются через найденные амплитуды Еоо и 

Ею (с помощью (11)). Амплитуды ЁР, Ер, Е^,* и ЕЙ?определяют
ся из условий сшивки на границах; заданными полями ^'являются
—W -*
Етп И Етп-

Для каждого из решений (а), (6) и (в), рассмотренных в конце пре
дыдущего пункта, к граничным условиям добавляются соответственно со
отношения (17а), (18а) и (19а); тем самым число независимых компонент 
снижается до числа граничных условий.

4. Пример расчета в случае одной границы. Пусть на границу 2=0, 
разделяющую вакуум от среды, описываемой материальными уравнениями 
(2), в нормальном направлении падает волна

Еп։։ = Еу^оехр/( — х—шЛ, Exnu=0. (27)
\ с /

Для полей Ею и Е^р имеем обычные формулы Френеля 

^оо = О. ^=0,

^^^■^-ц^Л (28)
Для компонент полей Ео, ±i получаем следующие выражения:

i г /о 2^у ~i fo ^у

(Лоо — Ло, +i) (1 + J с0) У ' (Лоо — Ло, ±1) (14֊ Ус^)
(29)

Компоненты полей Ем и Ех отр равны

ЕЙ = — [6d------Ло, +1^ ^хо, +1 + 6 + ~fe, -Л Ем. -1 I (1 + к^)՜1,
L \ ш / \ ш /

(30)
Ех отр = | ^Vco — ~ ко, +i ^ Его, +i + ^Г с0----- — ко, -i^ Ем, -i j X

X (1 + Усог\
а компоненты Еуо' и Еу'отр получаются из (30) заменой всех индексов- 
„х на „уи.

Рассмотрим для простоты случай, когда ст = 0 (при т ^ 0). Тогда 
отличие картины поля от случая однородной среды будет определяться на
личием только спиральности. В этом случае получаем
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Ех прел (г, /)------
г^/^!-! с

<0

։1 Лоо — ко, +]

и?
с*

1 + — ко, _ 1 ш
А — ко, ֊։ _

ехр I

ехр г (Лр, +1 г — »>0 _ ехр^^-и-^)

коо — Ли, +1 Л& - к\ _։
(31)

ш.«
Е (г — -2^у
Яу пред V , 1} — ,.

2 -^у ^г/о 1 + — 4о, +1 1 + ֊^->
коо — ко, _1 _

2 Еу о>8
4-1/г>^

ехр Цкр, +1 я — юр . ехр г (^о. -1 х— ЮР
. А-^,+1 Й֊^-1

У = кжг — ш/.

I’ (32)

В преломленной волне кроме ^-компоненты поля существует также 
х-компонента, отсутствующая в падающей волне. Компоненты амплитуды 
отраженной волны равны

Ех отр

—
2։ ^ /о Еу V со ~

*

’(1 + /с0)։ .

с
ш

/«о-----^ Ло. -I

Лоо — Ло, —1

7 2 7 2*00 — *0, +1

(33)

С _ 1 ^Со С 1
•Су отр •— -----—=-£у(-

ш» /со-^Ло,-,

коо — ко, ц Лоо — Ло, -1 _
-------- г—ш^ 

С

т. е. отраженная волна, в которой появляется также новая компонента, име
ет эллиптическую поляризацию.

Величина 7о может во много раз превышать численное значение пара
метра гирации у естественно-активных сред или величину g вектора гира- 
ции магнитоактивных диэлектриков. Обычно параметры у и £ не превы
шают 10՜5 , а 7р имеет порядок 10՜2 [6]. Из (32)—(34) следует, что и но
вая компонента, пропорциональная [о, в случае рассматриваемых здесь 
сред во много раз превышает такую же компоненту, возникающую на грани
це магнитоактивных или естественно гиротропных сред, пропорциональную 
соответственно параметрам £ и у.
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5. Холестерический жидкий кристалл в оптической области частот.
В оптической области для таких сред величина а и длина волны 

2. — одного порядка [1]. Поэтому в оптической области частот может воз
никать ситуация, указанная в конце пункта 2. С другой стороны, так как 
5 ^Х, в (1) можно пренебречь зависимостью е/4 от г7, заменяя их по
стоянными ао, ^о и т)о (это означает, что в материальных уравнениях (2) 
пренебрегается членами с коэффициентами ст и /т при т =/= 0; при этом, 
как можно убедиться непосредственно, спиральность остается).

При кх = к? = 0 получаем следующие рекуррентные соотношения 
между амплитудами:

(356)

Пренебрегая в этих уравнениях членами /оЕо^ с к =£ 0, —1, амплиту

ды полей Ео, -2 и Ео, +1 можно выразить через Еоо и Ео, -ь На ветви, 
определяемой соотношением ' (17), имеется еще одна волна с 

отличной от нуля амплитудой Ео. ֊2, возбуждаемая волной с амплиту

дой Ео. -1- В рассматриваемом приближении все амплитуды Еои с к^Л 
или к<^—2 равны нулю. На других ветвях равна нулю также ам

плитуда Ео. -2. При наличии границ амплитуды Еоо и Ео. ֊1 опреде
ляются из граничных условий, к которым добавляются соответственно 
соотношения (17а), (18а) и (19а) . ;

Условием применимости теории возмущений является соотношение

(35)

В заключение заметим, что при т = 2

шается условие малости амплитуды Ео _2.

(сравни условие (16б)) нару

При т — 2 период в два раза

больше полудлины волны Е^, что может иметь место для холестериче
ских жидких кристаллов в оптической области. Поступая, таким же обра- 

зом, как в конце пункта 2, между компонентами полей ЕК и Ко -2 в 
этом случае получаем следующие соотношения:

Еох = — г Ео?, Е-чх = г Е—чу, (37)

которые должны быть использованы в качестве дополнительных условий 
для сшивки амплитуд при наличии границ.
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В случае, когда спиральность обусловлена магнитными свойствами 
[7], соответствующие соотношения получаются из вышеприведенных выра- 

жений заменой տ<* ;Հ рд, Е —* Н и Н ^ — Е.
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ՍՊԻՐԱԼԱՅԻՆ ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ 
ԷԼԵԿՏՐԱԴԻՆԱՄԻԿԱՅԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

2. U. ԵՐԻՑՑԱՆ

քննարկված է էլեկտրամագնիսական աքիրների տարածումը անհամասեո, սպիրալային կա

ոուցվածք ունեցող միջավայրում! Ստացված նյութական հավասարումների օգնությամբ գտնված 

և վերլուծված են ամպւիտուգային և ֆազային աոնլությունները դիֆրակցված ալիքների համարլ 

քննարկված է ամպլիտուդների որոշման խնգիրը սահմանննրի առկայության դեպքում։ Վերջում 

բերված են այդւգիսի խնդրի լուծման կոնկրետ արդյունքները նորմալ անկման դեպքումւ

TO THE ELECTRODYNAMICS OF HELICAL MEDIA

O. S. YER ITS IAN

The diffraction of electromagnetic wave in anisotropic helical medium is con - 
sidered. The amplitudes of diffracted waves are determined by means of material 
equations. The boundary problem in the case of two boundaries is considered.


