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ЛИНИИ ПОТОКА ЭНЕРГИИ РЕНТГЕНОВЫХ ВОЛН 
ПРИ ОТРАЖЕНИИ ПО БРЭГГУ

К. Г. ТРУНИ, П. А. БЕЗИРГАНЯН

В работе детально исследован поток энергии в кристалле в случае 
отражения Брегга. Показано, что в поглощающих кристаллах почти во 
всем кристалле, за исключением узкой области непосредственно у ниж
ней поверхности, поток анергии обусловлен только одним волновым по
лем. В отличие от случая Лауэ амплитуда осцилляций периодической 
компоненты потока энергии растет с ростом глубины в кристалле.

В работах [1, 2] рассмотрены вопросы, связанные с потоком плот
ности анергии в кристаллах в случае отражения Брэгга. В этих рабо
тах показано, что

1) в области полного отражения поток энергии параллелен по
верхности кристалла;

2) в случае кристалла конечной толщины при отражении Брэгга 
вне области полного отражения внутри кристалла имеет место много
кратное отражение от двух поверхностей [1];

3) вне области полного брэгговского отражения, когда падающий 
пучок достаточно узок, возникает так называемый краевой эффект [1].

В этих работах рассмотрены составляющие плотности потока 
энергии, принадлежащие отдельным волновым точкам, но не изучен 
вопрос суммарного потока плотности энергии. Не исследовано также 
поведение периодической компоненты потока энергии в зависимости 
от глубины проникновения волнового поля в кристалле.

В излагаемой работе проводится детальное рассмотрение резуль
тирующей плотности потока и периодической компоненты плотности 
потока энергии.

1. Результирующая плотность потока энергии

Усредненная по времени и элементарной ячейке результирующая 
плотность потока энергии в общем n-волновом случае имеет следую
щий вид [2]:

S=^-Re2exp(2i։iz/A(։, р)) exp (—o^z) ^(D^D՝,#} sn, (1) 
OK a ,₽ Л '

где суммирование по индексам аир идет по всем волновым 
точкам, а по индексу п — по всем узлам обратной решетки, которые 
лежат достаточно близко к сфере Эвальда; А (а, р) — период взаимо
действия волновых полей, принадлежащих волновым точкам а и Р, 

°«₽ = у (ов 4֊ яр) — средний коэффициент поглощения этих полей, 

sn — единичный вектор в направлении от данной точки распростране-
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ния до узла л обратной решетки, z— расстояние рассматриваемой точ
ки от верхней поверхности кристалла.

В частном случае двухволнового приближения, имея в (виду, что 
Д (®, ®)=Д(?> ?)=0> а 0«а = в«» °ЭЗ = 33> и подставляя А (а, Р) = Д, 
а«р = я, из (1) имеем

^ = Re { exp (— a։z) (|£>M|։s0 + |£>л, |* s*)+ exp (— a։z) (|DM|։ s0 +

+ 1^1* SA) 4- exp (—az) exp (2к/г/Д) [(^ю Dm + Dm D^ s0 + (2)

+ (^л, D^ 4֊ D^Dh^ ЅA]).
Допустим, что имеется кристаллическая пластинка толщиной d 

и на нее падает плоская монохроматическая волна D= Do "X. 

X ехр(— 2кг՜ ко г). Обозначая амплитуды и волновые векторы отражен

ной, проходящей и внутренних волн соответственно через /Ди Лд, Do и 

ко, D01 и Ки, Dn и Км„ Dh, и Кд„ D/,, и Кд,, ДЛЯ граничных условий 
имеем:

а) на верхней поверхности пластинки

Dn exp (— 2кгKQ, rs) + DM exp (— 2к/ KM г^ = Do exp (— 2кг Io n),

Dhl exp (— 2кгКд, rs) + D/^ exp (— 2кг‘Кд, r,) =DTh exp (— 2кг ЛАП);
б) на нижней поверхности пластинки

Doi exp (— 2кг՜К^ ra) 4՜ Dat ехР (~ 2К։ ^о։ ra) = Doexp(—2кг՜ ко га),

Dh, exp (— 2кг՜ Кд, ra) + Dh, exp (— 2кг՜ Кд, га) = О,
-♦ ■+

где г3 и га — радиусы-векторы точек соответственно на верхней и 
нижней поверхности пластинки.

Из этих выражений с учетом условий непрерывности фаз

к‘о — Кт = kgT п, ко — К08 = ^gt п> 
а также соотношений

Кд, = К014՜ Rh, Kh, = К02 4՜ Rh,

где п — единичный вектор внутренней нормали верхней поверхности, 

а Кд — вектор обратной решетки, имеем
д _А, X, exp (2nikg։d), ^

Xi xt exp (2^ikgtd) — x, exp (2-ikgyd)
^ = DA^ = _______x1exp(2^ikg1d)_________^

x։ xx exp (2Kikgtd) — x։ exp (2^ikgtd)
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Согласно обычной плосковолновой динамической теории [2, 3] 
имеем:

XI, 2 = О
„ |фо<
"։-2 = 77՜ 

2-Го
б)
Xi, 2= G(p

1) = —Ge”

^)=^֊~
Ло

если рг <\ —1,

(pr = — ch vr);
(4)

pH^-Ge^

?|.։ = ~-а(рг'±'/1- рг)=~
2-Го ^То

— ае , (pr = COSV,);
(4а)

Х1,2= G(p, ± Vp^-Y^Ge**

а -1фо1
гь։՜^

-)=^ 
2To

ае՜

V = Уг + КН .

Во всех трех случаях реальная часть параметра

Рг
(46)

(рг = ch vr),

угла [падения
Для центросимметричных кристаллов С выражается через отношение 
направляющих косинусов т0 проходящей и Тл отраженной волн — С =

~ уу^у (напомним, что в случае Брэгга Тл = —1тл1)>

а = (ФлФг)’/у2(т0^

Фо» Фл» Фл — Фурье-компоненты соответственно О, А, А поля-
ризуемости Ф кристалла.

Известно также [3], что 

31,2 = 3 ± |^1| 

31. 2 = 3 + 1^1 
°1, 2 — 0 + 5

в

в
в

области

области

области

Рг < — 1,

Рг (5)

где к1г к2 и з как функции угла падения рГ (или ог) и 
раметров даны в [3].

остальных па-

Подставляя (3), (За), (4), (4а) и (46) и первое из соотношений 
(5) в (2), после некоторых преобразований для области рг <^ —1 по
лучим

S

I5o|

ехр (— о z)

ch (2 vr + |i։| d) — co
^ s0ch[2ur + |^| (d —

+ $л G* ch |ij (d — z) + cos — ^—— (s0 + Gs s*)|» 

где |50| = ~ l^o|2—плотность энергии падающего излучения. 8^

(6)
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Из (4), (4а) и (46) нетрудно убедиться, что такой же результат 
получится и для области рг > + 1, если заменить 1^1 на |^|, В фор
муле (6) можно перейти к области полного отражения (—1-Срг< +1)» 
если заменить ьг на VI, |^| на з и Д на (-/А) [3].

2. Линни потока анергии

Сначала мы рассмотрим среднюю плотность потока энергии в 
кристалле, т. е. усредним выражение (6) по периоду маятниковых по
лос. Отбросив периодический член в (6), для средней плотности по
тока энергии получаем

■— =------------^^—~—/2^л՜^0 сЬ ^ ^ + ^ ^-г)1 +
|50| сЬ (2 vr + 1^1 <1) — соз Г ~)

С7)
+ зл С*сЬ 1^1 (</ — г)).

В отличие от случая Лауэ в выражения (6) и (7) входит не аб
солютная глубина я проникновения волнового поля в кристалле, а 
разность (</—я).

В случае очень толстых кристаллов (</->• со) для среднего пото
ка плотности энергии из (7) получаем

-^- = ехр (— а + 1^1 я) (з0 + е՜2՞'՜ Gi зА) =
|50\

{8) 
= ехр (—ахя) (з0 4- е ֊ 2 ^ С2 зл),

откуда можно заключить, что в достаточно толстых кристаллах поток 
энергии обусловлен лишь одним волновым полем (1) в области рг^—1 
и полем (2) в области р,^> + 1. При отходе от условия Брэгга 
(рг и и,--»-со) отраженная компонента в (8) исчезает и вся энергия 
переносится проходящей волной.

Для рассмотрения поведения волнового поля в зависимости от 

глубины проникновения я выразим векторы з0 и зл через единичные 

векторы пи/ вдоль нормали и касательной к верхней поверхности 
кристалла (см. рис. 1). Обозначая через ф0 и фл соответственно углы 
падения и отражения, имеем

з0 = cos <|»о n + sin ф0 t,
(9)

зл = cos фл п + sin фл t.
Подставив (9) в (7) и во избежание громоздких формул перехо 

дя к так называемому симметричному случаю Брэгга Фо = Фл—« =

=------ Кв , получаем
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ехр(—о ֊ 
----- -------------------79^777՜ (•֊>** + ^л л), (10) 
|50| сЬ^-Н^-созГр) 

где
5/ = (сЬ [2 и, -г 1^1 (</ — «)] + сЬ П*!! (</ — г)]) сое Од,

(И)
5„ = {сЬ [2 «г 4՜ 1^1' (*/ — г)] — сЬ [|^| (с1 — г)]) з!п Од.

Из (10) и (11) для тангенса угла между направлением результи
рующего среднего потока энергии и нормалью к поверхности полу- 
чаем

* = $ = с1М^|(</֊2)]сЛЮг с4 9д= £№+1М£1£]. 
Зп зЬ («г + ^((с/ — г)] ^«г^бд

(12)
Интегрируя (12) по г от 0 до г, для линий среднего потока 

энергии в кристалле находим

/ы = С 1------- ь, (.■Ч"' + И1<-.)| I =
3 1^11Ь«г фов I зЬ [о, +1^1^] /

_ Рг с!g Од I ( зЬ[у, + 1^11 (</—*)]] 
1^1^-1)1'2 зь^-н^) Г

Вначале мы рассмотрим непоглощающий кристалл (а = ах = а։ = 
= ^ — 0). Переходя в (13) к пределу при 1^1 -*0, получаем

Лг)=-А-с*0^- ‘ <14)

Таким образом, для непоглощающего кристалла линии потока 
энергии представляют собой прямые линии. При достаточном удале
нии от условия Брэгга (^-» со) 

/(г) = с1^бдг, (15)
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т. е. вся энергия течет по направлению падающей волны. Наоборот, 
при стремлении к границам полного отражения (р{-»1) (14) стремит

ся к бесконечности, т. е. ? = — и направление потока энергии па

раллельно поверхности кристалла. Для промежуточных случаев на
правление среднего потока лежит между поверхностью и направлением 
первичного пучка. При этом вдали от условий Брэгга (рг^1) линии 
среднего потока все более сгущаются к направлению первичного пуч
ка, что, конечно, приведет к так называемому шаг^ш-эффекту [4] в 
проходящем пучке, т. е. к возрастанию интенсивности проходящего 
пучка в непосредственной близости от следа первичного пучка.

На рис. 2 приведены несколько линий среднего потока энергии 
в случае непоглощающего кристалла кальцита (отражение 200, излу
чение МоКа) для различных значений параметра угла падения рг.

Рис. 2. Линии потока анергии непоглощающего кристалла: 
1)-1 <р,<1; 2) Рг = 1,2; 3) Рг = 1.5; 4) рт = 2;

5) Рг ~ 3; 6) рг = оо.

Перейдем к случаю поглощающего кристалла. Из (13) видно, 
что теперь линии плотности потока энергии — не прямые линии, хотя 
отличаются от прямых незначительно. В области полного отражения 
линии потока энергии опять почти параллельны поверхности кристал
ла. Действительно, из (13) следует, что при стремлении р2 к едини- 

кце / (я) стремится к бесконечности и «р = —. Произведя переход от 
2

формулы (13) для области рг<— 1 к той же формуле в области 
^<1 (выше мы отметили, как это можно сделать), нетрудно убе
диться, что / (г) = оо во всей области полного отражения. *При обыч
ных значениях 1^1 и толщины кристалла <1 (например, для кристалла 
кальцита при симметричном отражении Брэгга, излучении СиКл и от
ражении 200 имеем |4։|~10’ см՜1) логарифмический член для большей 
части кристалла примерно равен —|йп|я, так что

/ (г) " ~ 7^1с^0В г- (16)

Нетрудно убедиться, что это есть линии плотности потока энер
гии для волн, принадлежащих полю (1). Лишь в непосредственной 
близости от нижней поверхности кристаллической пластинки линии 
потока значительно отличаются от прямых (16), обусловленных только
502-2

ГУт —
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одним волновым полем. Это и понятно, так как только непосредствен
но у нижней поверхности волновое поле (2) имеет заметную интенсив
ность и при движении к верхней поверхности быстро поглощается*.  
Линии потока энергии для поглощающего кристалла кальцита приве
дены на рис. 3.

* Все сказанное выше справедливо также и для области рг>+1, если учесть, 
что здесь волновые поля (1) и (2) меняются местами (см. [1, 3]).

Рис. 3. Линии потока анергии поглощающего кристалла каль
цита (отражение (200), излучение МпКл): 1) —1 с рг < 1; 

2) Рг = 1-2։ 3) рг = 1,5; 4) рг = 2; 5) рг = 3; б) рг = оо.

3. Периодическая компонента потока энергии

До сих пор мы рассматривали усредненную по экстинкционной 
длине плотность потока энергии. Особенности периодической компо
ненты потока энергии мы рассмотрим в этом параграфе. Как и рань
ше (чтобы избежать громоздких формул), мы еграничимся случаем 
симметричного отражения Брэгга. Из (6) видно, что как в случае 
симметричного отражения Брэгга, так и в случае асимметричного от
ражения периодическая компонента плотности потока энергии всегда 
параллельна поверхности кристалла. Действительно, используя (9), 
получаем

s0 + G*  sn = t cos ф0 (tg ф0 + tg фл).
Обозначая периодическую компоненту линий потока энергии че

рез fp(z), из (6) сразу получаем (при G։ = l)

С со,?^)
/, Ы = «։։, J ։Ь«,л[։, + ц,|^-։)] (17)

о
Хотя прямое вычисление интеграла невозможно, нетрудно про

вести исследование периодической компоненты в зависимости от глу
бины г. Не нарушая общности можно предположить, что толщина 
кристалла кратна периоду маятниковых полос — d = т^ (это изменит 
лишь начальную фазу в (17)). Тогда, произведя подстановку с/—г=Ьу, 
из (17) получаем

(я) =----- - ------[ СО5 г dg. (18)
tg6вshvrJ зЪ («Г+ 1^11 Ду)
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Значение /р (г) для некоторого у (или г) представляет собой пло
щадь под кривой синусоиды, умноженную на коэффициент, стоящий 
перед интегралом в (17). Амплитуда осцилляций а (п) при п-периоде с 
большой точностью дается выражением

а (п) _ сзесЬ (иг + 1^1 ку)
А 1 г бд зЬ уг

и с уменьшением у (или с увеличением я) растет, достигая макси
мального значения при у = 0 (г = <Г). В отличие от случая Лауэ [3], 
где амплитуда осцилляций направления потока убывает с ростом глу
бины в кристалле, в случае Брэгга амплитуда осцилляций растет. 
Объяснение этого, казалось бы, парадоксального результата состоит 
в том, что в случае Брэгга одно из полей распространяется от верх
ней поверхности к нижней и его интенсивность убывает с ростом я, 
второе же поле, амплитуда которого меньше первого (см. (3, За)), рас
пространяется в направлении к верхней поверхности и его интенсив
ность растет с я (коэффициент поглощения меньше нуля), так что с 
увеличением глубины проникновения волнового поля степень осцилля
ций будет расти, так как с увеличением я векторные вклады полей 
будут приближаться по величине.

Из (17) следует также, что первый максимум /р (я) будет при 
у = 1/4 или я = (/и — 1/4) А, а первый минимум — при у = 3/4 или 
я = (т-3/4)А.

Поступая аналогичным образом, мы видим, что максимумы и ми
нимумы возникают при у = п + 1/4 или я = А (л — т ± 1/4), 
л — 0, 1, • • •, т, в то время, как нули возникают вблизи у = п + у или 

г =А (п — т + 1/2)-

Рис. 4. Периодическая компонента
линий тока анергии (рг — 1,5).

На рис. 4 приредена функция /р (я) для значения параметра угла 
падения рг = 3/2 в случае кристалла кальцита, отражения (200) и из
лучения МоКа.

Ереванские государственный 
университет Поступила 21.IX.1972
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Հետազոտված է էներգիայի գումար խտության հոսքը բյուրեղում Բրեգի անդրադարձման 
դեպքում։ 8ույց է տրված, որ չկլանող բյուրեղում հոսքի գծերը ուղիղներ են։ Կլանող րյուրեղում 
էներգիայի հոսքը բյուրեղի գերակշռող մասում պայմանավորված է միայն մեկ այիքային դաշ
տով և միայն րյուրեդյա թիթեղի ներքին մակերևույթի անմիշական մոտակայքում երկրորդ դաշտը 
ունի զգալի ներդրում ընդհանուր ալիքային դաշտում։ Վերշին հանգամանքով է պայմանավորված 
նաև էներգիայի հոսքի պարբերական բաղադրիչի վարքը։ Տատանումների ամպլիտուդան բյուրե
ղում խտության աճի հետ աճում է, բանի որ փոխազդող ալիքների ամպլիտուդաները (ինտենսի
վությունները) մոդուլով մոտենում են միմյանց։

X-RAY ENERGY-FLOW UNES IN THE BRAGG CASE

I
K. G. TRUNI, P. H. BEZIRGANIAN

The energy-flow in crystal in the case of Bragg reflection is investigated in 
detail. It is shown that in absorptive crystals the energy flow in the whole crystal 
except the narrow region by the lower surface, is due to one wave field only. 
Unlike the Laue case, the amplitude of oscillations of the periodic component of 
energy flow increases with the deepening into the crystal.


