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ИЗЛУЧЕНИЕ, ОБРАЗУЕМОЕ ЗАРЯДОМ ВБЛИЗИ 
БРЭГГОВСКИХ ЧАСТОТ В СТОПКЕ ПЛАСТИН

А. Л. АВАКЯН, Г. М. ГАРИБЯН, ЯН ШИ

Произведен анализ точных формул для переходного излучения, 
образованного в стопке пластин, вблизи брэгговских частот. Анализ 
производился в двух частных случаях: когда дизлектрическая постоян­
ная пластины л близка к единице, и когда она велика, ио толщина каж­
дой пластины мала. Доказано, что в обоих случаях имеются узкие и вы­
сокие максимумы, аналогичные найденным в непрерывной периодической 
среде методом двухволновой теории. Произведено сравнение формул, по­
лученных для стопки и для непрерывной среды.

1. Введение

В работах [1,2] была решена задача о возникновении рентгенов­
ского переходного излучения при пролете ультрарелятивисткой заря­
женной частицы через кристалл произвольной толщины. При этом в [1] 
фактически рассматривалась среда с одномерной периодичностью вдоль 
направления движения заряда и задача была решена точно в модели 
среды, состоящей из бесконечно тонких и неподвижных атомных плос­
костей. В [2] задача о пролете заряженной частицы через трехмерный 
кристалл была решена методом, аналогичным двухволновому прибли­
жению динамической теории дифракции свободных рентгеновских лу­
чей [3,4] с учетом конечных размеров атомов и их тепловых колебаний. 
В этих работах было найдено, что в достаточно толстом кристалле 
вследствие взаимодействия проходящей и брэгговски отраженной волн 
возникают узкие и высокие максимумы вблизи брэгговских частот.

В [5] рассматривалось образование переходного излучения в про­
извольной непрерывной периодической среде со слабой неоднородностью. 
Задача решалась приближенно, с помощью „двухволновой" теории воз­
мущений. В результате было найдено, что аналогичные максимумы 
имеют место и в этом случае.

Кроме того, в [5] было показано, что если в [2] перейти к одно­
мерной решетке, а в [5| считать среднюю диэлектрическую постоян­
ную близкой к единице, то результаты обоих расчетов совпадают.

Метод двухволнового приближения, примененный в [2, 5], предпо­
лагает, что плотность электронов вещества или диэлектрическая пос­
тоянная среды как функция координат разложима в ряд Фурье и этот 
ряд можно почленно дважды дифференцировать. Такому требованию 
не удовлетворяет, в частности, система, состоящая из периодически 
расположенных отдельных пластин (стопка). В такой системе диэлек­
трическая постоянная является разрывной функцией координат и по­
этому соответствующий ряд Фурье нельзя почленно дифференцировать.

С другой стороны, задача об образовании переходного излучения 
в стопке была решена точно (см., напр. [6]), безкаких-либо прибли-
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женив. Однако анализ полученных формул вблизи брэгговских частот 
специально не проводился. Представляется естественным, что узкие и 
высокие максимумы, аналогичные найденным в [1, 2, 5], должны иметь 
место и в случае стопки пластин.

В настоящей работе производится такой анализ. Поскольку инте­
ресно сравнить точные формулы для стопки с формулами, полученны­
ми в [1, 2, 5], анализ будет проводиться в двух частных случаях: ког­
да диэлектричаская постоянная пластины а близка к единице, и когда 
она велика, но толщина каждой пластины мала, так что средняя ди­
электрическая постоянная по стопке близка к единице.

2. Формулы точного решения для стопки пластин 
вблизи брэгговских частот

Воспользуемся тем видом формул точного решения, которые при­
ведены в [6] для задачи об образовании переходного излучения при 
пролете заряженной частицы через стопку пластин. Преобразуем эти 
формулы, рассматривая их вблизи брэгговских частот шв^^сЬ/га, где 
А—положительное целое число, не равное нулю, я0 —период стопки, 
с —скорость света.

Пусть стопка состоит из № пластин, каждая из которых имеет 
толщину а, а расстояние между двумя соседними пластинами равно 
А, причем а + 6 = г0. Диэлектрическая постоянная пластин е~1.

Для величины, являющейся аргументом полиномов Чебышева, вхо­
дящих в выражения для полей излучения (см. формулы (41) и (42) 
работы [6]), имеем

Г Г-< , (е-1)։ I (е— 1)вш^= и-------—----- СОЗ Ли20+ -----—*----- -
1О ] | 2с

(1)
(е —I)2 (е—1)аш , .-------—---- соз >0 т0----------- --------- ла^ .

10 2с
где )0 - (ш/с) соз&, & — угол излучения.

При получении формулы (1) мы приняли во внимание, что |а—1|<^ 
<£1 и пренебрегли членами более высоких порядков малости.

Вблизи брэгговских частот, когда )^0= А"(1 +*—8г/2), ? = (ш—ыв)!՝°в, 
^1, С можно представить в виде

СН-^созу, (2)
где |^| С1. Разлагая обе части равенства по степеням малых величин 
V, 0, ё—1 и у, получаем, что

»= у^-АД (3)
где

^1,2= ֊[2^֊»2+ К(2^֊^^Яо)2֊^/Г], (4)
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(«— 1)а
So—

«о
sin )oagh = gh = g0 —

^ 0^
(5)

Нетрудно видеть, что величины g/t и g/Г, определяемые формулой 
(5), представляют собой Фурье-компоненты диэлектрической постоянной 
среды, состоящей из стопки пластин, ибо

zjl

S'՝ = Sn — — i Ls (*) “ 11 exp [i2~hz/z0] dz,
—zjl

где г(я)= г при |г| • а/2, и е(г)^1 при а/2< |г«го/2. Что касается go, 
то из приведенной формулы видно, что она связана со средней ди­
электрической постоянной стопки: Яо ~ 8 ~ 1«

Пользуясь формулами (2) и (3), для величин II.ч и фу, входящих 
в формулы (41), (42) работы [6], получаем

№ = (- i)A-v
sin[(^+l)A^(A<-A1)/2] 

^(^-\)/2 (6)

^(Х-Л) Qexp [ &z0N ( Дг + Д։ )/2с], (7)

где
Q = (2^։ + Яо) ехр [— Ы AJJ/C] — (2АХ 4֊ gQ) exp [—MAJc] (8) 

(I = Nz0). Для величин T, Р', Р՛՛, NL, Nt и g из работы [6] имеем
1Л-л —

T=W (A8֊A1-2vHl֊m*2֊A1+2*+l֊-p2)/4= ֊Dp, (9) 
4

8ozo
4a

2

exp [ i (ш/v — ).о) a], 
“>* ’Jo

igo Si> zo ca exP [^] 
a®2 гю( Vo~ —°} 

\ a /

(10)

(11)

TV. = (— 1)A exp

N2 = iSo^o, sjn ; J —
2а

gozo 
2a

v — (12)

Xga cos Хоа 
sin Хоа ,

(13)

Я =2±gp/2a, - = !- ₽։ + 0»։
'■о

(14)

где Р = и/с, и — скорость заряженной частицы.
Подставляя выражения (6)—(14) в формулы (41), (42) работы [б]։

после некоторых вычислений получаем
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Е'ы М=- — е?У ^^^ с*ехр ^ ^ ~^ ^ X 

2АЧ ( ^а — ?ого/“) $
X {(Яо — ^оа/^о) (ехр[—гш/Дз/с] — ехр [—Ы Д1/с]) —

_ (&-^/*о)(х-Яо) 4 g^ Г 2 (д։ехр[_։.шМ։/с]_Д1еХр[_Ы^с])+ 
Оо I

4-»1о (ехр [֊/ш/Д^с] — ехр [ — гш/Д^с]) — 2 (Д։ — Д^ X
X ехр Г—?/—— )֊о 4-— (Дх + △։)>1 / I II > (15)

\о с / J

Е"0>1(к,]У) =?^Ц^1^—X 

2А’ ^о — g^ola)Q

X |ехр[ — ЫЬ^с] — ехр [ — Ы^с]-----^^-------° X

X ^2(Д։ехр[—։ЫД։/с]—Д!ехр[—։ЫД։/с]) + т;л(ехр[—/л/Д^с]-

— ехр [ — /ш/Д^с]) — 2 (Д։ ֊ Дх) ехр [ г ( — — ^ (16)

где ^ = »2 — (1 — ₽’) — 4м.
Отметим еще раз, что при получении формул (15), (16) мы счи­

тали \gozJa\ ^ 1. При переходе к модели бесконечных тонких пластин 
с сохранением средней плазменной частоты последнее условие нару­
шается и мы должны иначе производить разложение, считая теперь ма­
лым а/г^о. Однако из-за того, что при таком разложении оказывается, 

что формулы (6)—(9) остаются прежними, выражения для Ек^кЫ) и 

Ео, I (k^) в модели бесконечно тонких пластин, обладающих большой 
диэлектрической постоянной, получаются такие, как если формально в 
формулах (15) и (16) устремить а к нулю.

3. Формулы динамической теории для 
одномерной периодической среды

Для сравнения приведем формулы в случае, когда заряженная 
частица проходит через среду, имеющую одномерную периодическую 
структуру вдоль направления движения частицы (оси г ). Их можно 
получить из общих формул работы [2], если положить в них К^ь = 0.
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При этом, поскольку и[£ X кл] = 0, все электричэские поля имеют 
только компоненты параллельной поляризации. Кроме того, реализует­
ся только случай Брэгга с отражением почти точно назад, так как 
20 д = я.

Имея вое это в виду, из формул (26) и (25) работы [2] после 
замены индекса ч на р и goh на —goн, а также пользуясь формулой (29) 
той же работы,' для амплитуды^ поля излучения, испускаемого впе­
ред по направлению движения заряда, получаем

£«ак = _ 8я2 е/х с2 
Ш։ПУ)0 С

^о (ехр [ — Ы^^с] — ехр [ — /ш/Д^с]) —

go ( Ъп ֊ ^р) -I- ghgh

ОР
2(Д։ехр[ — /ш/Д^с] — Д1ехр [—/ш/Д^с])-!-

+ т;0( ехр [ — /ш/Д^с] — ехр [--г'ш/Д։/с]) — (17)

— 2(д։~ д1)ехр1 -/-֊^+ -(Д1+Д։)Ь]ир[։/—֊ )0^ 
\ V с ' ) 1 I \ ^ /

Здесь g3 — g00 = gh/„ g|t = gh0 и связаны с Фурье-компонентами ди­
электрической постоянной среды, периодически зависящей от коор­

динаты г, /—общая толщина среды вдоль направления г, х— поперечная 

составляющая волнового вектора к.
Для амплитуды поля излучения, испускаемого назад, из указан­

ных формул работы [2] получаем
Ел.аК ^т^еЬ^

ехр [— /ш/Д^с] — ехр [—/ш/Л^с ] —

—- 2(Д։ехр[—/ш/Д^с]—Д1ехр[—/ш/Д^с]) + у)л (ехр [ -/ш/Д2/с] —

— ехр [— /ш/Д^с]) — 2 (Да — Д^ ехр[/
\ и / JJ (18)

Подчеркнем, что все вышеприведенные формулы справедливы 
для ультрарелятивистских частиц, таких, что 1 — Р2 ^С 1, и для той 
области частот, когда средняя диэлектрическая постоянная близка к 
единице, т. е. 1й|<1.

Кроме того, следует иметь в виду, что из-за различной норми­
ровки при разложении в интеграл Фурье при сравнении формул (17) 
и (18) с формулами (15) и (16) последние необходимо предваритель­
но умножить на (2я)4/«.



8 А. Л. Авакян и др.______

4. Обсуждение

Рассмотрим формулы (15) и (16). Будем считать, что величины g0, 
8ь н £н обладают небольшими мнимыми частями: Яо — Яо "Ь 18о> 8^ = 

= Я*+ ^Я* и Ял =Яй՜ + '8й-

Тогда при КеОр = 0 или

^ = ^о = -^р2— О •-₽’)— ?0 — ! _р2+ (р —я' | (19)

амплитуды полей (15) и (16) будут велики. Другими словами, при У= ^0 
имеется острый максимум излучения, аналогичный „динамическому 
максимуму", найденному в [2].

Ширина Ан этих максимумов определяется из условия КеОр = 1тХ 

ХОР, откуда Дм = 11т {я0 + ЯлЯл (’Ь—Яо)՜1) 1Г/4- Отношение ампли­
туд поля излучения, испускаемого вперед в максимуме и вне максиму­
ма (т. е. |м — м0| ^ Дм), по порядку величины равно

^-Я* . (20)
[(^о- Яо)2 + ЯлЯл ]Я» ~(ЯлЯг+Я£ ?*) К “ Яо)

Это отношение максимально и имеет порядок я»/я о ири^'НЯоЬ Если 

Чо 3* I Яо|> указанное отношение имеет порядок (яо)2/75оЯо> в то время как 

если ^о*^1Яо1> то оно порядка 1]о/яо. При этом мы считали, 
что Яо» Я* и Я* —величины одного и того же порядка. Отсюда 
следует, что динамические максимумы наиболее ярко выраже­
ны в районе граничной частоты ш — шГр = “0/ (1—Р3)7’։ в то время как 
вдали от нее они постепенно исчезают, сливаясь с обычным переход­
ным излучением.

Что касается амплитуды поля излучения, испускаемого назад в 
динамическом максимуме, то она по порядку величины примерно рав­
на амплитуде поля излучения, испускаемого вперед в том же макси­
муме.

Сравним теперь формулы (15) и (16), полученные для стопки пла­
стин, с формулами (17) и (18), полученными для непрерывной периоди­
ческой среды. Вблизи динамических максимумов эти формулы разли­
чаются. А именно, когда (т)л—Яо)'^[^Р I ^> 1, формулы (15) и (17) от­

личаются фактором Яо (2о~а)/^^—Яого* На тот же фактор отличаются 
и формулы (16) и (18) вблизи максимума КеОр = О.

Вместе с тем заметим, что вне максимумов, когда |У — и։|» ^> 
формулы (15) и (17) совпадают при 1 — Р։ > I Яо I « 1 — Р։ < 1Яо1 • При 
еще больших отклонениях м, таких, что | V | ^ | о0|, 1 — ^’, формулы (15) 
и (17) совпадают полностью.
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Несколько иное положение дела имеет место в случае излучения 
испускаемого назад. Вне динамических максимумов формулы (16) и (18) 
совпадают только при 1-?։^|я01՛ В случае же 1-?’»|^0| формула 
(16) по порядку величины имеет дополнительный фактор g0/^r]0 по срав­
нению с формулой (18).

При этом необходимо еще иметь в виду, что величина gh, а так­
же gh',в рассматриваемых двух различных моделях сред по разному 
зависят от числа А, являющегося порядком отражения и равного от­
ношению периода среды к половине длины волны излучения. При 
больших А эти величины могут значительно отличаться друг от друга.

Тот факт, что формулы (15) и (16) не совпадают в точности с 
формулами (17) и (18) в динамических максимумах, вполне естественен, 
так как возникновение динамических максимумов является тонким эф­
фектом, на котором не может не сказаться конкретная структура 
среды.

Полное совпадение формул для излучения, испускаемого вперед, 
вдали от брэгговских частот, т. е. при И] ^ |#0|> 1 — ?а> связано с 
тем, что в этом случае существенна только средняя диэлектрическая 
постоянная среды и поэтому конкретная структура среды не играет 
роли. Действительно, в этом можно убедиться, если преобразовать точ­
ную формулу для стопки пластин вдали от брэгговских частот. В 
этом случае получается известная формула (см., напр., формулу (5) ра­
боты [7]), выражающая интесивность переходного излучения через па­
раметры пластин и стопки. Если считать, что длина волны излучения 
порядка периода стопки, то можно увидеть, что упомянутая формула 
переходит в формулу для интенсивности переходнего излучения, обра­
зуемого на одной пластине со средней диэлектрической постоянной. 
Что касается окрестности брэгговских частот вне динамических мак­
симумов, то эта область является промежуточной между отмеченными 
двумя областями, поэтому совпадение формул имеет место почти вез­
де за исключением случая 1 — ₽’~ | £01.

В случае излучения, испускаемого назад, совпадение по порядку 
величин формул вблизи динамических максимумов в районе граничной 
частоты для одной и другой моделей среды связано с тем, что физи­
ческим механизмом, приводящим к возникновению таких максимумов, 
является брэгговское отражение, для которого существенно только 
наличие периодичности среды. Однако вдали от брэгговских частот 
механизмом образования излучения, испускаемого назад, является обыч­
ное отражение, для которого наличие резких или размытых границ 
существенно, и поэтому соответствующие формулы отличаются друг 
от друга.

Как было отмечено выше в связи с анализом выражения (20), 
динамические максимумы исчезают в области частот, больших гра­
ничной частоты. Зтот факт имеет место не только для стопки пла­
стин, но и в общем случае трехмерной периодической среды>
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как в этом можно убедиться из формул работы [2]. К этому резуль­
тату можно придти также исходя из следующих наглядных соображе­
ний. Для этого вспомним, что в двухволновом приближении динами­
ческой теории для свободного излучения волновые векторы падающей 
и рассеянной волн должны находиться вблизи сферы Эвальда в слое с 
толщиной порядка »|п — 1|/с, где л— эффективный показатель пре­
ломления, который в области рентгеновских частот весьма близок к 
единице. С другой стороны, в нашей задаче волновой вектор падаю­
щей волны в принципе всегда больше радиуса сферы Эвальда ш/с, так 
как компонента волнового вектора поля заряда в направлении его дви­
жения уже равна ш/v. Поэтому двухволновое приближение может 
реализоваться только в случае ультрарелятивистских частиц, когда раз­
ность w/v — ш/ с меньше ш | п — 1 I / с, или, другими словами, частота из­
лучения должна быть порядка или меньше граничной частоты.
Ереванский физический институт Поступила 7.Х.1972

ЛИТЕРАТУРА

1. Г. М. Гарибян, М. М. Мурад ян, Ян Ши. Изв. АН АрмССР, Физика, 7, 188 
(1972).

2. Г. М. Гарибян, Ян Ши. ЖЭТФ, 63, 1198 (1972).
3. IT. Н. Zachartaeen. Theory of X-ray Diffraction in Crystals, N. Y., 1967.
4. B- IF. Batterman. Rev. Mod. Phys.. 36, 681 (1964).
5. Г. M. Гарибян, Ян Ши. Науч, сообщ. Ереванского физического ин-та, ЕФИ-16 (73). 
6. В. А. Аракелян, Г. М. Гарибян. Изв. АН АрмССР, Физика, 4, 339 (1969).
7. Г. М. Гарибян. ЖЭТФ, 60, 39 (1971).

ԹԻԹԵՂՆԵՐԻ ՇԵՐՏՈՒՄ ԼԻՑՔԻ ԱՌԱՋԱՑՐԱԾ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ 
ՐՐԵԳԻ ՀԱՃԱԽՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄՈՏ

Ա. է. ԱՎԱԳՅԱՆ, Գ. Մ. ՂԱՐԻՐՅԱՆ, ՅԱՆ-СЬ

Սատարված է թիթեղների շերտում առաջացած անցումային ճառագայթման ճշգրիտ բանա­
ձևերի վերլուծություն Բրեգի հաճախությունների մոտ։ Վերլուծությունը կատարված է երկու 
մասնավոր դեպքերի համար, երր դիէլեկտրիկ հաստատողը մոտ է մեկին և երր այն մեծ է, բայց 
յուրաքանչյուր թիթեղի հաստությանը փոքր է. Ստացված է։ "ր երկու դեպքում էլ առաջանում են 
նեղ և բարձր մաքսիմումներ, ինչպիսիք գտնված էին անընդհատ պարբերական միջավայրում 
երկայիքային տեսության մեթոդով, Կատարված է թիթեղների շերտի և անընդհատ միջավայրի 
համար ստացված բանաձևերի համեմատության։

RADIATION GENERATED IN A STACK OF PLATES 
BY A CHARGE IN THE VICINITY OF BRAGG FREQUENCIES

A. L. AVAKIAN, G. M. GARIBIAN, C. YANG

Th*. 0Iact forau,M for tho transition radiation generated in a stack of plates 
°f B"M fr‘1“’nc!M are analyzed. Two special cases have been con­

sidered: 1) the dielectric constant of the plate close to unity; 2) it is large, butthe
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thicknesses of plates are small. In both cases narrow but high peaks have been 
proved to exist analogous to ones found in the continuous periodic medium by the 
method of two-wave theory.

The formulae for the stack and the continuous medium are compared.


