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ФУНКЦИЯ ГРИНА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
В СЛОИСТЫХ СРЕДАХ

М. Р. МАГОМЕДОВ, М. М. МУРАДЯН

В работе методом функции Грина получены решения уравнений 
Максвелла в диспергирующих слоистых средах для произвольного распре
деления внешних источников поля. Отдельно рассмотрен наиболее важ
ный для приложений частный случай — периодические слоистые среды с 
произвольной периодичностью. Все результаты представлены в виде, 
удобном для применений. В качестве примера рассмотрен перпендику
лярный пролет равномерно движущейся заряженной частицы через слои
стую среду и через периодическую слоистую структуру с произвольной 
периодичностью.

Задача о построении решений уравнений Максвелла в дисперги
рующих средах с плоской границей раздела для произвольного рас
пределения источников поля впервые была рассмотрена в работах 
[1, 2]. Авторы, однако, ограничились рассмотрением случая, когда 
плотность тока нормальна к границе раздела сред. Позже в работе 
[3] эти решения были обобщены на случай произвольного движения 
заряженных частиц. Аналогичная задача для двух диспергирующих 
сред со сферической границей раздела была решена в работе [4]. Вы
числению полей излучения произвольно движущейся заряженной части
цы в слоистых средах с плоскими границами раздела посвящены ра
боты [5, 6], где задача решается методом изображений. Сложными и 
растянутыми вычислениями автором были получены выражения для 
полей в волновой зоне. Громоздкость полученных выражений затруд
няет^ их использование в конкретных случаях.

' В настоящей работе методом функции Грина получены точные 
решения уравнений Максвелла в слоистых средах для произвольно 
движущихся заряженных частиц. Все результаты представлены в ви
де, удобном для применений^

1. Функция Грина для векторного волнового уравнения

Электромагнитные поля, создаваемые произвольным распределе-
нием внешних источников в среде 
е (ш), определяются уравнениями

с диэлектрической проницаемостью

ДА-----------
с* dt* ֊ —JOs t), 

с

е д*ФДф------------ 
с։ де

4՞ / л-—Р(г, 0.
8 (1)
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Е = —grad Ф---- — > Н = rot А,
с dt

где на потенциалы наложено условие Лоренца

divA + —— =0, (2)
с dt

позволяющее исключить из рассмотрения скалярный потенциал Ф. По 
этому в дальнейшем мы будем интересоваться только уравнением для 
вектор-потенциала А. Разлагая А в интеграл Фурье по времени, бу
дем иметь

(Л + ^)А(г, ш)=-^}(г, «), (3)
С

где 
во

А(г, ш) =^-(A(Г, t)e"“‘dt, <:։ = ^-8(w).
2’ J c։

Запаздывающее решение уравнения (3), удовлетворяющее нулевым 
граничным условиям на бесконечности, как известно, записывается в 
виде

А։ (г, ш) =— С ш) Сп(г|г'| Л) dr', (4)
с J

где по г идет суммирование, а Си (г |г'| к) являются компонентами 
тензорной функции Грина, удовлетворяющими уравнению

(Д + ^)Сп=— 4к8п8(г-г'). (5)
Здесь он есть символ Кронекера. Решение этого уравнения является 
симметричным тензором и удовлетворяет условию взаимности

Сп (г |г'| ^) = ^ (г'М ^)- (6)
В случае одной бесконечной изотропной среды тензор С кратен 

единичному и с учетом запаздывания его можно записать следующим 
образом:

адн^оп^ = £о„] (7)

где Л = |г — г'/, *, ч — компоненты к, г — г' в плоскости ху, 

1 = + —5-е (ш) — , /т^0. В случае слоистых сред с неоднород

ностью вдоль оси я функцию С будем искать в виде

Си (г |г'| Ч е'1’ 8и (г, г') ах, (8)

где тензор 8и (г, г'), как показано в работе [3], представляет собой 
матрицу
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Здесь gx, §1 — некоторые функции от л и г', симметричные по этим 
переменным.

Подставляя (8) в (4), имеем

g (г, г) =

?1 + (?! — ^г)

к^
(г 4 ^) х.

к2, Ы,^\֊г^ о

?х+и։-^)^ 0 (9)

0 о £|

А (г, ш) = Л х (г, ш) + А ͏ (г, ш),

= -1-Г*'(Aе” МЪО^Дгл (г, гХ
2«сЗ 3

(10)

ММ^ щ)«]| 

х»
?1 (г, г').

Здесь J/(r, ш)— компонента 5 (г, ш) в плоскости ху. Таким образом, 
для определения тензора Си в случае слоистых сред необходимо по
строить два скаляра gլ и gl.

2. Построение функции glAz, ^') и ^( (г, г') в слоистых 
средах

Пусть имеется слоистая среда, состоящая из ^ +2 плоских слоев 
с различными диэлектрическими проницаемостями е* (ш) и толщинами 
а*, где £ = 0,1 • • - ТУ + 1 и ао = а^^1 = со. Направим ось г по норма
ли к границам раздела сред в направлении возрастания нумерации и 
поместим начало координат на первой границе. Координаты границ 
обозначим через Ьк, причем, аь = Ьь — Ьк-1, 6 1= — со, 60 = 0, 
6л'+1 = 00 •

Для построения £л и £| воспользуемся методом, изложенным в 
[3]. Пусть источник и наблюдатель находятся в т-ой полосе, т. е. 
Ьщ—1 2 > % ^ Ьт*

При этом функция Грина С должна иметь сингулярность типа 
1/7? при г —* г'. Из формулы (7) очевидно, что такое поведение С обе
спечивается выражением

_ л* 1։_։’ I Лш®
Ш)/к (г) -----8Ш*, ).г = ^г - А (11)

для gլ и ^ ͏. Здесь через /т (х) обозначена функция, которая равна 
единице в т-ом слое и нулю вне этого слоя, 8т* — символ Кроне
кера.

Чтобы определить ^х и ^։ во всем пространстве и учесть гра
ничные аффекты, добавим к (11) общее выражение
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[ —П**-^^т*’ О^—Лт։'
Л (У)/* (г)  ------ Втк + ------Втк +

(12)
‘'к^т*' -ЛИ+1ХиГ 1

+ 1— в:*.

построенное из произведений экспонент е±ак1 и е~1'тг со всевозмож
ными знаками фаз. Очевидно, что при подстановке этого выражения 
в (8) мы получим выражение, не имеющее сингулярностей при г —»г'. 
ЗдеСЬ Втк) Втк, Втк, Втк — неизвестные постоянные.

Для получения ^х и ^։ при всех гиг' (а не только при 
Ьт-1<2 <Ьт, Ьк-1 < г <. Ьк) необходимо просуммировать выражения 
(11) и (12) по всем т и ^ от О до ^+ 1.

Окончательно имеем
^+l Л’+1

Ях (г, «Э= У е * Зщ* +

е - т
2?т*(1) +

^(1) +

»֊кг֊‘>֊т*'
^֊7-----  5тИ1) +

х*
-Л**+Ат*' 1

^—5-------  Вт*(1)
>՝к I

(13)

Что касается #ц, то для упрощения дальнейшего изложения 
его в несколько ином виде

ЛГ-Н ^+l , 1\к\1-1։\

напишем

т=0 ь~ О

е я

е-^֊^' ^г (-^)֊Хтх } (-Хт) 
х* *7А-хт) + х*хД(-хЯ1) Втк (2) +

^^к*~^Я1*' 
'^к ^Уг (— Хт) — Х^ xJ (—Хт) Вт*(2) + (14)

где

пим^' х7х(Хт) + хтХ;(^)
՛ х* ^(М-х*»^

-1^+1^ ^ ^ +2^ (^ 
+ X* ху.^ + ^х}^)

Г - -^Р^Лт*'
](±'/֊т) = \fmiz) Цг', ш) е dr . (15)

Неопределенные коэффициенты /?т* (а)> Втк(а), Втк^), Вщ»(а), где 
։ = 1, 2, входящие в выражения (13) и (14), определяются из условия 
непрерывности тангенциальных составляющих полей Е и Н на грани
цах раздела сред. Эти условия должны выполняться при любом фик- 
352-2 __
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сированном т одновременно на всех границах для пар Rmk (а), Втк (а) 
и Втл^), Втк (^) в отдельности, поскольку они входят в (13) и (14) 
как коэффициенты при независимых функциях е ^'^ и е'^ . Из ус
ловия присутствия на бесконечности только расходящихся волн (прин
цип излучения) получаем граничные значения этих коэффициентов

Rm N +1 (։) = ВтО («) = RmO (^) — Вт V 1 = 0. (16)
Подставляя выражения (13) и (14) в (10) и приравнивая гранич

ные значения тангенциальных составляющих полей Е и Н слева от 
границы Ьк их значениям справа, можно получить уравнения, которые, 
совместно с условиями (16), полностью определяют все неизвестные 
коэффициенты. Для определения Rm* (а) и Bmi (а) имеем уравнения

р*+։, * (“) Ак+i (а) = Л* (а) А* (а) -|- С* (а) Ътк, (17)
где

e’^Rrnk (а) 
e^Bmkla)

е *+։
՝г*+։, *(«)е *+i е «+1 

. r*+I,*(2) = -^*±lZL^*.,

д*+1,у (1) = —-----> Pk+1. к (2) = 2е*).
(18)

elfk+i
-й-к^к _. _  ) _ е > ф* — i-kOkt

к = 0, 1, • • - ^ т — фиксированное число.
Решение двучленных - матричных рекуррентных соотношений (17) мож
но представить в виде

Rmk (а) =
^У(а)

П P/-n,/(a)ea"6«+'x*ft*

Втк(а) —
5^^?(а)

я—։
П Л+ь / (а) е1^- ^

к<т,

(19)

Rmk(&) =
* -1

Втк («) =

•$ВД(«)
5^Л *(g)52j,0 i (а)

.^•т^т+^к Ьк
J-m

^^+i, u
,l)mt’m~r,libk

где
5*’ m (а) = 5*՜1 (а) А*՜2 (а). • • Sm (а), Sm+1- m (а) = 

и по определению Sm՛ т (а) = /, /— единичная матрица,
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П 1 /5-1,-1 5-1,1 \1 1 X/ = 1 при т < /, В = ( 1

Аналогичным образом для /?«*(«) и Вт* (а) получаем выражения

«• <■) = — ^Л՜,''' п И-֊. / (■) «-“"•-’“*•■
5-ь 11 (а) у «л |

2й<«)=^^£ь^п^-^ =-""•-*'■••>

й (•) ֊ —Л՞. П Р,. ^ (•) .-"-•"֊“■'■
В-1, -։ (а) )-т

В^ («) = ֊ ^֊֊֊^- П ^ ^’ <а) ^тЬ^^Ьк

к^т—1,

(20)

к՝^ т.

Как легко видеть из формул (19) и (20), между всеми коэффи
циентами существуют соотношения

^(1)= ^/?*я (1), я£*(1) = —я*«(1)>

Вт* (1) = ^ В?т (1), Вт* (2) = -^ ВЛ (2), 
1-т ^т^т

(21)

Вт* (2) = ֊֊֊ В*т (2) , Вт*(2) = ֊֊^ ВЛ (2),

которые являются непосредственным следствием симметричности 
функций (13) и (14) относительно переменных я и я7 и могли быть на
писаны заранее исходя из этого факта.

Перейдем теперь к вычислению элементов матрицы

5*’ т (а) = 5*՜’ (а) В*՜2 (а) • • • В” (а)

при к՝^- т. Из определения (18) матрицы В*(а) легко видеть, что ее 
элементы могут быть представлены в виде

^//+1, ։; (а) = е“^+1’’/+։ [(1 - гу-м./а)) 8;у, /у+1+о +ь ;(«)],

где 1}^, 1^ = ±1.
Поэтому для элементов В*’ ՝" (а) имеем результат

5^»= 2 п^^'К!֊^.^^^ (22)
(I) — -1 ^ш

где (/) означает совокупность всех повторяющихся индексов II, ^к, т. 
Чтобы завершить рассмотрение общих вопросов, приведем здесь по
лезные для применений представления функции /* (г), входящей в (13) 
и (14),
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/*  (г) — в (г — 6*  -1) & (6л — г) — й (д — 6*-1)  & (г Ьк) —

* = ^“1°՜1 ^ + ^’ ° ^^’ Д (а) = П р‘‘1 + 1 ^։
' ' / -о

: В заключение в качестве примера найдем поля, создаваемые за. 
ряженной частицей, движущейся с постоянной скоростью и через 
ТУ-слойную пластину по нормали к границам раздела. Поставляя в

где »(х) равна единице при х>0 и нулю при х<0, а 6 стремится 
к нулю, оставаясь положительной. Полученные в этом резделе ре
зультаты полностью решают задачу о построении функции Грина в 
слоистых средах.

' Рассмотрим теперь отдельно наиболее важный для приложений 
частный случай — периодические слоистые среды. ,

Пусть имеется периодическая слоистая среда, состоящая из д 
пластин, расположенных на одинаковых расстояниях друг от друга, 
причем, каждая пластина состоит из р — 1 слоев с различными а/ и 
а/, где /=1, 2, ••> р— 1- Обозначим расстояние между пластинами 
через ар и пусть гкр = е0, Л = 0, 1, 2, • • - , д. При этом ТУ 4- I = рд.

Поскольку при таком выборе структуры слоистой среды имеют 
место соотношения

где * = 0,1, -,#4-1, а Л 1 к— означает целую часть числа —, то для
Р 1 р

матрицы 5*'  т получаем выражение

5* т(а)=5 Ш (а)(5₽'°(а))»5 1 р 1 (а),
(23)

„ = ГА|_[^]_1.
I р 1 I р 4

Используя теорему об п-ой степени унимодулярной матрицы (см., 
напр. [7], стр. 92) имеем

5‘-(«)=Дл(«) 5*  ^_1(х)_^_2(хЛх
\ д («) /

Р, т- Г^-^-Ч Р
X 5 1 ] (а). (24)

Здесь и„(х) означает полином Чебышева второго рода,
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(Ю) /- (г> 0 = ««* (х) ^ (у} ^ (г — ^)> Ь (г» 0 = О и произведя элемен
тарные преобразования, для вектор-потенциала в Л-ом слое получим

А ͏ * (г, ш) = А^ (г, ш) 4֊ А* (г, о>) + А* (г, ш),

где
Ад (г, ш) = 0,

I ' / х р +<Ц (։-4Л)

A; (Г>0)) = — ֊ (^ -։ (2) Л"՜5-^ (2) я*-1)
4-*с о '֊^-1, -1(2)

(25)

I ьр-Лцр-։»)
А* ('’ “) = Л - <5֊’-֊’ (2)А* + ^ * (2) °’՜1) ^«

О{-’ = 2՛^ П Р,. /+1 (2) е”Ьт (З^^х (2)т^. я+1 + 5Г°1 (2) Т; п+1), 

т-0 ]— т
Мт .®

^= 2 ^ и П Р/+х. / (2)е ’ " (З^-Г1 (2) 1^+1.» е-'”"+։ - 
т^к )-к

-5^’1т+1(2)Тт+1.те'¥'"+։),

Эти выражения с точностью до обозначений совпадают с соответ
ствующими формулами, полученными в работе [8].

В случае периодических сред, подставляя в (25) значения мат
ричных элементов из формулы (24), получим для Л՜ и А" в слоях с 
в,, = в0, I = 0,1,- • ֊7 выражения

^|1(г>

1*<,+1Ъ(г—1Ьр)

7 4^с «Л Х0М,5^.°-1(2)

5^А(2) Ж" х
Д(2)

Мч-1^ит-х (х)е-тЬр +
т=0

+ 1^1-Х^х) 2 мч-те* 
т—1

тЬр тЬ,

Й°1(2)^!1(2)
Д*(2)

»-։
^-1(х) 2 Уч-г-т 

т=1+1

I- (т-1) 6, (26)
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где

------ 1 Ժ»
4«*с и յ

1хр-О« (К-Лр) 
е

м^ет71 (2)
(Й^Ж;1
I л (2)

тЬр+м1 3 и^-.
т-П

|Н М^Мя-те V

'Н™-1^

тьр , (2) 5С % (2)

△’(2)
тЬ.

_ 5р-^-} (2)
Мк= Д(2)

Ьр= За/.
У-։

При р = 2, Е0 = 1 выражения (26) с точностью до обозначений совпа
дают с результатами работы [9].

Авторы выражают глубокую признательность Г. М. Гарибяну за 
полезные советы и обсуждения, а также С. С. Злбакяну за дискуссии.
Ереванский физический институт Поступила 5.11.1972
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ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՄԱՔՍՎԵԼԻ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ԴՐԻՆԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆ

Մ. Ռ. ՄԱԳՈՄԵԳՈՎ, Մ. Մ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ

Աշխատանքիս! Գրինի ֆունկցիաների մեթոդով ստացված է Մաքսվելի հավասարումներ? 

լուծումը դիսպերսվող շերտավոր միջավայրերում դաշտերի արտաքին ալյուրների կամավոր 
րտշխման դեպքումլ
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CREEN FUNCTION FOR THE MAXWELL EQUATIONS 
IN A LAMINATED MEDIA

M. R. MAGOMEDOV, M. M. MURADJAN

The solution of Maxwell equations in a laminated media for arbitrarily distri
buted external sources is obtained by Green function method. The case of periodical 
laminated media is considered in detail as the most important for applications. All 
the results are represented in a form convenient for application. As an example we 
calculated fields, produced in the normal passage of a uniformly moving charged par
ticle through the laminated media as well as the periodical laminated media of an 
arbitrary periodicity.


