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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ УГЛОВЫХ СТРУКТУР 
ПОЛИДИСПЕРСНЫХ ИНДИКАТРИС МАЛОУГЛОВОГО 

РАССЕЯНИЯ

Г. М. АЙВАЗЯН, 3. А. ЭЛОЯН

В работе предложены две асимптотические формулы полидисперсных 
индикатрис ыалоуглового рассеяния для различных гамма-распределений 
частиц по размерам (0 < V 10) и для всей области изменения перемен
ной о (0 -С ;* < оо). Первая из формул может быть использована для гру
бых расчетов, а вторая для более точных.

1. Исследование рассеяния света полидисперсной системой под 
малыми углами приводит к вычислению определенного класса интегра
лов, содержащих квадрат бесселевой функции первого порядка и па
раметры распределения частиц по размерам. Вычисление этих инте
гралов для всей области изменения аргумента представляет опреде
ленные трудности, поэтому в практике обычно используют несколько 
приближенных формул.

В работе получена простая асимптотическая формула, хорошо ап
проксимирующая значение вышеуказанного интеграла для различных ви
дов гамма-распределений частиц по размерам во всей области изменения 
переменной Р (0 <^ ^ <^ оо). Введение дополнительных коэффициентов в 
указанную формулу позволило получить вторую асимптотическую фор
мулу, которой следует пользоваться для более точных расчетов.

2. Спектральная интенсивность света /(Р, л), рассеянного под оп
ределенным углом Р полидисперсной системой из сферических частиц 
с функцией распределения / (а), имеет вид [1]

ЭР
/(Р, М = Ло рЪ, Р)/(а)аУа, (1)

О
где Jo — интенсивность падающего света, Л (р, Р) — оптический попе- 

2“а речник частиц, параметр р =-----  
к

Если частицы крупные (р^1), т. е. для малых углов рассеяния 
Р, имеем

ИР. Р) = —/?(Р, Р) (2)

или

/(Р, к)=4[/Н₽, Р)/(а)аУа, (3)

и
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где /? (р, Р) — квадрат бесселевой функции первого порядка.
В качестве функции распределения /(а) рассмотрим гамма-рас

пределение

^а) = г(* + 1) ’ (4)

• которое в достаточно большом интервале размеров хорошо аппрокси
мирует логарифмически-нормальное распределение и тем лучше, чем 
выше индекс * распределения.

Тогда (3) можно представить [2] в виде
Л?> '^/оФ^).

-։Г(» + 5) а* 
'о(7 + 1)«)1Г(^ + 1) ’

(5)

(6)

где /0 — интенсивность света, рассеяного прямо вперед (Р = 0). Функ
ция ф’(р) характеризует угловую структуру полидисперсных инди
катрис:

Ф*('^ = г 7 4. ^*” Т'+2 ''^ 
'Г (V 4-5) (7)

?* (I1) = j 7։ (*) г* е dz, (8)
о

Функция у* (р) подобна о-функции и ее вычисление для малых зна
чений |1 представляет определенные трудности. Исследования |3, 4 
показали, что вместо точной формулы (8) для вычислений о* (р) мож
но использовать приближенные выражения [ряды (18) и (30) из [4]], 
которые при переходе к функциям ФДр) дают [2]:

для р^>1 (область малых ?)
ф.ад,!- Г<- + 7) .±+ 5Г0 + 9> .......... , я

4Г(< + 5) н‘ 192Г (։ + 5) ^‘
для р ^ 1 (область больших Р)

«(4-2)04-3) (*+4)1 8 *(* + 1/ 7

Функцию Ф, (р) можно вычислить и по следующей приближенной 
формуле:

х1, ։ = 4 + * ± ]^4 + *,
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которая непосредственно следует из выражений (7, 5, 3) в [5]. На 
рис. 1 приведены функции 1?Ф1о(р), рассчитанные для V = 10 по точ
ной формуле (7) и по приближенным формулам (9), (10) и (11). Как 
и следовало ожидать, допуская, для достаточно малого интервала

Рис. 1. 1 — 1?Ф,(р)по (7), 2—1я Фт, (р.) по (9), 
3 -1? Ф» (р) по (10).

значений р, погрешность, не превышающую 5%, формулой (9) можно 
пользоваться для вычислений Ф։о(р) в области р>13, а формулой 
(10) —в области р<4. Для значений р из интервала 4<р^13 функцию 
Фю (И) можно вычислить [2] по формуле (11), * поскольку значения 
Фю (I1) достаточно точно совпадают с Ф10(р) по (11) для любых р. 
Таким образом, используя приближенные формулы (9), (10) и (11) мож
но рассчитать ф„ (р) для всей области 0 < р < оо.

3. В некоторых задачах, как, напр., в [2], недостаточно получить 
численные значения интегралов, требуются конечные формулы для 
анализа, а для этого необходимо иметь простую аналитическую фор
мулу Ф» (р) для всей области изменения р.

Ограничим ряд (10) вторым членом —Ф?(р) и составим выраже
ние

ФДп) = (12)
1-гФ?(р)

Ф?(р) = .4р’(14-Вр։), (13)

А =------------- - ------------ В = ------ - ------
’Ф+2Х* + ЗЮ+4) 8^4-1)

На рис. 2 приводятся функции ^ФДр) для V — 2, 5 и 10 по (7) 
и I? Ф’ (р) Для тех же значений V по формуле (12). Для всех рассмот
ренных значений V расчеты по формуле (12) почти точно (~ 2%) сов
падают с расчетом по точной формуле (7) в областях р <С 1 и Н^!՛

Для 7 = 2 во всей области 0,8 < р < 30 значения 1?Ф։(р) не
сколько велики по сравнению с 1£Фа(р), отклонение проходит через 
максимум при р = 5 (см. рис. 2) и максимальная ошибка составляет 29°/о‘
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ДЛЯ v = 5 B области 0,5<^р<40 значения 1£Фя(р) в некоторых
участках малы, а в других велики по сравнению с ^ФгДр). а макси
мальное отклонение (р = 4) составляет 27%.

Рис. 2. 1 18 Фц, (р), Г - 1К Ф '„ (,1). 2 ֊ 18 ф: (а),
2' - 1я% (р), з - 1КФ; (*). 3' - |8 ф' (р).

Для 1>=10 во всей области0,5^р^бО величины 1?Фю(р) несколь
ко велики по сравнению с^Ф^Ср), ошибка проходит через максимум 
при р = б и не превышает 40%.

Для более точных расчетов формулу (12) можно несколько пре
образовать:

Ф^^ФМ (13)
14- Ф, (р)

14-А՝ « тр+тг !‘՜'՜"*՛- А֊-<” тгпг <14>
^ = —. *, = 3.

Как показали расчеты, логарифмы коэффициентов Д։ и А2 ли- 
лейно зависят от к (см. рис. 3). Выбор коэффициентов ^1 обусловлен 

необходимостью сохранения макси
мума первого члена (14) в области 
р~6 для всех рассматриваемых 
значений V, а выбор к2 — необходи
мостью перемещения максимума

Рис. 4. 1 — 1» Ф|0 (р)> 1' — >8 Фы (р).

2- 18Фг». 2'->8 4’5 (А 
з ֊ 18 Ф; (Р). з' - 1я Ф; (Р).
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второго члена (14) в область больших значений ц с увеличением вели
чины V.

В таблице даны значения Ап Л2, к1։ к2 для интересующих нас 
трех значений * = 2, 5 и 10.

Таблица

V 41
1

^i *1 *1

2 4,5 10s 2,9-Ю՜3 3 3
5 210 1 210՜ո 1.2 3

10 310 5 510՜ 11 0,6 3

На рис. 4 приведены функции 1?Ф*(р) по формуле (7) и соот
ветствующие им функции ^ФДр) по формуле (13) для различных зна
чений V = 2, 5 и 10. Отклонение ^Ф, (р) от ^Ф. (р) теперь уже не
значительно и в области 2< р<^10. Для всех рассмотренных выше V 
и р ошибка не превышает 7% за исключением резкого скачка при 
р~3 (у = 5), где отклонение ~20%.
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ՓՈՔՐ ԱՆԿՅԱՆ ՏԱԿ ՑՐՄԱՆ ՊՈԼԻԴԻՍՊԵՐՍ ԻՆԴՐԻԿԱՏՐԻՍԱՅԻ 
ԱՆԿՅՈՒՆԱՅԻՆ ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՈԱՆԱ&ԵՎԵՐ

Z. 1Г. ԱՅՎԱԱՏԱՆ. Д. Ա. ԷԼՈ8ԱՆ

Աշխատանքում ներկայացված են փոքր անկյան տակ ցրման պոյիդիսպերս ինդիկատրիսայի \ 
անկյունային կաոուցվածքի երկու ասիմպտոտիկ բանաձևեր մասնիկների տարբեր (0<V<10 
տեղաբաշխման և ,^-ի փոփոխման ամբողջ [Օ^՚^Հ^յ^) տիր ույթի համար!

Բանաձևերից տոայինր (12) հարեյի կ օղտաղործել կոպիտ հաշվումների համար, իսկ երկ
րորդը (13) ավեյի ձշդրիդ հաշվումների համար։

ASIMPTOTIC FORMULAS OF ANGULAR STRUCTURES OF 
POLYDISPERSED INDICATRICES OF SMALL ANGLE SCATTERING

H. M. AIVAZIAN, Z. A. ELOYAN

Two asymptotic formulas of angular structures of polydispersed indicatrices of 
small-angle scattering for different distributions of particles according to their size 
(0 < v < 10) and for all the field of variable alteration p(0<pc :o) are suggested in 
the work. The first formula (12) can be used for rough calculation, the second one (13) 
f or a more precise one.


