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К ВОПРОСУ о ТЕНЗОРЕ ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

О. С. МЕРГЕЛЯН, С. Н. СТОЛЯРОВ
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В работе обсуждается вопрос о выборе тензора энергии-импульса 
электромагнитного поля в среде. Ввиду того, что вариационный принцип 
дает неоднозначное выражение для тензора энергии-импульса, делается 
попытка получить однозначное выражение, исходя из физических сообра
жений. Показано, что если в безграничной среде в любой координатной 

системе выполняется соотношение 5 = [Г՛ Vg, то в такой среде необходи
мо пользоваться тензором Минковского.

1. Вопрос об определении вида тензора энергии-импульса элек
тромагнитного поля в среде обсуждается в течение более чем полу
века [1]. Для установления однозначного выражения для этого тензора 
предпринимались многочисленные попытки как с помощью усреднения 
микроскопических выражений для действующих на диэлектрик сил 
[1]—[2], так и с помощью применения феноменологического вариацион
ного принципа [3] (см. также ссылки на работы в [4]). В настоящее 
время из многих предлагавшихся видов тензора энергии-импульса Ъ* 
наиболее распространенными остались лишь два, каждый из которых 
Обладает своими достоинствами и недостатками: тензор Абрагама 
и тензор Минковского 77*, которые в покоящейся среде имеют вид [1]

где

Т„ = ֊ {[(ВД + ЕМ -+- (НА + вм] ֊ & + Н^га I, 
ОК I ]

(?=֊£< ЕА = ֊~[ЕН]; №А --=■£-(ЁЬ+НВ), (2)

Т"= ±\(ЕА + НаВ,)-±֊(Ы>+НВ)

СМ=1[ГВ]; ?^?; ^И=|^*. (3)

Здесь индексы I, Л= 1, 2, 3, 4 и а, V = 1, 2, 3, а векторы индукции

В и В связаны с полями Е VIН известными соотношениями [1].
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Величины 11^ и 5 определяют соответственно плотность и поток 

энергии электромагнитного поля в среде, а вектор С электромагнитный 
импульс этого поля. Тензоры Л, связаны с теми напряжениями, кото
рые возникают в среде под действием электромагнитного поля.

Приведенные выше два тензора в покоящейся среде отличаются 
только видом тензоров натяжений 77, и различным характером связи 

векторов С и 5. (Отметим, что в покоящейся изотропной среде тен
зоры натяжений у Минковского и Абрагама также совпадают и раз
личие сводится только к выражению для импульса поля). Если в по
коящейся среде это различие реально проявляется весьма редко и 
приводит к малым эффектам, то в движущихся средах эти различия 
становятся весьма существенными. В частности, для среды, движу

щейся со скоростью 1/ — с^, выражения для плотности V/ и потока 

5 энергии поля имеют вид [1]

?=£|Й+-Е(ЦИ]-|£Н])1; ֊
(4а>

I (Ёо + ив) + 4ЙгМ| ;
8«Г ? 1|֊Зг |

^ =^:^^ ^м = ^ (^^ + „В). (4б)

-.и
Как видно из (46), выражения для потока 8 и плотности энергии №4 
в движущейся среде сохраняют свой вид (то же можно сказать о 7՜ 

и б).
Отметим, что микроскопический подход к такой сугубо макро

скопической проблеме, как правило, приводит к громоздким и трудно 
анализируемым выражениям (см. напр., [5]). По-видимому, более 
простым и наглядным является или феноменологический подход к дан
ной проблеме, исходя из общих принципов, или анализ данного вопро
са на конкретном примере среды, например, на примере движущейся 
полностью ионизованной плазмы.

В данной работе мы покажем, что применение вариационного прин
ципа к данной проблеме не говорит в пользу однозначного выбора 
тензора Абрагама (2), как это утверждалось в работе [3], а скорее 
указывает на большой произвол в выборе тензора 7/*. Кроме того, мы 
приведем некоторые соображения, которые говорят в пользу примене
ния в ряде конкретных электродинамических расчетов тензора 7/* в 
форме Минковского (3).
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2. Применим вариационный прицип для вычисления тензора энер? 
гяи и импульса в среде, характеризуемой антисимметричными тензо
рами полей Гц, и индукций Ни, вида [1]

^= (^ Рк, Г„); В = (Л„ Рп, Ы Ю=(Ни, Н„, Н„);

Н = (Н„, Нп, Н12) (5)

в той форме, в которой он был применен при рассмотрении электро
магнитного поля в гравитационном поле, т. е. в неэвклидовом про
странстве С Метрикой g||։ [6],

1 ,----_ д д(] д А
2 5 дх1 д№\ дЙ,к 81 ’

где Л — плотность функции Лагранжа в неэвклидовом пространстве с 
метрикой gil,, детерминант которой равен (—g).

Поскольку мы в дальнейшем будем иметь дело с инерциальной 
(галилеевой) системой координант, в которой gn = giг = gзa = 1, g^^ = 
= —1, а остальные glk = 0 при 14՜ к , то тогда первый член в пра
вой части выражения (6) обращается в нуль и мы имеем

г,. » ֊(Г - «Л). (7)

Выберем теперь функцию Лагранжа Л в среде в виде

Л = -^-Г„Н". (8)

С помощью известных формул связи ко- и контравариантных компонент 
тензоров

Нр'= H'^'g'"1 (9)

запишем функцию Лагранжа в виде

Л = ֊ ~ Fp.H'^g1”. (10)
16՜

Варьируя функцию Л, даваемую формулами (8) — (10), авторы ра
бот [3], [12], [13] и ряда других получали тензор энергии-импульса 
Абрагама (формула (2)). При этом они исходили из требования сим
метрии ТЦ.

Подставляя (10) в формулу (7), мы получим следующее выра- 
.жение

Гг* = ^Нн + Н1̂ )------- Р^Н^и,) - (11)
4՜ [ 2 4 ]

При этом были использованы соотношения —^- = — ggl)t и
dglk
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Р у Р У \= ~^ * й*+«*^1> а также известные формулы перехода от ко- к

контравариантным компонентам тензоров и обратно [6], аналогичные 
(9). Компоненты Н\ и Г1/ являются смешанными компонентами тензо
ров. Заметим, что в г.алилеевой (инерциальной) системе координат 
нет различия между ко- и контр-, а также и смешанными компонента
ми тензоров, т. е. все индексы будут опущены вниз и, кроме того, glk 
ведет себя в ТЦ, как щк.

Рассмотрим теперь тензор ТЦ, ИЗ (11) в галилеевой системе ко
ординат,

7)*= — 1 ~- (Гн Ни + Нц Гн)-----— Гт Нт 'ч»!
4- I 2 4 |

(12)

Нетрудно убедиться, что полученный тензор является симметричным, 
однако он не совпадает с тензором Абрагама, хотя мы использовали 
тот же лагранжиан, что и авторы [3], [12], [13|. Не совпадает наше 
выражение и с тензором Минковского.

Это означает, что выбор тензора 7м из вариационного принципа 
осуществляется неоднозначно. Такая неоднозначность связана с тем, 
что физический смысл имеют не компоненты этого тензора, а сила 

определяющая действие поля на среду. Она равна //=- и по-
ОХк 

этому мы всегда можем определить 7м с точностью до тензора £м(х) 
д^щ г ,вида ------ , дивергенция от которого обращается в нуль (это будет

дх1
тогда, когда ^м/ антисимметричен по индексам /; к).

Иными словами, вид тензора Тц, зависит от тех условий или огра
ничений, которые накладываются на него при выборе этого тензо
ра. В частности, если мы наложим условие симметричности ( Тн^Ты) 
то это не значит, что мы автоматически получаем тензор Абрагама (2), 
как это утверждалось в работе [3]. В нашем случае условие симметрии 
привело к тензору, у которого Г։, совпадает с Абрагамовским выра

жением, а для 5 и С имеем

С=4^ = Г ^ + Й}. (12а)
оке

Таким образом, однозначный выбор вида тензора энергии-им
пульса поля в среде должен, на наш взгляд, осуществляться наложе
нием на этот тензор, т. е. на его компоненты, определенных условий. 
В зависимости от характера наложенных условий и будет определять
ся характер тензора 7’м.

В покоящихся средах имеет место соотношение между потоком 

электромагнитной энергии 5, ее плотностью 1^ и групповой ско

ростью УК,
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5=1ГИг (13)

Это соотношение в покоящейся среде не связано с выбором тен
зора энергии-импульса, так как в покоящейся среде

Т^ = Т^.

Нашей целью будет показать, что для безграничной среды, у 
которой соотношение (13) выполняется и в том случае, если она дви

жется со скоростью и — с/, в конкретных расчетах надо пользоваться 
тензором энергии-импульса Минковского.

3. Докажем теперь, что соотношение (13) выполняется в движу

щейся среде только для 5 и 1^ вида (3). Для этого рассмотрим од
нородную и изотропную среду с диэлектрической постоянной $(п=1), 

измеренной в системе ее покоя, движущуюся со скоростью и = ср. 
Дисперсионное уравнение для плоских монохроматических электромаг
нитных волн в такой среде имеет вид |7]

19 $ 5   1 
^2- - ֊ ֊4 (А: « -»)’ = о, • (14)

с՜ 1 —р

где к — волновой вектор волны частоты и, а диэлектрическая постоян
ная г, вообще говоря, является функцией частоты волны о»' в системе 
покоя среды, т. е. в = г(ч/), где

В пространстве волновых векторов к или в пространстве показателей
■* с/с

преломления и = уравнение (14).представляет некоторую поверхность
ю • .

Тогда групповая скорость Иг = — волн в такой среде направлена п о 
dk

нормали к поверхности волновых векторов (14) и ее направление совпа
дает с направлением радиуса-вектора, проведенного от источника в 
точку наблюдения [8].

Направление потока вектора Пойнтинга 5 по отношению к поверхно
сти волновых векторов (14) можно определить следующим образом [11].

Выпишем уравнения Максвелла для плоских монохроматических
- - - - /(77-^1)

волн с Е, Н, О, В՝֊ е ,

В = [пЕ], Ъ= [Н, п], [пЪ] =0, [п5|=0 (16)

и проварьируем их по направлению п = — при фиксированной часто-
10 ՛

те волны ш.
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Умножая вариацию первого уравнения в (16) скалярно на Я, а 

второго — скалярно на Е и складывая, получим

(ЗлЁ,)-֊Д, (17)

•где
Д = {(ЁзЁ)-(ЪзЁ)| + |(ЯЗЁ)-ЁЗЯ)} и 5..= —[ЕЯ].

4՜

Вектор Зд параллелен касательной 

векторов к. = —л (% к). Естественно,

к поверхности (14) волновых 

что обращение величины А в

нуль означает, что поток Ео направлен перпендикулярно поверхности 
(14) и, следовательно, параллелен направлению групповой скорости 

Ру. Последнее автоматически выполняется для случая покоящихся 

изотропных (О = ^ Е։ ЪО = ^Е) и анизотропных (В,—^^,) сред с 
симметричным тензором г/,<.

Для произвольных покоящихся и движущихся сред соотношения 

между (Д В) и (Е, Н) имеют весьма сложный вид и, вообще говоря, 
величина Д в (17) может оказаться отличной от нуля (см. ниже раз
дел 4). Однако для движущихся изотропных и однородных сред эта 
связь имеет вид [1]

Ь = I2 {(® - Р։) Ё - (1 -1) ? (Р Ё) + (а - 1) р Ё]},
(18)

Я = т2 {(1 ֊ «Р2) Я + (з -1) р (р В} + (з -1)[Р Е]), 
где к՜8 = 1 — Р2, а ц = 1.

Если среда не обладает дисперсией, т. е. з = const, то, опреде

ляя из соотношений (18) вариации 3D и Зп через ЗЕ и ЗЕ и используя 
уравнения Максвелла, после несложных вычислений можно показать, 
что в этом случае (s = const) А = 0 и, следовательно, поток энергии

•So = — [ЕЯ] в движущейся среде без дисперсии 
4՜

параллелен направ-

лению групповой скорости. Как мы видим,величина Ео совпадает с ве

личиной 5 в (3). В то же время поток энергии Ел из (2) кроме со- 

сТавляющей Ео = — [ЕЯ] имеет дополнительное векторное слагае- 
4г

мое, пропорциональное Р, и, следовательно, вектор не будет паралле

лен вектору УК. Заметим при этом, что групповая скорость Уе волн 
в движущейся среде не зависит от вида рассматриваемого нами тен
зора.
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Покажем теперь, что вектор 5 1 не только параллелен 1^, но и 

■что для 1Ри и 5" выполняется соотношение (13). Для этого рассмот- 

рим простой случай цилиндрической системы, когда ? = 8 в/, Е=Е?е^-^- 

4 Егег и к = к.. е-. + кге- и вычислим ^ и компоненты 5՝‘ через 
■одну из компонент поля (Е:) и параметры среды. С помощью соотно
шений (18), уравнений Максвелла (16) и дисперсионного уравнения (14) 
можно показать, что

5;՛՛ = '^ ■ С (1 - Ь2) ! ( 1- Й) Иг + ? (8 ֊1)1, 
4гп;

(19)
Я" = ^Г £2?, 51« „ о, {(в ֊ 3’) ֊ ? (в ֊1) лЛ

4пп; 7« 4кЛ?

где л։ = ^- определяется через п2 = ^- с помощью (14). 
о» <о

С другой стороны, для движущейся среды без дисперсии группо- 

шая скорость УК имеет вид [10]

Уг=с п-(•-У Г$ (1_-\п_). (20)

1 + 0-1)72(1 -?п)

'Сравнивая компоненты Уи с выражениями (19), нетрудно убедиться в 

том, что 5 й =’ 1₽и- У^
В заключение заметим, что для произвольного электромагнитного 

поля (не плоских и монохроматических волн) в движущейся среде без 
дисперсии из уравнений Максвелла и соотношений связи Минковского 
(18) можно показать, что для величин И?՝* и ^11 вьшолняется закон 
сохранения (в отсутствии внешних токов)

^ -^Е1+а1,5 ” = о.
С/х* 01 (21)

Последнее оказалось возможным потому, что в движущейся среде без 

дисперсии выполняется соотношение Е<Ю 4- НоВ — DdE + ВНН, что 
нетрудно проверить с помощью (18), что аналогично условию Д — О 
для монохроматических плоских волн.

Таким образом, мы показали, что в движущейся среде без дис
персии соотношение (13) выполняется для компонент тензора Минков
ского и не справедливо для компонент тензора Абрагама.

4. Рассмотрим каким образом наличие дисперсии в движущейся 
среде сказывается на справедливости высказанных нами выше утвер
ждений. Пусть диэлектрическая проницаемость среды Е(Ц=1) зависит 
в системе ее покоя от частоты л', т. е. Е = Е(Ш'). Тогда в лаборатор-
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но и ве- 
отлична

ной системе координат, относительно которой среда движется со ско

ростью и = с?, в силу соотношения (15) величина $(<«') будет зависеть 

и от волнового вектора к, т. е. движение диспергирующей среды при
водит к появлению пространственной дисперсии [10], и следовательно, 
.диэлектрическая постоянная будет зависеть от направления распро- 

странения и = — так, что 
ш

2Ю = 2(Т, ^[!֊?«]). (22)

Это означает, что при варьировании величин Р и Н н (18) по направ

лению п мы должны варьировать не только вектора Е и В, 
личину г. Расчет показывает, что в этом случае величина А 
от нуля и равна 

А = Зеу/ (Е, В, п), 

/ {Е, В/п) = Е- - (Р Е) - ^В- - (3 В) 2 (В, [Е?]), 

или, используя (22), получим

Д =—ш^3 (?^ п) •/•г'(е/), 

2 ) = —— • </Ш 

Поскольку в данном случае Д пропорционально Зл, то с 
(24) соотношение (17) можно записать так —

(23)

(24) 

помощью

(8п$) = 0, ‘ (25)
где

5 = 5, + 5։, 51 = -- ш;’’з </. (26)
8л

Таким образом, для движущейся среды при наличии дисперсии роль 
потока энергии, который нормален к поверхности (14) волновых век
торов и, следовательно, параллелен направлению групповой скорости 

Уе, играет не вектор 5и = — [ЕН]. а суммарный вектор потока 
4к 

—г -* -♦
5 = 5о + 51 в (26). Это совершенно аналогично отличию направления 

спотока энергии 5 от вектора 50 = — [5/7] в покоящихся средах при 
4՜

учете пространственной дисперсии [9] и, как мы видим, в обоих слу
чаях связано с учетом пространственной дисперсии.

Для доказательства справедливости соотношения (13) и в данном 
случае рассмотрим опять конкретный случай аксиально-симметричной 

задачи, когда ? = ? ег, Е — Ес е, + Е; ег, к = к,п,-гкгпг. В этом слу-
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чае, как нетрудно видеть из (26), вектор 5։ имеет только г-ую ком
поненту. Ее можно вычислить в явном виде через параметры среды и 
одну из компонент электрического поля (£։). С помощью уравнений 
Максвелла (16) н дисперсионного уравнения (14) можно получить

51г = ~ "ТК Л (1 - М- (27)
°՜ "р

В то же время групповая скорость волн в движущейся среде с дис
персией имеет вид [10]

;+^(1֊₽п)[(£-1)+-1.е'(1^
И, = с---------------------------------------- £------------ ----- , (28)

1Н-7г(1֊М 0-1)+-}е'(1֊?п)}

где опять 7՜2 =1 — ?2, е = а («/)• £՛ = •

Сравнивая выражения (28) и (26), мы видим, что в данном случае 
соотношение (13) оказывается выполненным, если под плотностью 
энергии 1И՛1 в движущейся диспергирующей среде понимать величину 

" (10)> равную

^^^^-^֊^֊п^Ь+^-к) (е-п +

+ -1/(1-^)|1. (29)

Это выражение аналогично [9] можно получить и из рассмотрения за
конов сохранения для волнового пакета в движущейся диспергирую
щей среде.

В заключение мы хотим отметить специфическую особенность 
движущейся полностью ионизированной плазмы, для которой

Ш2 10 2
£ = 1--------֊2 = 1-------------------Чг^ ‘ (30)՛

ш 72 («» — к п)г

Нетрудно видеть, что в этом случае поверхность волновых векторов 
(14) становится сферической и, следовательно, нормаль к ней совпа

дает с направлением волнового вектора к. Это значит, что и направ

ление групповой скорости Иу тоже совпадает с направлением к. Это 
легко обнаружить из выражения (28), если в него подставить форму

лу (30). Оказывается, что именно добавка 5։ в (26) к потоку 50 де

лает полный поток 5 направленным тоже в направлении к.

Заметим, что групповая скорость Уя и полный поток энергии: 

5 направлены по волновому вектору к в средах, у которых а имеет вил



318 О. С. Мергелям, С. Н. Столяров

տ («') = 1 , const
i ~ 

VI
(31)

Резюмируя вышеизложенное, можно сказать, что так как тензор 
энергии-импульса электромагнитного поля, полученный с помощью 
вариационного принципа, имеет неоднозначное выражение, можно по
пытаться устранить эту неоднозначность, определяя какую-либо его 
компоненту из других соображений. В качестве таких компонент мы 
взяли реально наблюдаемые величины: плотность энергии IP и плот֊ 

ность потока энергии S. Проведенный выше анализ их свойств гово
рит о том, что для сред, у которых в движущейся системе координат 
выполняется соотношение (13), необходимо пользоваться тензором 
Минковского. Примером таких сред может служить плазма и плазмо
подобные среды с в, задаваемой формулой (31).

Мы ограничились рассмотрением безграничных сред. На наш 
взгляд в этом случае не имеет смысла делить тензор энергии-импуль
са на тензор поля и среды, как это делалось в [12]—[13]. Насколько 
это необходимо при решении граничных задач, требует, по-видимому, 
отдельного рассмотрения.
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ԷԼԵԿՏՐԱՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԷՆԵՐԳԻԱ-ԻՄՊՈԻԼՍԻ 
ՑԵՆԶՈՐԻ ՀԱՐՑԻ ՎԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

2. Ս. ՄհՐԳԵԼՅԱՆ. U. Ն. ՍՏՈԼՑԱՐՕՎ

Աշխատանքում քննարկվում է միջավայրում էլեկտրամագնիսական դաշտի էներգիա ֊իմպուլ
սի տենզորի ընտրման հարցըլ Քանի որ վարիացիոն սկզբունքով ստացված էներգիա-իմպուլսի
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տենղորի արտահայտությունը միարժեք չի, ապա փորձ է արվում ստանալ միարժեք արտահայ
տություն' ելնելով ֆիզիկական դատողություններից։ Ցույց է տրված, որ եթե անսահման միջա 
վայրումt ցանկացած կորդրնատային սիստեմում տեղի ունի S = W«Vg առնչությունը, ապա աւդ- 
պիսի միջավայրի համար ան Հրաժեշտ Հ օդտվել Մինկովսկու տենզորից։

ON THE ENERGY-MOMENTUM TENSOR OF 
ELECTROMAGNETIC FIELD

0. S. MERGELIAN. S. N. STOLIAROV

The paper deals with choosing the energy-momentum tensor of an electromagne
tic field in the medium. In view of the fact that the variational principle offers an 
ambiguous expression for the energy-momentum tensor, an attempt is made to obta'n 
an unambiguous expression on the basis of physical considerations. It is shown that, if

in an infinite medium in any coordinate system the relationship S= W- Vg is fulfilled, 
then in such a medium the Minkowskian tensor should be used.


