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ФОРМУЛЫ ФРЕНЕЛЯ ДЛЯ ГРАНИЦЫ ИЗОТРОПНОЙ 
СРЕДЫ С ГИРОТРОПНЫМ ДИЭЛЕКТРИКОМ

О. С. ЕРИЦЯН, О. С. МЕРГЕЛЯН

Рассмотрено отражение и преломление влектромагнитных волн 
на границе изотропной среды с гиротропной диэлектрической средой. 
Рассмотрены случаи, когда оптическая ось гиротропной среды совпадает 
с нормалью к поверхности, а также случаи, когда оптическая ось направ
лена по касательной к поверхности раздела. Получены формулы Френеля 
для таких сред.

1. Пусть две среды с постоянными 4 и |^ и $2/*, р2 разделены 
плоскостью х = 0, причем гиротропная среда, у которой 82М есть

/ 8в ~ V 0 \
-ик = I 1£ ®8 0 1> (1)

\ 0 0 8, /

находится в полупространстве г>0. Из изотропной среды падает 
электромагнитная волна

Е (г, 0 = Ео Н • е '* , (2)
где

к = к(кх, кг), ку = О,

Вследствие симметрии задачи допущение ку =0 не нарушает 
общности.

Из уравнений поля имеем

где

кх = —1^ эш & = к[Х, кг = —VРА 003 ^ &и = ~ кг. (3) 
с с

Здесь ку — волновой вектор отраженной волны, & — угол между 

к и осью г.

В гиротропной среде имеем два значения для кг, причем вслед
ствие непрерывности тангенциальной составляющей волнового вектора1 
кх = к^х = к^, а

с*
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± т/Т^У^Г^ГЙ??՜ (4>► \ 2г, / с՜ з, с4

Кроме того, в гиротропной среде вместо условия поперечности
—*—* «-

(кЕ) = 0 имеют место другие соотношения, а именно:

кх------- ^зРа,
Е& = ’Г Ей, «г = --------- —-------- »

кхк£

Е^ = 112 Е&, 1г =
кх------?г։Р2 

с
кхк&

ыа
— '^ 
с-

к* ~ =2Р2
с՜

(5)

аналогичные полученным в [1| для изотропной оптически активной 
среды.

Законы Снелля в этом случае примут вид: если &, — угол отра
жения, а ^г и »2 — углы преломления, под которыми идут волны с 
-* —*
к2 и АЙ՜, то

& =8 ^24- = ^, (6)
* ' • С Г* * *ЗШ#2 Пх 

где
П1=/^Л> п2=/е2Р2

П2±= 1/՜ п| + п23т8&АГ^_±с , (7)
V 2в։

с =1X7՜-^— 

’ \ ^3 / е8
Как видно из (6) и (7), показатель преломления гиротропной 

среды зависит от угла, под которым распространяется волна. При 
получении формул Френеля мы для простоты положим ^ = (^ = 1, а 
вместо г2 и ^ будем писать просто е и |Ч

Для амплитуды отраженной волны получим

Ей = 4֊ [А+ЕХ - 2г — ^-(а+ - аГ) сое & Е՝ I.
до I С кх ]

Еъ.= ֊ [А-Е, - 2г — Ц& ֊ кй) а+ а^Л (8)
до ( 1ми 1

тде
А~ = <х+ а՜/1 ± -2— кй зес^ — аГ ^ А — ~~ ££зес|Л — 

\ Р® / \ Р® /

-------- М к£ ±—нсоз&)4----- — “7( кь + — рсозОр (8') 
Р*х \ с / Л \ с /

3 Известия АН АрмССР, Физика, № 1
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а для преломленных волн

где

Д. = ։+ аг | 1---- — к& sec it ] — а? а.՜ (1Н—— ki sec !t) —
\ |w / X Iми /

-----— ( кц — —?■ cos ։Л а,+ -г- ( &2^ -I- — н cos lA 17. 
^кх \ с / Л X с /

Рассмотрим детально случай, когда гиротропия вызвана постоян- 

ным внешним магнитным полем Но. Тогда

Е ’ (ш2 — ш3)2--- Ш2Ш3 ’
а " 2 <10>

I Що _ шо(И(и"
е® ' ш2 — w21 £ (ш2 — ш2)2 —*— А։ *

S S ' н
где 

, 41т^e2
“?=------------- ’

т 

^5 — собственная частота электронов среды, 
еН0 шн =---- =— частота гирации.
тс

Для твердого диэлектрика »։ ~ 10й, в то время как <он — 10й -5- 
4- 10м. В этом случае разницей s։ — в можно пренебречь, так же как 
и величинами порядка ш®.

Тогда ss = s и для п±։ имеем 

п±2 = пг —]/п3 — sin21> \ (11)
\ 'еп /

Отраженная волна имеет эллиптическую поляризацию, причем 
если в падающей волне отсутствовало Еу, то в отраженной амплитуда

Ely—Si т- е- отношение полуосей эллипса ■ —g.

Поэтому эллипс так вытянут, что мы можем без особого нару
шения точности считать отраженную волну плоско-поляризованной.

Обратимся к преломленной волне, которая имеет вид: 

ik^z — ik^z t(k^—ut)
Ел(г,1)=(Е}е + Ые )е . ■ (12)

С точностью до несущественных членов порядка g в амплиту
дах имеем
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Еи=- Ex±i-----!^г—Н,
к2(кц + ркг)

(13)

кз; = —)/ л3 — sin2 U • 
с

Остальные компоненты определяются через Е^ с помощью соот
ношений (5).

Поле имеет вид

Е* (к) = Ез± [Ёз, (14)

причем | £21 = (£21, т. е. волны имеют круговую поляризацию. Ампли
туды Ез=Ез определяются из формулы

^vTRe&ir+a^^ . (is)
Суммарная волна, распространяющаяся в гиротропной среде, 

имеет вид

Полученные результаты применимы также к холодной плазме, 
помещенной в магнитное поле, если частота падающей волны намного 
превосходит шн. Если же это условие не выполняется, то надо при
менять точные формулы (9).

Из (16) видно, что суммарная волна имеет круговую поляриза
цию, и плоскость поляризации делает полный оборот на расстоянии

*о =
4 -п]/п2 — sin3 И с

“ИЯ
(17)

Формулы (16) и (17) справедливы для углов падения, удовлетво
ряющих условию

-=^=«1.
У п2 — sin2 V

(18)

II. Рассмотрим случай, когда оптическая ось гиротропной среды 
параллельна плоскости раздела сред (в нашем случае она направлена 
по оси х).

Полупространство я < 0 занимает изотропная среда с парамет
рами е։ и 15, а полупространство г>0 среда с постоянными Нг и 
3*
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/гл 0 0 \
а2/*  = 1 0 а„ -^|. (19)

* Для преломленных волн в случае е։=1, Н = 1 имеем

\0 ig е2 /

Исследуем раздельно два случая.

1. Пусть падает волна с волновым вектором к — к (кх, кг). Компо
нента кх сохраняется при переходе через границу раздела двух сред:

кх = кхх = к^= — пг зш »>, (20)
с

где кг и к£ — волновые векторы отраженной и преломленных волн, ко
торые имеют вид:

Г Г \ 1(кхХ-кгг-*1)
Е^г, Г) = Е^е

Е3(г,1)=е \Е2^е + ЕГ(ш)е }• (21)

Дисперсионное соотношение для гиротропной среды имеет вид

с2 2 2^ с*  2% ~

/ /в. —е, \а/ 2 ш® \2 е,^-£, ш* о/,։ № \ .* И (-V՜) г - 7+ 7 ^г - 7НА)+

+4#(^+1)՛ <и>
С* \ 482 8։ /

к^ = к^֊кх.

Между компонентами полей в гиротропной среде имеют место 
соотношения, аналогичные (5):

Е^=-------^------- Е&,

с՜
(23)

- г—М

Из граничных условий можно получить точные выражения для: 
отраженного и преломленного полей*,  однако мы ограничимся случаем,, 
когда гиротропия вызвана внешним магнитным полем и поэтому
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Тогда с точностью до членов порядка £2 получим

, +2 w2 , ™ 
кг = —Wt ± ֊

c- c —g,

а соотношения (23) с той же точностью имеют вид:

klz 
kt

— «» c
kx

Ей,

ш
с •2

2 (23а)

2^7.

Из граничных условий и формул (23а) для преломленной волны 
имеем •

Й= —||

(А
"1 .

LA+J^
*2 \ 2^i

„ kxk2kz I „ ) 
гТлГ'1 (24)

a2jl + ֊^seci})£r +
\ tf_______ /

Ao

где

“f =

1 H——kiz cos i>

Ao

кхк,
, ^2 w
*2Х — — РЛ 

с*

•A kx cos & | 
P-2‘0

“^-=

’У

О)2 
ч^

кг------֊№

Ao = аГа2 (1+ — ^sec H ]—a-o+( 14 
\ h“ / \

-^—k2z sec О 
IV"

-------- «2 («I kiz — кх) ( cos tt Ч------- k2z ) +
V W“

+ —«Г (^iki ֊ kx) ( cos & + —кЛ 
Ps“ \ V /

E^ и E^ определяются через E^ с помощью соотношений (23).
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где

(25)

(26)

Рассмотрим результирующую волну в ряде частных случаев. 
Пусть Е= Еу. Тогда в падающей волне Ех = О,

НХ = -С^ЕУ. 
' “14

Результирующая преломленная волна имеет следующую х-ком- 
поненту:

Е^У (г, t)— лу-е р։ sm i I
IS’l^J ' ՝ 2£ч^2г /

Как видим, второй член, описывающий добавочную волну, сме

щенную на — по фазе относительно основной, имеет амплитуду по

рядка g, которой можно пренебречь. В дальнейшем мы будем рассма
тривать лишь основную волну.

Для Е^Д имеем

Е^Д {г, t)= 2^L- EJ (^~WI> СОЅ (^ Л (28)

т. е. волны имеют круговую поляризацию.
Плоскость поляризации волны делает полный оборот на рас

стоянии 

--- ------------
^л8

В отраженной волне появляется компонента

^.гН^^’Л Ори

она смещена по фазе на — относительно Е\у и имеет величину

порядка g, так что поворот плоскости поляризации при этом ничтожен.
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ЕСЛИ В падающей волне мы имели Ех и Ег, а Еу = 0, то резуль
тат аналогичен предыдущему.

2. Пусть теперь волновой вектор падающей волны к ձ_ Но. Тогда

имеем к {ку, kz), кх = 0.
В этом случае поворот плоскости поляризации не наблюдается, 

а имеет место лишь двойное лучепреломление в магнитном поле. Этот 
эффект пропорционален г, — г։ и g- и известен как эффект Коттона- 
Муттона [2].

Полученные формулы могут быть полезными для определения 
оптических параметров анизотропных сред, и, в частности, для иссле
дования явлений, происходящих при растяжении полимеров.

Авторы благодарны Б. М. Болотовскому за обсуждение резуль
татов.
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ՖՐԵՆԵԼԻ ՐԱՆԱԱԵՎԵՐԸ ԻՋՈՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ԵՎ 
ԳԻՐՈՏՐՈՊ ԴԻ ԷԼԵԿՏՐԻԿԻ ԲԱԺԱՆՄԱՆ ՍԱՀՄԱՆԻ ՀԱՄԱՐ

». Ս. ԵՐԻՑՅԱՆ, Z. Ս. ՄԵՐԳԵԼՑԱՆ

Քննարկված է էլեկտրամագնիսական ալիքների անդրադարձումն ու բեկումը իզոտրոպ և գի- 

րոտրոպ միջավայրերի բաժանման սահմանի վրաւ Ստացված են Ֆրենելի բանաձևերը այն դեպ

քերի համար, երբ դիրոտրոպ միջավայրի օպտիկական առանցքը ուղղահայաց է բաժանման սահ

մանին և երբ այդ սահմանին զուգահեռ է։ Վերլուծված է անդրադարձված և բեկված ալիքների 

բևեռացումը։

FRESNEL’S FORMULAE FOR THE BOUNDARY BETWEEN THE 
ISOTROPIC MEDIUM AND GYROTROPIC DIELECTRIC

O. S. YER1TS1AN and H. S. MERGEL1AN

The reflection and the refraction of the electromagnetic waves on the boundary 
between isotropic and gyrotropic dielectcric media are considered. Fresnel's formulae are 
obtained for cases when the optical axis of gyrotropic medium is perpendicular and is 
parallel to the boundary. Thejpolarization of reflected and refracted waves is analyzed.


