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ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 11РОИЗВОЛЬНЫХ ИСТОЧНИКОВ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА В п-СЛОИНОИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ

СРЕДЕ

При изучении скважин в методе кажущегося сопротивления суще
ствуют много модификаций, которые отличаются друг от друга в основ
ном различными расположениями источников тока. Как показала прак
тика каротажных работ, на результаты интерпретации большое влияние 
оказывают зоны проникновения фильтрата бурового раствора. При этом 
часто для более точной интерпретации представляет интерес рассмот
рение нескольких зон проникновения, которые имеют разные удельные 
электрические сопротивления. Поэтому возникает задача расчета 
электрического поля произвольных источников постоянного тока в 
п-слойной цилиндрической среде. Правда, эта модель прямой зада
чи явно недостаточна для количественной интерпретации, но она бу
дет весьма полезной при построении основ теории разных модифика
ций метода кажущегося сопротивления.

Такая постановка прямой задачи представляет интерес также и 
для интерпретации результатов работ, проведенных методами посто
янного тока в подземных выработках.

Предположим, что пространство разделено бесконечно длинны
ми коаксиальными цилиндрическими поверхностями, имеющими ради
усы гг, г2,•••, гп_г на п областей. Каждая область I характеризуется 
проводимостью а1 (I = 1, 2,■ • • » п).

Выберем цилиндрическую систему координат с осью 7, совпадаю
щей с осью системы цилиндров. Будем сначала считать, что все 
равны. Тогда потенциал электрического поля постоянного тока удов
летворяет следующему уравнению

- 1^0 т
г дг \ дг ) г2 д<р2 дг- а

где у(г, <р, г) (г^Г1) плотность локально распределенных, произволь
ных источников тока.

Представим функции (/о (г- ф. £’) и у (г, ф, г) через преобразование 
Фурье по координате г:
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Мы из уравнения (1) получаем

X 
1

(3)

Учитывая, что потенциал (7о(г, <р, г) при г~>оо стремится к нулю.
решение этого уравнения можно записать в виде

«0(Х, Г' ?) = ?о) /<о (1М + 'о ~ 2^0СО8 (?-?о))

(4)
где 50 — область задания преобразования Фурье от плотности источ
ников тока, а Ао(|>֊|| г~ + г* — 2гг0соб (? — ®0) ) функция Макдо
нальда.

Подставив (4) в (2), найдем выражение потенциала электриче
ского поля произвольных источников постоянного тока в однородном 
пространстве в цилиндрической системе координат.

^0(г, «, г) =

I «г2 + - ^га СО8 — <РО) ) (1$ 1“гсГк,

(5>
Потенциал, обусловленный 

ностей, разложим в ряд Фурье
влиянием цилиндрических неоднород-

6'(г, V
ГЛ —ОО

(6)

Так как (7(г, ф, 2) удовлетворяет уравнению Лапласа, то отсюда 
вытекает, что

аг \ (1г /

Введем вместо функции ит^^г) новую функцию

Ут(г) =-----—-ит(к, г), (8).
ит 0-, г)

которая согласно (7) будет удовлетворять уравнению Риккати

(г) + — У3» (г) = — —. (9>
Г‘ г

Такой способ решения впервые был предложен в работе [1].
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Из уравнения (7) при 0<Сг<г{ следует, что

“•«Д г) --= «от(Х, г) 4- Нт!т (| к| г); (10)
^( Щг) — модифицированная функция Бесселя;
С/от(К г) —коэффициент ряда Фурье функции й0(л, г, ф).

Допустим, что нам известно значение

Г|„(Г1) = <Р.'1-о).

Тогда

Нт = Г^~0) ~ “от Г1т
/И|ЧГ1) У։т(г1)-|л|г1Л(|к|г1) 

и, следовательно,

(Н)

(12)

/ОтР՝» г) — ио»։ 0՝> ^) 4՜
Ап ( р. | г։) Т1<п(/’1) — I > I гх !т ( р. I гг)

/«(Р՝|г).

(13)
Таким образом, для потенциала при 0<г<г։ получаем

00
и АГ, ?,г) = - ֊у^— I ^Я'1. г0,?0)Х

-оо

X А'о(Р1 1 г' + го - 2ггоС°М? - ?о) ) \е' +

ГЧ^От О» Г \ 0) &0<л 0 ♦ < 1) 1^»

/„(|>|-֊։) Г1„(г1)-|Х|г,/т(|Х|г1)
/я,(|Х|г)е'иЛ (14)

Если г,<г<г„ то зиая У„(г), с помощью (8) легко определим
Г*

и-ц{К Г) = ит (>. ^)ехр( | (г) аг )

/■»

(15)

и тем самым будет известно значение потенциала С՛ (г, <р, г) при

Пусть г ^*гя_1, тогда из условия 6/(г, ■?, г)-*0 при г -»оо найдем 
«„(Х.Г) - (16)

причем
Ч т (^» -1 )

‘ т = Л'т(Р|ГЯ-1) ’

Отсюда 
/х ч А"» (IЧг) (17)

«т(Х, г) = «тКгЛ_։) ( ։ Х | Гж_() ’

где г„_։) согласно (15) по индукции равна
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(X, г.,-2) ехр

Гп 2

¥П1 {г)с1г (18)

Следовательно, все вычисление полей свелось к определению ) т(г).
т. е. к решению уравнения Риккати. Чтобы решить это уравнение, оп 
ределим начальные условия. Подставив (17) в (8), находим

|/ |г„,1Л„(|).|гл_1) 
Л'т(|К|гя_,) (19)

В нашем случае уравнение Риккати имеет следующее аналитиче
ское решение:

(г) = 1»-| г-
Л,(Р1--)+С,(/)/я,(|).|г)

А’„(р.|г) + С,(/.)/„,( |/|г) (20)

если Из соотношения (20) для определения начальных
условий легко находить рекуррентную формулу:

) т ( Г/—1 4՜ 0) — Рч I ? I - I
К,(1>|Л-,) + С,(>)/„(|Х|г,1)

А»(|'!<•,-,) +С,(|>.|г,-1)

где С, (<) определяется через (г, — 0) по формуле:

1'|пАт(р.|г,)-А„(|к|г,)Гд(г1֊0) 
/.,(|'1'-,)>та('-1-0)֊|>֊1'-14(1'1'-,)

(21)

(22)

Чт {' , гл-|) — Ч т

) т п —

При этом из граничных условий потенциала, а также из формулы (8) 
следует, что

’< <г< - 0) = ’, (23)
причем

Гя(г1֊0)=1'1и(г1).

Аналогично решается задача, когда источники постоянного тока 
находятся в последнем слое. В этом случае из уравнения (7) при 
> гя-1 найдем:

“Л>-.'-) = «,„(х,г) + влЛ1М'-). (2+)

Допустим, что нам известно значение функции

У т (гл—। + 0) — ------—------и (X, гя_։ -(-О), (25)
чт (>•» Гл-1)

тогда ‘

О г.-1 г,_|+°) >'„('•„-1 + 0)
Нт — ------- ;------------ - ------------------------------------

А„ (I'■! Г„.,) Г„ (г.. । + 0) - I >. I Г„-, К„(| /-1 г«-1)
И

('■. '■) = “о- г) +
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_|_ Гп 1 +°)~ Цот« У|) (Гя.,-Ю) ,
( I А| гп..}) ) (гя_| 0) |Х|гя_|/<т ( |).| гя_։) ” ' Г * (27>

Следовательно, потенциал в п-ом слое принимает следующий вид:

Ф ('֊. Сь ?о> X

ХАО(|К|| г2 г- — 2гг0 соя (? — ^0)) (1$

ОО.
4- у I гл-1 V, ('» С,. I + 0) - ЦОд,(С г,_.) Ут(гп_{ 4- 0)

т^-оо 3 Кт ( | >. | Гл-։) Ут (Гя_14֊0)-р | Гя^Кт ( I > | г’„_։)

X Кт (| > I Г) е'*<Ь.. (28>
Если гп_?^г ^га_Р то, зная Ут (г), с помощью (8) определим

г) = «т ехр(- Г ֊-К. (г) </г).

</ г
При г<^гп ։ имеем

к).
где

р = Нт (' . <\)
т /«(14'1)'

(29)

(30)

ит гр согласно (29) по индукции равно

Чт(>, гО = н„.(с г2)ехр (31)

Для нахождения Ут (г) получим начальные условия. Из (8) и
(30) найдем:

(32)

Используя аналитическое решение (20) уравнения Риккати, а 
также граничное условие (23), мы получаем следующею рекуррент
ную формулу:

/т(|х|г^) + а; (I/ 1с„) 
> т (г,+х - 0) - -1 /. | П+1 /т ( | КI г/ + |) 4֊ (0 А'п, (I >■ IГ1.. ։) (33)

причем Р, (X) имеет вид:

IЛ | г,
" Г»(л + 0)^ (|Мп)֊1МлАГ«(Р1п)

(34)

81

Известия, ХХХШ, № 2—6



Из этих рекуррентных формул мы можем находить все началь
ные условия, которые дают возможность определить потенциал в про
извольной точке пространства.

Ордена Трудового Красного Знамени 
Институт геофизики н инженерной сейсмологии

Академии наук Армянской ССР Поступила 30.У11.1971.!.
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