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Àííîòàöèÿ. Ãðóïïó íàçîâåì n-êðó÷åíîé ãðóïïîé, åñëè îíà èìååò ñèñòå-
ìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âèäà rn = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ r
è äëÿ ëþáîãî åå ýëåìåíòà a êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
an = 1. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî â ãðóïïå ìîãóò áûòü ýëåìåíòû áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ n ≥ 665 äëÿ êàæäîé
n-êðó÷åíîé ãðóïïû ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ, àíàëîãè÷íóþ òåîðèè ïîñòðîåí-
íîé â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Ñ.È.Àäÿíà î ñâîáîäíûõ áåðíñàéäîâûõ ãðóïïàõ,
÷òî ïîçâîëÿåò n-êðó÷åíûå ãðóïïû èññëåäîâàòü ðàçâèòûìè â íåé ìåòîäàìè.
Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÷òî öåíòð ëþáîé
íåöèêëè÷åñêîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû òðèâèàëåí, ÷òî n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèç-
âåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà n-êðó÷åíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé,
÷òî â ëþáîé ðåêóðñèâíî çàäàííîé n-êðó÷åíîé ãðóïïå ðàçðåøèìû ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâåíñòâà ñëîâ è ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè.

MSC2010 number: 20F50; 20F05; 20E06.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóïïà ñ êðó÷åíèåì; ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñâîáîäíàÿ áåðí-
ñàéäîâà ãðóïïà; îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà; áåñêîíå÷íî áàçèðóåìîå ìíîãî-
îáðàçèå.

1. Ââåäåíèå

Åñëè â ãðóïïå G âûïîëíåíî òîæäåñòâî xn = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé ýêñïîíåíòû n, èëè, ÷òî G � n-ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Âñå

ïîäîáíûå ãðóïïû ñîñòàâëÿþò ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåìîå áåðíñàéäîâûì ìíîãîîá-

ðàçèåì ýêñïîíåíòû n. Ñâîáîäíûå ãðóïïû ðàíãà m áåðíñàéäîâà ìíîãîîáðàçèÿ

ýêñïîíåíòû n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B(m,n). Îäíà èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ïðîáëåì

àëãåáðû è òåîðèè ãðóïï ïîñòàâëåííîé â 1902 ã. Ó. Áåðíñàéäîì èìååò ïðîñòóþ

1Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî êîìèòåòà ïî íàóêå
ÌÎÍ ÐÀ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà 18T-1A306.

2Ïàðàãðàôû 1, 4 íàïèñàíû Ñ. Àäÿíîì; ïàðàãðàôû 2, 3 íàïèñàíû Â. Àòàáåêÿíîì.
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ôîðìóëèðîâêó: êîíå÷íà ëè âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà B(m,n)? Â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ñâîáîäíûå ãðóïïû B(m,n) íàçûâàþò òàêæå ñâîáîäíûìè áåðíñàé-

äîâûìè ãðóïïàìè â ÷åñòü Ó.Áåðíñàéäà.

Âïåðâûå îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áåðíñàéäà áûëî ïîëó÷åíî â êëàñ-

ñè÷åñêîé ñåðèè ðàáîò Ñ.È.Àäÿíà è Ï.Ñ.Íîâèêîâà. Íåñêîëüêî ëåò ïîçæå Ñ.È.Àäÿí

â ìîíîãðàôèè [1] ìîäèôèöèðîâàë è óñèëèë ïîñòðîåííóþ òåîðèþ è äîêàçàë ñâîþ

çíàìåíèòóþ òåîðåìó: äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ n ≥ 665 è m > 1 ãðóïïû B(m,n) áåñêî-

íå÷íû. Ïîìèìî èññëåäîâàíèÿ ãðóïï B(m,n), â ìîíîãðàôèè [1] ïîñòðîåíû è èçó-

÷åíû ðÿä äðóãèõ ãðóïï èìåþùèõ íîâûå íåïðèâû÷íûå ñâîéñòâà. Êîíñòðóêöèè è

èäåè ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ãðóïï ñòàëè îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ öåëîé ñåðèè õîðîøî èç-

âåñòíûõ ñòàðûõ è òðóäíûõ ïðîáëåì òåîðèè ãðóïï. Îòìåòèì äâà âàæíûõ êëàññà

ãðóïï èç [1].

Ïåðâûé âàæíûé êëàññ ãðóïï, ïîñòðîåííûé â [1] ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, îáîçíà÷åíà ÷åðåç B(m,n, α), ãäå m � ÷èñëî ïîðîæ-

äàþùèõ ãðóïïû, n ≥ 665 � ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî, à α � íàòóðàëüíûé

ïàðàìåòð. Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ áåðíñàéäîâà ãðóïïà B(m,n) ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðåäåëîì ïî α ãðóïï B(m,n, α).

Ñëåäóþùèé âàæíûé êëàññ ñâÿçàí ñ èçâåñòíîé ïðîáëåìîé êîíå÷íîãî áàçèñà

òåîðèè ãðóïï, êîòîðàÿ áûëà ïîñòàâëåíà Á.Íåéìàíîì â 1937 ã.. Â [1] äîêàçàíî,

÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n ≥ 1003 ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî òîæäåñòâ îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ

{(xpnypnx−pny−pn)n = 1},

ãäå ïàðàìåòð p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, ò.å. íè

îäíî èç ýòèõ òîæäåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ≥ 1003 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé

An(Π) ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì ïðîñòûõ ÷èñåë Π. Ïðè ýòîì, äëÿ

êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ m > 1 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì íå èçîìîðô-

íûõ ãðóïï Γ(m,n,Π), ãäå Γ(m,n,Π) � îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà m

ìíîãîîáðàçèÿ An(Π).

Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûé ãîìîìîðôèçì èç êàæäîé èç ãðóïï Γ(m,n,Π) èB(m,n, α)

íà B(m,n) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ m è n. Áîëåå òîãî, ýòè ãðóïïû Γ(m,n,Π) è

B(m,n, α) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè: 1. êàæäàÿ èç ýòèõ (m ïî-

ðîæäåííûõ) ãðóïï èìååò ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âèäà An = 1 äëÿ
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íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ A; 2. â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Y , èìå-

þùåãî êîíå÷íûé ïîðÿäîê, âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Y n = 1.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé ãðóïïîâîé àëôàâèò, R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çàïè-

ñàííûõ â ýòîì àëôàâèòå ñëîâ, n > 1 ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

(1.1) G = 〈X|Rn = 1, R ∈ R〉

çàäàíèå íåêîòîðîé ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñêàæåì, ÷òî ãðóïïà (1.1) ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé,

åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Y ∈ G ëèáî Y n = 1, ëèáî Y èìååò áåñêîíå÷íûé

ïîðÿäîê.

Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè n-êðó÷åíûõ ãðóïï. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ñâîáîäíûå

ãðóïïû ëþáîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ n-êðó÷åíûìè ãðóïïàìè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n. À.Êàððàñ, Â.Ìàãíóñ è Ä.Ñîëèòýð â [2] äîêàçàëè, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå

G = 〈X|An = 1〉, ãäå A � ïðîñòîå ñëîâî (ò.å. ñëîâî íå ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííîé

ñòåïåíüþ äðóãîãî ñëîâà), ýëåìåíò A èìååò ïîðÿäîê n â G, à êàæäûé ýëåìåíò êî-

íå÷íîãî ïîðÿäêà â G ñîïðÿæåí ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ýëåìåíòà A. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì âèäà An = 1 ÿâëÿåòñÿ

n-êðó÷åíîé ãðóïïîé. Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû [3] Ñ.È.Àäÿíà (ñì. òàêæå [4]) ñëåäóåò,

÷òî â ëþáîé êîíå÷íî ïðåäñòàâëåííîé n-êðó÷åíîé ãðóïïå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðî-

áëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ðàçðåøèìû äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ n ≥ 665. Ïîìè-

ìî àáñîëþòíî ñâîáîäíûõ ãðóïï è ïðèâåäåííûõ âûøå ãðóïï B(m,n), B(m,n, α),

Γ(m,n,Π), m ≥ 1, èññëåäîâàííûõ â ðàáîòàõ [1], [3]-[5], Ñ.È.Àäÿí â ðàáîòå [6] èçó-

÷èë ñâîáîäíûå ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó [x, y]n = 1.

Íà îñíîâàíèè ðàáîòû [6] íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ýòè ñâîáîäíûå ãðóïïû òîæå ÿâ-

ëÿþòñÿ n-êðó÷åíûìè ãðóïïàìè. Íåêîòîðûå ãðóïïû, êîòîðûå, ïî ñóòè, ÿâëÿþòñÿ

n-êðó÷åíûìè, áûëè ïîñòðîåíû è èçó÷åíû òàêæå â ðàáîòàõ À.Þ.Îëüøàíñêîãî,

Ñ.Â.Èâàíîâà, È.Ã.Ëûñåíêà, Â.Ñ.Àòàáåêÿíà è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì. [7]�[12]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(X,n) ñâîáîäíóþ áåðíñàéäîâó ãðóïïó ïåðèîäà n ñ îäèíà-

êîâîé ñ G ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ X:

B(X,n) = 〈X |An = 1 äëÿ âñåõ ñëîâ A â ãðóïïîâîì àëôàâèòåX〉.

Òîæäåñòâåííîå íà ìíîæåñòâå ïîðîæäàþùèõ X îòîáðàæåíèé èç G â B(X,n) ïðî-

äîëæàåòñÿ äî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà, òàê êàê â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.1)
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n-êðó÷åíîé ãðóïïû âñå ee îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä Rn = 1, ãäå

R ∈ R. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ëþáàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà G = 〈X|Rn = 1, R ∈ R〉 ãîìîìîðô-
íî îòîáðàæåòñÿ íà B(X,n). Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ n-êðó÷åíàÿ

ãðóïïà áåñêîíå÷íà, åñëè n èìååò íå÷åòíûé äåëèòåëü k ≥ 665 èëè äåëèòåëü

âèäà k = 16m ≥ 8000.

Âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò èç âûøåóêàçàííîé òåîðåìû Ñ.È.Àäÿíà

è òåîðåìû È.Ã.Ëûñåíêà [9] (ñì. òàêæå [8]).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ n ≥ 665 äëÿ êàæäîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû ìîæ-

íî ïîñòðîèòü òåîðèþ, àíàëîãè÷íî òåîðèè ïîñòðîåííîé â ìîíîãðàôèè [1], ÷òî ïîç-

âîëèò n-êðó÷åíûå ãðóïïû èññëåäîâàòü ìåòîäàìè ðàçâèòûìè â [1] è èçó÷èòü èõ

êëþ÷åâûå ñâîéñòâà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû äîêàæåì â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Äëÿ

ïîêàçàòåëåé âèäà n = 16m ≥ 8000 àíàëîãè÷íóþ òåîðèþ ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñ-

íîâå [9], [8].

Ñíà÷àëà óêàæåì åùå îäèí îáøèðíûé êëàññ n-êðó÷åíûõ ãðóïï, êîòîðûé ïîëó-

÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.1. n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà n-êðó÷åíûõ ãðóïï

ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ≥ 665.

Íàïîìíèì, ÷òî n-ïåðèîäè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï áûëè ââåäåíû Ñ. È. Àäÿ-

íîì â [13]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àññîöèà-

òèâíûìè, òî÷íûìè, íàñëåäñòâåííû ïî ïîäãðóïïàì, à òàêæå îáëàäàþò âàæíû-

ìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê õîïôîâîñòü, C∗-ïðîñòîòà, ðàâíîìåðíàÿ íåàìåíàáåëü-

íîñòü, SQ-óíèâåðñàëüíîñòü è ò.ä. (ñì. [13]-[18]). Â ïðîäîëæåíèè âñåé ñòàòüè ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ≥ 665 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå íå÷åòíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.2. Ëþáàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêî-

òîðîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé {An = 1 : A ∈ A},
ãäå A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå X. Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç G áóäåò ñîïðÿæåí íåêîòîðîé ñòåïåíè êàêîãî-ëèáî ýëå-

ìåíòà A ∈ A.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà àáñî-

ëþòíî ñâîáîäíîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêàÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñ.È.Àäÿíà öåíòðû

ãðóïï B(m,n) è B(m,n, α) òðèâèàëüíû äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ n ≥ 665. Áîëåå òîãî,
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öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà ýòèõ ãðóïï òàêæå öèêëè÷åñêàÿ

(ñì. [1], ãë. 6, òåîðåìû 3.1 è 3.2). Â ðàáîòå [19] äîêàçàëè, ÷òî öåíòðàëèçàòîðû

ëþáûõ íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûõ ãðóïï Γ(m,n,Π) òî-

æå öèêëè÷íû äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ n ≥ 1003. Îïèðàÿñü íà íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èç òåîðåìû 1.2 ìû äîêàæåì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà îòíî-

ñÿòñÿ ê ëþáûì n-êðó÷åíûì ãðóïïàì.

Òåîðåìà 1.3. Öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà ëþáîé n-êðó÷åíîé

ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 1.1. Öåíòð ëþáîé íåöèêëè÷åñêîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû òðèâèàëåí.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ëþáàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà êàæäîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ãðóïï, êîòîðûå èìåþò òîëüêî öèêëè-

÷åñêèå öåíòðàëèçàòîðû äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. [20], ëåììà 2.3).

Ñëåäñòâèå 1.3. Êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ëþáîé íåöèê-

ëè÷åñêîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû áåñêîíå÷íà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì ïðîáëåìàì.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå (1.1) n-êðó÷åíîé ãðóïïû G ðåêóðñèâío, òî â

G ðàçðåøèìû ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâåíñòâà ñëîâ è ïðîáëåìà ñîïðÿæåííî-

ñòè.

Ñëåäñòâèå 1.4. Â ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé n-êðó÷åíîé ãðóïïå ïðîáëåìû

ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ðàçðåøèìû.

Â [21] ðàññìîòðåíû îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûå ãðóïïû K, èìåþùèå òîëüêî öèê-

ëè÷åñêèå öåíòðàëèçàòîðû äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé

àâòîìîðôèçì ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ End(K) ãðóïïûK èç óêàçàííîãî êëàñ-

ñà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà ïîäãðóïïó âíóòðåííèõ àâòîìîð-

ôèçìîâ Inn(K). Ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé 1.3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.5. Åñëè àâòîìîðôèçì ïîëóãðóïïû End(K) îòíîñèòåëüíî ñâîáîä-

íîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû K äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ïîäãðóïïå âíóòðåííèõ

àâòîìîðôèçìîâ Inn(K), òî îí äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà âñåé ïîëóãðóïïå

End(K).
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Ñëåäñòâèå 1.6. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(End(K)) êàíîíè÷åñêè âëîæåíà â

ãðóïïó Aut(Aut(K)) äëÿ ëþáîé îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû K.

Ñëåäñòâèÿ 1.5 è 1.6 îáîáùàþò òåîðåìó 2 è ñëåäñòâèå 4 ñîîòâåòñòâåííî èç ðà-

áîòû [19], äîêàçàííûå äëÿ ãðóïï Γ(m,n,Π) ïðè íå÷åòíûõ n ≥ 1003.

Òåîðåìà 1.1 áóäåò äîêàçàíà â �2. Â �3 äëÿ êàæäîé n-êðó÷åíîé ãðóïïû áóäåò

ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, íà îñ-

íîâàíèè êîòîðîé â �4 áóäåò îáîñíîâàíà òåîðåìà 1.2, à â �5 � òåîðåìà 1.3.

Â äàëüíåéøåì ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì ññûëàòüñÿ íà ìîíîãðàôèþ [1]. Ïðè

ññûëêàõ íà óòâåðæäåíèÿ èç [1] ìû èñïîëüçóåì ïðèíÿòûå â íåé ñòàíäàðòíûå îáî-

çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, II.5.3 [1] îçíà÷àåò ïóíêò 3 ïàðàãðàôà 5 ãëàâû II èç [1].

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

Äîêàæåì, ÷òî n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà n-êðó÷åíûõ

ãðóïï ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé.

Ïåðèîäè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ïîêàçàòåëÿ n (èëè n-ïåðèîäè÷åñêèì ïðîèçâå-

äåíèåì) ñåìåéñòâà ãðóïï {Gi}i∈I íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå
äîáàâëåíèÿ ê ñîîòíîøåíèÿì ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ F =

∏
i∈I

∗Gi âñåõ îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âèäà An = 1, ãäå A åñòü ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî

ðàíãà α ïðè îïðåäåëåííîé êëàññèôèêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ ñâîáîäíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ F (ñì. îïðåäåëåíèå ï.8 [13]). Ïî òåîðåìå 2 [13] ðàâåíñòâî Xn = 1 â ãðóïïå∏
i∈I

nGi âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ñëîâà X èç ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ F , êîòî-

ðîå íå ñîïðÿæåíî â ãðóïïå G =
∏
i∈I

nGi íèêàêîìó ýëåìåíòó ïîäãðóïï Gi, i ∈ I.

Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 3 èç [13], êàæäûé ìíîæèòåëü Gi, i ∈ I òîæäåñòâåííî
âêëàäûâàåòñÿ â n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå G (ñì. òàêæå [18], [16]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìíîæèòåëè Gi äàííîãî n-ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ G =
∏
i∈I

nGi ÿâëÿþòñÿ n-êðó÷åíûìè ãðóïïàìè. Òîãäà êàæäîå èç ãðóïï Gi

èìååò ïðåäñòàâëåíèå âèäà Gi = 〈aik, k ∈ Si| gnil, l ∈ Ji〉 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ

èíäåêñîâ Si, Ji, i ∈ I, à ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå F áóäåò èìåòü, ñîîòâåòñòâåííî,

ïðåäñòàâëåíèå: ∏
i∈I

∗Gi = 〈aik, k ∈ Si, i ∈ I| gnil, l ∈ Ji, i ∈ I〉 .

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà ãðóïï {Gi}i∈I
ïîëó÷àòñÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ê ñîîòíîøåíèÿì ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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i∈I

∗Gi âñåõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âèäà An = 1, ãäå êàæäûé ýëåìåíò A

åñòü ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî ðàíãà α ïðè îïðåäåëåííîé êëàññèôèêà-

öèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ â ãðóïïîâîì àëôàâèòå {aik}k∈Si,i∈I ñâîáîäíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ
∏
i∈I

∗Gi. Òàêèì îáðàçîì, n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå G èìååò òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì âñå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä rn = 1 (ãäå

r = gil, l ∈ Ji, i ∈ I èëè r = A, A � ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä). Äàëåå, ïî òåîðåìå

2 èç [13] ðàâåíñòâî Xn = 1 â ãðóïïå
∏
i∈I

nGi âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ñëîâà

X èç ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏
i∈I

∗Gi , êîòîðîå íå ñîïðÿæåíî â ãðóïïå
∏
i∈I

nGi

íèêàêîìó ýëåìåíòó ïîäãðóïï Gi, i ∈ I. À åñëè X ñîïðÿæåíî â ãðóïïå
∏
i∈I

nGi

êàêîìó-òî ýëåìåíòó îäíîé èç ïîäãðóïï Gi, i ∈ I, òî îí ëèáî èìååò áåñêîíå÷íûé

ïîðÿäîê, ëèáî Xn = 1, òàê êàê, ïî óñëîâèþ, êàæäàÿ ãðóïïà Gi, i ∈ I, ÿâëÿåòñÿ
n-êðó÷åíîé ãðóïïîé è, êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 3 èç [13], êàæäûé ìíîæè-

òåëü Gi, i ∈ I òîæäåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â n-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå G.

Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

3. Íåçàâèñèìûå ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

n-êðó÷åíûõ ãðóïï

Ïóñòü ãðóïïà G ñ ïðåäñòàâëåíèåì (1.1) ïðîèçâîëüíàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà. Äëÿ

êàæäîé òàêîé ãðóïïû èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó α ìû ïîñòðîèì

íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ X è íîâîé ñèñòåìû îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé {An = 1;A ∈
⋃∞
α=1 Eα}. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà-

÷åíèÿìè è ñèñòåìîé ññûëîê, ïðèíÿòîé â ðàáîòå [1]. Èçëîæåííàÿ â ïàðàãðàôå 4

ãëàâû I è â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû VII ìîíîãðàôèè [1] ñèñòåìà îïðåäåëåíèé ñëîæíîé

ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó, íàçûâàåìîìó ðàíãîì, áûëà

îñíîâàíà íà ïîíÿòèè (îòìå÷åííûõ) ýëåìåíòàðíûõ ñëîâ âèäà An, ãäå n åñòü ôèê-

ñèðîâàííîå íå÷åòíîå ÷èñëî ≥ 1003. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ìû ïîñòðîèì

àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó ïîíÿòèé, èñïîëüçóÿ çàäàííîå ìíîæåñòâî ñëîâ R.

Ïðåæäå âñåãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñëîâà R ∈ R â ïðåäñòàâëåíèè (1.1)

ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûìè è ïðîñòûìè, ò.å. íè îäíî ñëîâî R íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñòåïåíüþ êàêîãî-ëèáî ñëîâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñêàæåì,

Rk1 = R ∈ R, òî ýëåìåíò R1 â G èìååò êîí÷åíûé ïîðÿäîê, è òàê êàê G � n-

êðó÷åíàÿ ãðóïïà, òî Rn1 = 1 â G. Òîãäà ñîîòíîøåíèå Rn ìîæíî çàìåíèòü íà

ñîîòíîøåíèå Rn1 = 1.
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Äëÿ ðàíãà 0 âñå ïîíÿòèÿ îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, âñå íåñîêðà-

òèìûå ñëîâà íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè â ðàíãå 0, à âñÿêîå öèêëè÷åñêè íåñîêðà-

òèìîå ñëîâî åñòü ïåðèîä ðàíãà 1.

Âñå ñëîâà R ∈ R ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïåðèîäàìè ðàíãà 1 â ñèëó èõ öèê-

ëè÷åñêè íåñîêðàòèìîñòè è ïðîñòîòû (ñì. îïðåäåëåíèå I.4.9 [1]). Ñðåäè âñåõ ïðè-

âåäåííûõ â ðàíãå 0 ñëîâ (ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R0) ìû ìîæåì

âûäåëèòü âñå ýëåìåíòàðíûå ïåðèîäû ðàíãà 1 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ I.4.10 èç [1].

Ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä E ðàíãà 1 íàçîâåì îòìå÷åííûì (â ðàíãå 0), åñëè êàêîé

ëèáî öèêëè÷åñêèé ñäâèã ñëîâà E èëè åãî îáðàòíîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà 1 íàçîâåì íåîòìå÷åííûì. Çà-

òåì ìû ââåäåì ïîâîðîòû ðàíãà 1 äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ, ïåðèîäû êîòîðûõ

îòìå÷åííûå â ðàíãå 0 ýëåìåíòàðíûå ïåðèîäû ðàíãà 1. Ýòè ïîâîðîòû áóäóò èìåòü

îáû÷íóþ ôîðìó:

(3.1) PAtA1Q→ P (A−1)n−t−1A−12 Q,

ãäå A èëè A−1 åñòü îòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà 1 èëè íåêîòîðûé åãî

öèêëè÷åñêèé ñäâèã, A ≡ A1A2 è ñëîâà AtA1 è (A−1)n−t−1A−12 ñîäåðæàò íå ìåíåå

p = 9 ó÷àñòêîâ, ò.å. ÿâëÿþòñÿ p-ñòåïåíÿìè.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìû îïðåäåëÿåì ðåàëüíûå ïîâîðîòû ðàíãà 1. Íà áàçå

ðåàëüíûõ ïîâîðîòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ÿäðà ðàíãà 1 äëÿ ñëîâ W ∈ N1, ãäå

ìíîæåñòâî ñëîâ N1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî I.4.21 èç [1]. Äàëåå ñîãëàñíî I.4.26 èç

[1] ìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà R1,K1,L1,M1, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàíãà

1, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç
1∼ , à òàêæå âñå îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ ðàíãà 1. Äîêàçàòåëü-

ñòâà âñåõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ ââåäåííûõ â �4 ãëàâû I ìîíîãðàôèè [1] ïîíÿòèé

ðàíãà 1 ïðîõîäÿò áåç èçìåíåíèé. Íîâûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åíèå êëàññà

ýëåìåíòàðíûõ ñëîâ îòìå÷åííûìè ýëåìåíòàðíûìè ñëîâàìè ðàíãà 1. Íàêîíåö, äëÿ

ëþáûõ ñëîâ B,C ∈ R1 îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ [B,C]1 ñìûêàíèÿ ðàíãà 1

ïî àíàëîãèè îïðåäåëåíèÿ I.4.36 [1]:

[B,C]1 = PQ↔ ∃T (B
1∼ PT & C

1∼ T−1Q & PQ ∈ R1).

Äàëåå ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé ïî ðàíãó α âñå ââåäåííûå ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþò-

ñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ðàíãîâ. Ïóñòü îòìå÷åííûå ïåðèîäû ðàíãà α è àíàëîãè

âñåõ ïîíÿòèé, êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû â �4 ãëàâû I ìîíîãðàôèè [1], óæå ââå-

äåíû äëÿ âñåõ ðàíãîâ ≤ α. Îïðåäåëèì èõ â ðàíãå α+ 1.
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Åñëè W ∈ R0 è W ≡ xi1xi2 · · ·xik , ãäå xi1 , xi2 , · · · , xik ïðèíàäëåæàò ìíîæå-

ñòâó ïîðîæäàþùèõ X (çíàê ≡ îçíà÷àåò ãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî), òî ÷åðåç [W ]α

îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñìûêàíèé ðàíãà α:

[[· · · [[xi1 , xi2 ]α, · · · ]α, xik ]α.

Òàêèì îáðàçîì,

(3.2) [W ]α ≡ [[· · · [[xi1 , xi2 ]α, · · · ]α, xik ]α ∈ Rα.

Ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä A ðàíãà α + 1 íàçîâåì îòìå÷åííûì ýëåìåíòàðíûì

ïåðèîäîì (â ðàíãå α), åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêîå ñëîâî B è òàêîå ñëîâî R ∈ R,

÷òî

(3.3) [R]α
α∼ [BAjB−1]α

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî j. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà α+ 1

íàçîâåì íåîòìå÷åííûì ýëåìåíòàðíûì ïåðèîäîì ðàíãà α+ 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ïðè α = 1 îïðåäåëåíèå îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà ðàíãà α ñîâ-

ïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå îïðåäåëåíèåì îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà

ðàíãà 1, òàê êàê åñëè BEjB−1
0∼ R ∈ R, òî BEjB−1 = R â ñâîáîäíîé ãðóïïå. Òî-

ãäà |j| = 1, ïîñêîëüêó ñëîâî R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ñëåäîâàòåëüíî îäèí èç ñëîâ E,

E−1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ñëîâà R â ñèëó öèêëè÷åñêîé íåñîêðàòèìîñòè

ýëåìåíòîâ èç R è ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà E.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà ìû ïî àíàëîãèè ñ �2

ãëàâû VII ìîíîãðàôèè [1] âíîñèì íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ â îïðåäåëåíèÿõ íåêî-

òîðûõ ïîíÿòèé èç �4 ãëàâû I ìîíîãðàôèè [1]. Èìåííî, âî âñåõ óïîìèíàíèÿõ î

íîðìèðîâàííûõ âõîæäåíèÿõ ýëåìåíòàðíûõ ñëîâ ðàíãà α áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî èìåþòñÿ ââèäó îòìå÷åííûå ýëåìåíòàðíûå ïåðèîäû ðàíãà α. Âñå îñòàëüíûå

îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíî îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Âñå óòâåðæäåíèÿ ãëàâ II-V ìî-

íîãðàôèè [1], à òàêæå âñå óòâåðæäåíèÿ èç ïóíêòîâ 2.3, 2.4 è 2.7-2.10 ãëàâû VII [1]

è ëåììà 2.6 èç ðàáîòû [22] (êîòîðûå âåðíû íå òîëüêî äëÿ íå÷åòíûõ n ≥ 1003, íî è

äëÿ íå÷åòíûõ n ≥ 665) èõ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìàëüíî ïîâòîðÿþòñÿ è îñòàþòñÿ â

ñèëå ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè î ïîíÿòèè îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà â ïðèâå-

äåííîì âûøå íîâîì ñìûñëå. Ïîä÷åðêíåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñîãëàñíî ëåììû V.1.8

[1] áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ñìûêàíèÿ ðàíãà α ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ïðè

ëþáîì α ≥ 0.
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Íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ ïîíÿòèé ìû ïîñòðîèì íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðóï-

ïû G. Ïóñòü ΓG(X, 0) åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè X. Ñíà÷àëà ïîñòðî-

èì âñïîìîãàòåëüíûå ãðóïïû ΓG(X,α), êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàíãó α

(ïî àíàëîãèè îïðåäåëåíèÿ VI.2.2 ãðóïï B(m,n, α) èç ìîíîãðàôèè [1]).

Ïðåäïîëîæèì α > 0 è ãðóïïû ΓG(X, γ) óæå ïîñòðîåíû äëÿ âñåõ γ ≤ α − 1.

×åðåç Eα îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ îòìå÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ

ïåðèîäîâ A ðàíãà α, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

(a) äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà E ðàíãà α èìååòñÿ îäíî

è òîëüêî îäíî ñëîâî A ∈ Eα òàêîå, ÷òî ïåðèîä E ñîïðÿæåí â ãðóïïå ΓG(X,α− 1)

èëè ñ ïåðèîäîì A, èëè ñ A−1.

(b) åñëè A ∈ Eα, òî ïðè íåêîòîðûõ ñëîâ P è Q èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå PAnQ ∈
Mα−1 .

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ A ñ óêàçàííûì âûøå

ñâîéñòâàìè (a) è (b) äîêàçàíî â ëåììå 3.5 (ñì. íèæå).

×åðåç ΓG(X,α) îáîçíà÷èì ãðóïïó ñ òåìè æå îáðàçóþùèìè X è ñèñòåìîé îïðå-

äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé An = 1, ãäå A ∈
⋃n
α=1 Eα:

ΓG(X,α) = 〈X |An = 1, A ∈
n⋃
α=1

Eα〉.

Äàëåå, îáîçíà÷èì

(3.4) E =

∞⋃
α=1

Eα.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà ΓG(X) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçóþùèìè X è èìååò ñèñòåìó

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé An = 1, ãäå A ∈ E:

(3.5) ΓG(X) = 〈X |An = 1, A ∈
∞⋃
α=1

Eα〉.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ãðóïïû G è ΓG(X) ñîâïàäàþò:

(3.6) G = ΓG(X) = 〈X |An = 1, A ∈
∞⋃
α=1

Eα〉.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ëåììû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê, êàê ëåììà VI.2.8 ìîíîãðàôèè [1],

òîëüêî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå âåçäå ãðóïïó B(m,n, α) íóæíî çàìåíèòü íà ãðóïïó

ΓG(X,α).

12



N � ÊÐÓ×ÅÍÛÅ ÃÐÓÏÏÛ

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ C,D ∈ Rα (α ≥ 0) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

C
α∼D ⇔ C = D â ΓG(X,α).

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîãî ðàíãà α è ëþáîãî ñëîâà C â ΓG(X,α) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

C = [C]α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå C. Ïðè ∂(C) = 0 âñå ÿñíî. Ïóñòü C ≡ C1xk,

ãäå xk ∈ X. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååì [C]α = [[C1]α, xk]α. Ïî èíäóêòèâíîìó

ïðåäïîëîæåíèþ èìååì [C1]α = C1 â ΓG(X,α). Â ñèëó ëåììû V.1.4 [1] íàéäåòñÿ

òàêîå ñëîâî C2 ∈ Kα, ÷òî [C1]α
α∼ C2 è [[C1]α, xk]α = [C2, xk]0. Òîãäà, â ñèëó

ëåììû 3.1 [C1]α = C2 â ΓG(X,α) è, ñëåäîâàòåëüíî â ΓG(X,α) èìååì:

C = C1xk = [C1]αxk = C2xk = [[C1]α, xk]α = [C]α.

�

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ðàíãà α è ëþáîãî ñëîâà C ìîæíî óêàçàòü òàêîå ñëîâî

D ∈ Kα, ÷òî C = D â ΓG(X,α). Åñëè α ≥ ∂(C), òî òàêîå D ìîæíî óêàçàòü â

Aα+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå ∂(C) ñëîâà C ïî àíàëîãèè

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû VI.2.4 èç [1]. �

Ëåììà 3.4. Ïåðèîä E ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì ýëåìåíòàðíûì ïåðèîäîì ðàíãà α

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîæíî óêàçàòü òàêîå ñëîâî R ∈ R è òàêîå ñëîâî

B, ÷òî

R = BAjB−1

â ãðóïïå ΓG(X,α− 1) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòìå÷åííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà,

ýêâèâàëåíòíîñòè (3.3) è èç ëåìì 3.1, 3.2. �

Ëåììà 3.5. Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä E ðàíãà α ≥ 1 ñîïðÿæåí â ãðóïïå

ΓG(X,α − 1) íåêîòîðîìó ýëåìåíòàðíîìó ïåðèîäó A ðàíãà α òàêîìó, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ ñëîâ P è Q èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå PAnQ ∈ Mα−1. Ïðè ýòîì,

åñëè E � îòìå÷åííûé (íåîòìå÷åííûé) ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà α, òî è A

ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì (íåîòìå÷åííûì) ýëåìåíòàðíûì ïåðèîäîì ðàíãà α.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà α ≥ 1

è P ∗ F ∗ Q � íîðìàëüíîå ïîðîæäàþùåå âõîæäåíèå â íåêîòîðîå ñëîâî Y ∈
Integ(X,α,E)). Ïî ëåììå IV.3.12 [1] íàéäåì òàêîå ñëîâî Z ∈Mα−1, ÷òî Z

α−1∼ Y .

Ñîãëàñíî II.2.16 èç [1] ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ïåðèîäà E ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî âõîæäåíèå P ∗F ∗Q èìååò âèä P1 ∗EkE1 ∗Q1, ãäå E1 � íà÷àëî E. Â

ñèëó II.4.1 èç [1] âõîæäåíèå fα−1(P ∗F ∗Q;Y,Z) èìååò âèä P2 ∗AkA1 ∗Q2, ãäå A

åñòü îáðàç ïåðèîäà E â fα−1(P ∗F ∗Q;Y,Z). Òîãäà â ñèëó II.4.3 èç [1] ñëîâî A åñòü

ïåðèîä ðàíãà α è íàéäåòñÿ òàêîå ïîðîæäàþùåå âõîæäåíèå P ′ ∗F ∗Q′ â íåêîòîðîå
ñëîâî Y ′ ∈Per(α,E), ÷òî ρα,E(X) = ρα,A(Y ′) è wnormα−1(P ∗ F ∗Q,P ′ ∗ F ∗Q′).

Ïî ëåììå 2.6 ðàáîòû [22] (óñèëåíèå ëåììû II.7.15 èç [1]) ïåðèîäû E è A ñî-

ïðÿæåíû â ΓG(X,α − 1). Èç Z ∈ Mα−1 â ñèëó II.7.10 èç [1] ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä

An âõîäèò â íåêîòîðîå ñëîâî èç Mα−1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïóñòü E = TAT−1 â ΓG(X,α − 1) è E � îòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä

ðàíãà α. Ïî ëåììå 3.4 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ñëîâî R ∈ R è òàêîå ñëîâî B, ÷òî R =

BEjB−1 â ãðóïïå ΓG(X,α−1) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî j. Òîãäà R = (BT )Aj(BT )−1

â ãðóïïå ΓG(X,α− 1) è A ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì â ñèëó ëåììû 3.4. �

Ëåììà 3.6. Åñëè E åñòü îòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî ðàíãà

γ ≥ 1 (èëè åñëè E ∈ Eγ), òî E èìååò ïîðÿäîê n â ãðóïïå ΓG(X, γ) (è â ãðóïïå

ΓG(X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, âñÿêèé îòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä E

ðàíãà γ ≥ 1 ñîïðÿæåí â ãðóïïå ΓG(X, γ − 1) íåêîòîðîìó ýëåìåíòàðíîìó ïåðèîäó

A ∈ Eγ èëè åãî îáðàòíîìó. Ïîñêîëüêó An = 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé ãðóïïû ΓG(X, γ), òî è En = 1 â ΓG(X, γ).

Òî, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà A ∈ Eγ íå ìåíüøå n â ãðóïïå ΓG(X)

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ëåììû IV.2.16 èç [1]. �

Ëåììà 3.7. Åñëè E åñòü íåîòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî ðàí-

ãà γ, òî E èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê â ΓG(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.5 ýëåìåíòàðíûé ïåðèîäà E ðàíãà γ ≥ 1 ñîïðÿæåí

â ãðóïïå ΓG(X,α− 1) íåêîòîðîìó ýëåìåíòàðíîìó ïåðèîäó A ðàíãà γ òàêîìó, ÷òî

ïðè íåêîòîðûõ ñëîâ P è Q èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå PAnQ ∈Mγ−1. Â ñèëó ëåììû

IV.2.1 èç [1] ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Aq ∈ Kγ−1. Åñëè E åñòü íåîòìå÷åííûé ýëå-

ìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà γ, òî ïî ëåììå VII.2.9 èç [1] ïðè ëþáîì i > 10 è α ≥ γ
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èìååì Ai ∈ Rα. Â ñèëó ëåììû IV.2.16 èç [1] è ëåììû 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðèîä

A èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê â ãðóïïå ΓG(X,α) äëÿ ëþáîãî α ≥ γ. �

Ëåììà 3.8. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà C, êîòîðîå íå ðàâíî 1 â ãðóïïå ΓG(X), ìîæíî

óêàçàòü òàêèå ñëîâà T è E, ÷òî C = TErT−1 â ΓG(X) ïðè íåêîòîðîì öåëîì

r, ãäå ëèáî E ∈ E, ëèáî E � íåîòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî

ðàíãà γ è ñëîâî Eq âõîäèò â íåêîòîðîå ñëîâî èç êëàññà Mγ−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû VI.2.5 ìîíîãðàôèè

[1], òîëüêî âåçäå âìåñòî ãðóïïû B(m,n) íóæíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó ΓG(X),

à ññûëêè íà ëåììû 1.2, 2.3 è 2.4 ãëàâû VI èç [1] íóæíî çàìåíèòü ññûëêàìè íà

ëåììó VII.2.7 èç [1] è íà ëåììû 3.1 è 3.3 ñîîòâåòñòâåííî. �

Ëåììà 3.9. Ãðóïïà ΓG(X) ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåìì 3.8, 3.6 è 3.7.

�

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Äîêàæåì, ÷òî â ãðóïïàõ G è

ΓG(X) âûïîëíÿþòñÿ îäíè è òå æå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïóñòü R ∈ R. Ñîãëàñíî ëåììå 3.8, åñëè ñëîâî R íå ðàâíî 1 â ãðóïïå ΓG(X), òî

ìîæíî óêàçàòü òàêèå ñëîâà T è E, ÷òî C = TErT−1 â ΓG(X) ïðè íåêîòîðîì öåëîì

r, ãäå ëèáî E ∈ E, ëèáî E � íåîòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî ðàíãà

γ è ñëîâî Eq âõîäèò â íåêîòîðîå ñëîâî èç êëàññàMγ−1. Èç ðàâåíñòâà R = TErT−1

â ΓG(X) ñëåäóåò ðàâåíñòâî T−1RT = Er â ΓG(X,α) äëÿ íåêîòîðîãî α ≥ γ.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T−1RT,Er ∈ A =
⋃∞
β=1 Aβ =

⋂∞
β=1 Rβ .

Òîãäà â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì T−1RT
α∼Er.

Ïåðèîä E ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ïåðèîäîì ðàíãà γ ≤ α. Ñëåäîâàòåëüíî â

Er íå âõîäÿò àêòèâíûå ÿäðà ðàíãîâ ≥ γ. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû IV.2.13 èç [1] è

èç ýêâèâàëåíòíîñòè T−1RT
α∼Er âûòåêàåò T−1RT γ−1∼ Er. Ïî ëåììå 3.1 ïîëó÷àåì

T−1RT = Er â ΓG(X, γ − 1). Çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 3.4, E ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì

ýëåìåíòàðíûì ïåðèîäîì ðàíãà γ. Ïî ëåììå 3.6 â ãðóïïå ΓG(X) âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå En = 1, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà R = TErT−1, â ãðóïïå

ΓG(X) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Rn = 1.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå. Èíäóêöèåé ïî ðàíãó α ≥ 1 äîêàæåì, ÷òî åñëè An =

1 � ïðîèçâîëüíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå ãðóïïû ΓG(X), òî ñîîòíîøåíèå

An = 1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ â ãðóïïå G. Ïîñêîëüêó A ∈ Eα, òî A � îòìå÷åííûé

15



Ñ. È. ÀÄßÍ, Â. Ñ. ÀÒÀÁÅÊßÍ

ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä ðàíãà α. Ñîãëàñíî ëåììå 3.4 íàéäåòñÿ ñëîâî R ∈ R òàêîå,

÷òî R = BAjB−1 â ãðóïïå ΓG(X,α− 1) äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà B è öåëîãî j.

Ïðè α = 1 ïîëó÷àåì R = BA±1B−1 â ñâîáîäíîé ãðóïïå ΓG(X, 0) èç-çà ïðî-

ñòîòû ñëîâà R. Òàê êàê Rn = 1 â G, òî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî è An = 1 â

G.

Ïóñòü α ≥ 2 è óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âèäà

An1 = 1 ñ ýëåìåíòàðíûìè ïåðèîäàìè A1 ∈ E ðàíãà ≤ α−1. Ïîñêîëüêó â ΓG(X,α−
1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R = BAjB−1, òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

îíî âûïîëíÿåòñÿ è â ãðóïïå G. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Rn = 1 â G èìååì Ajn = 1.

Çíà÷èò A èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê â G. Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ n-êðó÷åíîé ãðóïïîé,

òî An = 1 â G. Ïðåäëîæåíèå 3.1 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé {An = 1, A ∈
⋃∞
α=1 Eα}

ãðóïïû G (3.6) ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé, ò.å. íè îäèí èç

ýòèõ ñîîòíîøåíèé íå ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé n-

êðó÷åíîé ãðóïïû G èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.6) ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé âîñïîëüçóåì-

ñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íåçàâèñèìîñòè ïîñòðîåííîé â VI.2.2. èç [1] ñèñòåìû îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû B(m,n). Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå

[23]. Ìû áóêâàëüíî ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî èç [23] ëèøü âåçäå çàìåíèâ ãðóï-

ïó B(m,n) íà ãðóïïó ΓG(X), à ìíîæåñòâî E =
⋃∞
α=1 Eα èç VI.2.1 èç [1] íóæíî

çàìåíèòü íà îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (3.4) ìíîæåñòâî E . �

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêî-

òîðîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé {An = 1 : A ∈ A}, òàê
÷òî ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç G áóäåò ñîïðÿæåí íåêîòîðîé

ñòåïåíè êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà A ∈ A.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ëþáàÿ n-êðó÷åíàÿ ãðóïïà èìååò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

(3.6) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2 ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé {An =

1, A ∈
⋃∞
α=1 Eα} ãðóïïû G èç (3.6) ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé.

Ïî ëåììå 3.8 äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà C èç G ìîæíî óêàçàòü òàêèå

ñëîâà T è E, ÷òî C = TErT−1 â G ïðè íåêîòîðîì öåëîì r, ãäå ëèáî E ∈ E, ëèáî

E � íåîòìå÷åííûé ýëåìåíòàðíûé ïåðèîä íåêîòîðîãî ðàíãà γ è ñëîâî Eq âõîäèò

â íåêîòîðîå ñëîâî èç êëàññà Mγ−1. Ïðè ýòîì, â ñèëó ëåìì 3.6, 3.7, åñëè C èìååò
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êîíå÷íûé ïîðÿäîê. òî E ∈ E =
⋃∞
α=1 Eα. Âûáðàâ â êà÷åñòâå óêàçàííîé â òåîðåìå

1.3 ìíîæåñòâà ñëîâ A ìíîæåñòâî E, ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.3 è 1.4

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 1.3, äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1 ðàáîòû [19], â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî íååäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé ãðóïïû Γ = Γ(m,n,Π) � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà. Ïðè ýòîì íóæíî ëèøü ññûëêè íà ëåììû èç �2 ðàáîòû [19] çàìåíèòü íà

ñîîòâåòñòâóþùèå ëåììû èç �3 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ãðóïïó Γ(m,n,Π) çàìåíèòü íà

ΓG(X), à Γ(m,n,Π, α) � íà ΓG(X,α).

Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâåíñòâà ñëîâ âî âñåõ ïîñòðîåííûõ

íàìè ïðîìåæóòî÷íûõ ãðóïïàõ ΓG(X,α) è â G = ΓG(X) åñòåñòâåííî âûòåêàåò èç

ðåêóðñèâíîñòè ìíîæåñòâà ñîîòíîøåíèé â ïðåäñòàâëåíèè 3.6 è àëãîðèòìè÷åñêîé

ýôôåêòèâíîñòè (ñì. ïðèíöèï ýôôåêòèâíîñòè â I.5.4 èç [1]) âñåõ îïðåäåëåíèé

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïîëó÷åíî â [1] äëÿ ãðóïï B(X,n, α).

Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ãðóïïûG ïîëó÷èì íà îñíîâå íàé-

äåííîãî íàìè ïðåäñòàâëåíèÿ 3.6 ãðóïïû G òî÷íî òàê æå, êàê â VI.3.5 èç [1] áûëà

äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñâîáîäíîé áåðíñàéäîâîé

ãðóïïû B(m,n).

Abstract. A group is called an n-torsion group if it has a system of de�ning relations

of the form rn = 1 for some elements r, and for any of its �nite order element a the

de�ning relation an = 1 holds. It is assumed that the group can contain elements of

in�nite order. In this paper, we show that for every odd n ≥ 665 for each n-torsion

group can be constructed a theory similar to that of constructed in S. I. Adian's

well-known monograph on the free Burnside groups. This allows us to explore the

n-torsion groups by methods developed in that work. We prove that every n-torsion

group can be speci�ed by some independent system of de�ning relations; the center of

any non-cyclic n-torsion group is trivial; the n-periodic product of an arbitrary family

of n-torsion groups is an n-torsion group; in any recursively presented n-torsion group

the word and conjugacy problems are solvable.
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