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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöå-
äóðû èçâåñòíîé êàê ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ äëÿ îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê äëÿ
ëèíåéíîé ðåãðåññèè èçâåñòåí êàê ìåòîä ÷åðåäóþùèõñÿ íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà îñòà-
åòñÿ âîãíóòîé è ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè âîêðóã èñòèííîãî ïàðàìåòðà ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äî âòîðîãî ïîðÿäêà. ×èñëåííûå ïðè-
ìåðû èëëþñòðèðóþò äîêàçàííóþ ñõîäèìîñòü ñ ïîñëåäóþùèì îáñóæäåíèåì
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ.

MSC2010 number: 62L12, 62F12, 49M05.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü; ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî;
÷åðåäóþùàÿ ìàêñèìèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è ïîëó ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ, êîãäà íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ îïèñûâàåò-

ñÿ ïàðàìåòðîì âûñîêîé èëè áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð,

êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò èìååò íèçêóþ ðàçìåðíîñòü. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ îöåíêà, îöåíêà ôóíêöèè â òî÷êå èëè ïðîñòî îöåíêà

äàííîãî ïîäâåêòîðà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

îáåñïå÷èâàåò îáùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è: îöåíèâàòü ïîëíûé âåêòîð ïàðàìåòðà

ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ïðîåêöèðîâàòü ïîëó÷åííóþ îöåíêó íà

öåëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ýòîò ïîäõîä èçâåñòåí êàê ïðîôèëüíûé ìåòîä ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëî-

âèÿõ, êîòîðûå â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé âûïîëíåíû. Äëÿ áîëåå

îáùåãî ñëó÷àÿ, íàïðèìåð, Ì-îöåíîê, ýòè òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ ñëåäóåò ââîäèòü

îòäåëüíî è ïðîâåðÿòü, âûïîëíåíû ëè îíè èëè íåò. Ìû ññûëàåìñÿ íà [8], [6] è [10]

äëÿ ïîäðîáíîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè è äàëüíåéøèõ ññûëîê.
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Â ýòîì èññëåäîâàíèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ïðî-

ôèëüíîãî ïàðàìåòðà (ñì. [4], [5] è ññûëêè âíóòðè ýòèõ ñòàòåé). Îäíîé èç òàêèõ çà-

äà÷, î êîòîðîé ñòîèò óïîìÿíóòü, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè. Â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåðåàëèñòè÷íî îæèäàòü, ÷òî ìîäåëüíûå ïðåäïîëî-

æåíèÿ áóäóò âûïîëíåíû, äàæå åñëè èñïîëüçóþòñÿ áîãàòûå íåïàðàìåòðè÷åñêèå

ìîäåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ P íå ïðèíàäëåæèò ê

ðàññìàòðèâàåìîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó, â íàøåì ñëó÷àå � ýêñïîíåíöè-

àëüíîìó ñåìåéñòâó. Ïðèìåíèìîñòü îáùåé ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîé òåîðèè â òàêèõ

ñëó÷àÿõ ñîìíèòåëüíà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäñòàâëåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî îí â ðàâíîé ñòåïåíè ïðèìåíèì ïðè íåïðàâèëüíîé ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè.

Ïóñòü Y ýòî ðàñïðåäåëåíèå, èç êîòîðîãî èäóò íàáëþäàåìûå äàííûå è ñòàòè-

ñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ P ïðè-

íàäëåæèò çàäàííîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó (Pv):

Y ∼ P = Pv∗ ∈ (Pv, v ∈ Θ),(1.1)

ãäå Θ íåêîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêå ïîçâîëÿåò

îöåíèòü âåñü âåêòîð ïàðàìåòðîâ v ïóòåì ìàêñèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ëî-

ãàðèôìè÷åñêîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L(v) = log
dPv
dµ0

äëÿ íåêîòîðîé äîìèíèðóþùåé ìåðû µ0. Îïðåäåëèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ṽ âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà v ñëåäóþùèì îáðàçîì

ṽ
def
= arg max

v∈Θ
L(v).(1.2)

Íåïðàâèëüíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè îçíà÷àåò P /∈ (Pv, v ∈ Θ). Äðóãèìè ñëî-

âàìè, L(v) åñòü ôóíêöèÿ êâàçè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íà Θ. Èñòèííûé

ïàðàìåòð v∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

v∗
def
= arg max

v∈Θ
EL(v).(1.3)

Â ñëó÷àå äîïóùåíèÿ, ÷òî èñòèííàÿ ìîäåëü íå ïðèíàäëåæèò íàøåìó ïàðàìåò-

ðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó v∗ îïðåäåëÿåò íàèëó÷øåå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå P
ðàññìàòðèâàåìûì ñåìåéñòâîì. Îòíîñèòåëüíî àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ñì. [1].

Ñíà÷àëà Êíàéï íà÷àë ðàáîòó â ýòîì íàïðàâëåíèè, ââåäÿ óïîðÿäî÷åííûå ëèíåé-

íûå ôóíêöèîíàëû (ñì. [9]). Äëÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ÷åðåäóþùåéñÿ ìàêñèìèçàöèè

(ìèíèìèçàöèè) ñì. [2].
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Êëþ÷åâîé ìîìåíò äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîêîîðäèíàòíûé

ñïóñê äàåò ëèøü íåáîëüøîé âûèãðûø, èëè âîâñå äàæå íå äàåò, â ñëîæíîñòè âû-

÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîé òî÷êè äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé (ñì. [12]) ïðè íåêîòîðûõ

óñëîâèÿõ íà ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå æå ñ íåëèíåéíûìè ìîäåëÿìè

âûèãðûø îùóòèìûé. Â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ â

ÿâíîé ôîðìå íåò, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óñëîâèé ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü î÷åíü ñëîæíûìè äëÿ ðåàëèçàöèè â ïîëíîé ðàçìåðíîñòè

ïàðàìåòðà. Ìåòîä, èçâåñòíûé ìåòîä êàê ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (ìàêñèìèçàöèè

èëè ìèíèìèçàöèè) [3], ïîìîãàåò â òàêèõ ñèòóàöèÿõ è ýôôåêòèâíî îöåíèâåò âåê-

òîð ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü èìååò ïàðàìåòð v, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî p + q, ãäå

p - ðàçìåðíîñòü èíòåðåñóþùåãîñÿ íàìè ïàðàìåòðà, à q - ðàçìåðíîñòü îñòàëüíî-

ãî âåêòîðà. Îáû÷íî p íåâåëèêà, ïîòîìó ÷òî ìû òàêæå çàáîòèìñÿ î ïðèãîäíîñòè

è èíòåðïðåòèðóåìîñòè íàøåé ìîäåëè, íî q ìîæåò áûòü è î÷åíü áîëüøèì, õîòÿ

îöåíèâàíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ âòîðîñòåïåííîé çàäà÷åé, íî äëÿ ïîëíîòû

ìîäåëè ìû íå ìîæåì åãî èñêëþ÷èòü. Îñíîâíûå ñëîæíîñòè ñ âû÷èñëåíèÿìè ïðî-

èñõîäÿò äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, ò. å. â ñëó÷àÿõ, êîãäà p+q äîñòàòî÷íî

âåëèêà, òî îáðàòèòü ìàòðèöó (p+ q)× (p+ q) ñòàíîâèòüñÿ âû÷èñëèòåëüíî íåâîç-

ìîæíûì.

Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì EM-àëãîðèòìà. EM-

àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïîïóëÿðíûì àëãîðèòìîì, êîòîðûé âïåðâûå áûë ïîëó÷åí â [7].

Â [7] òàêæå îïèñàíî, êàê EM-àëãîðèòì ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ðàçíûõ îáëîñòÿõ.

Ìû ññûëàåìñÿ íà [11] çà êðàòêîå ââåäåíèå â ðàçðàáîòêó EM-àëãîðèòìà è îãðàíè-

÷èâàåìñÿ ññûëêîé íà èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ñõîäèìîñòè [13], êîòîðûé ïî-ïðåæíåìó

ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñîâðåìåííûì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ. Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàò

îïèñàííûé â [13], êàê è áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ñõîäèìîñòè ïî ýòèì èòåðà-

òèâíûì ïðîöåäóðàì, îáåñïå÷èâàåò òîëüêî ëîêàëüíóþ ñõîäèìîñòü. Â ýòîé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç îñîáûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ìîæíî äîêàçàòü ôàêòè÷åñêóþ

ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïàðàãðàô 2 ñîäåðæèò

ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ â êëàññå ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâîì. Ïàðàãðàô 3 ñîäåðæèò
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îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà äëÿ îáîáùåííûõ ëè-

íåéíûõ ìîäåëåé. Ïàðàãðàô 4 èëëþñòðèðóåò ÷èñëåííóþ ðàáîòó àëãîðèòìà, ÷òî

ïîäòâåðæäàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû èç ïàðàãðàôà 3.

2. Ââåäåíèå â îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì êëàññ îáîáùåííî ëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íåìíîãî äðó-

ãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòîò ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíûì äëÿ ïàðàãðàôà

3.

Ïóñòü Yi íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, Xi ∈ Rp è Yi ∼ Pi ∈ (Pv), ÷òî

îçíà÷àåò ∃vi : Pi = Pvi , ãäå (Pv) ïðåäïîëàãàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâîì

ðàñïðåäåëåíèé ñ êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî áóäåò

îáñóæäåíî äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå. Îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè ìîãóò áûòü

çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì Yi ∼ Pv(Xi). Â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ìû ïîëó÷àåì Yi = v(Xi) + εi ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé v(·).
Ôóíêöèÿ v(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

v(x) =

∞∑
j=1

θjψj(x).

Òîãäà, ëèíåéíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå äàåò

v(x) =

p+q∑
j=1

θjψj(x) =

p∑
j=1

θjψj(x) +

p+q∑
j=p+1

θjψj(x)(2.1)

äëÿ çàäàííîãî áàçèñà ψj(·). Îáîçíà÷èì ηi = θp+i è âåêòîð ñòîëáåö η = (η1, . . . , ηq)
T ∈

Rq.

Yi ∼ Pvi , vi = ΨT
i θ + ΦTi η,(2.2)

ãäå Ψi = (ψ1(x), . . . , ψp(x))T ∈ Rp, Φi = (ψp+1(x), . . . , ψp+q(x))T ∈ Rq è θ ∈
Rp, η ∈ Rq.
Ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí

log
dPθ
dµn0

(Y) =

n∑
i=1

(viYi − g(νi)) =

n∑
i=1

(
ΨT
i θYi + ΦTi ηYi − g(ΨT

i θ + ΦTi η)
)
,

÷òî ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñåìåéñòâà (2.10), à ôóíêöèÿ g(·) ìîæåò áûòü

âûâåäåíà èç (2.8). Ýêâèâàëåíòíî, èìååì

L(θ, η)
def
= ST θ +RT η −A(θ, η),(2.3)
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ãäå

S
def
=

n∑
i=1

YiΨi ∈ Rp, R def
=

n∑
i=1

YiΦi ∈ Rq, A(θ, η)
def
=

n∑
i=1

g(ΨT
i θ + ΦTi η).

Îáîçíà÷èì ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ ÷åðåç L(θ, η) èëè L(v), ãäå v
def
= (θ, η).

Òîãäà, â òåðìèíàõ v ïîëó÷àåì

L(v) = ΥT v −A(v),

ãäå Υ =

(
S
R

)T
∈ Rp+q. Ìàòðèöà èíôîðìàöèè Ôèøåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê D2 def

=

−∇2EL(v∗) = F (v∗), ãäå v =

(
θ
η

)T
∈ Rp+q, à ∇ ýòî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ. Ìàòðèöà Ãåññå â òî÷êå v çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

F(v) = −∇2EL(v) =

(
Fθθ(v) Fθη(v)
Fηθ(v) Fηη(v)

)
.

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(·) âûïóêëà, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü ïîëîæè-
òåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû èíôîðìàöèè Ôèøåðà F.

Îïðåäåëèì âåêòîð ∇ def
= ∇L(v∗), à òàê æå ñòàíäàðòèçèðîâàííóþ âåðñèþ ýòîãî

âåêòîðà ξ̆ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ̆ = D−1∇.

Ïàðàìåòðû ṽ = (θ̃, η̃) çàâèñÿò îò äàííûõ, ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíû-

ìè, â òî âðåìÿ êàê v∗ = (θ∗, η∗) èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, êîòîðå íå ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â ðåàëüíîñòè èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå Y íåèçâåñòíî, íî ìû

äåëàåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå íà êëàññ ðàñïðåäåëåíèé.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèÿ (1.2) è (1.3) òàêèì îáðàçîì

ṽ = (θ̃, η̃) = arg max
θ,η

L(θ, η), v∗ = (θ∗, η∗) = arg max
θ,η

EL(θ, η).(2.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ v∗ ñëåäóåò, ÷òî ∇EL(v∗) = 0 îòêóäà âûòåêàåò

E
(
S
R

)T
= ∇A(θ∗, η∗)

èëè

EΥ = ∇A(v∗).

Âàæíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòîõà-

ñòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ζ(θ, η) ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ ëèíåéíà ïî θ è η. Ïóñòü
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εi = Yi − EYi è ζ = L− EL òîãäà

ζ(θ, η) = (ST − EST )θ + (RT − ERT )η =

n∑
i=1

εi(Ψ
T
i θ + ΦTi η),

∇ζ(θ, η) =
(
S − ES R− ER

)
=
(∑n

i=1 εiΨi

∑n
i=1 εiΦi

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ýëëèïòè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Ω◦(r)
def
= {v : ‖D(v − v∗)‖ ≤ r}.(2.5)

Ìíîæåñòâî Ω◦(r) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòüþ v∗ äëÿD2 = −∇2EL(v∗) =

F(v∗) è V2 def
= Cov(∇L(v∗)).

Çàïèøåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó â áëî÷íîé ôîðìå

V2 =

(
V 2 E
ET Q2

)
.(2.6)

Ìàòðèöà èíôîðìàöèè Ôèøåðà F(v∗) = −∇2EL(v∗) â áëî÷íîé ôîðìå

F(v) =

(
Fθθ(v) Fθη(v)
Fηθ(v) Fηη(v)

)
.(2.7)

Äëÿ öåíòðàëüíîé òî÷êè v∗ ðàçëîæåíèå â áëî÷íîé ôîðìå

D2 = F(v∗) =

(
D2 A
AT H2

)
,

ãäå D2 = Fθθ(v∗), A = Fθη(v∗) è H2 = Fηη(v∗). Ðàçëîæèì òàê æå âåêòîð ∇ def
=

∇L(v∗) ñëåäóþùèì îáðàçîì

∇ =

(
∇θ
∇η

)
.

2.1. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ñ êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì. Â ýòîé

÷àñòè ìû ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåì ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî

øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòîò êëàññ ñîäåðæèò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê

íîðìàëüíîå, áèíîìèàëüíîå, ïóàññîíîâñêîå, ãàììà, ìóëüòèíîìèàëüíîå è äðóãèå.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ðàñïðåäåëåíèé, íå ïðèíàäëåæàùèìè ê ýêñïîíåíöèàëü-

íîìó ñåìåéñòâó, ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è ðàâíîìåðíîå. Êðàñîòà

è óäîáñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò ïðîñòîé âèä è ìîæåò áûòü çàïèñàíà ÿâíî. Â îá-

ùåì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðî-

ÿòíîñòè f(·) ïðèíàäëåæèò ýêñïîíåíöèàëüíîìó êëàññó, åñëè ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
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âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x|η) = h(x) exp{ηTT (x)−A(η)}(2.8)

ãäå η âåêòîð ïàðàìåòðîâ, T (X) äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, à A(·) ôóíêöèÿ ññûë-

êè (link function).

Êàê óæå óïîìÿíóëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ÷èñëî èçâåñòíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé, ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûðàæåíû â âèäå

(2.8). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî âûðàçèòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ â ôîðìå (2.8) èëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè, Ïóàññîíà

çàäàâ çàðàíåå ñîîòâåòñâóþùèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà.

2.1.1. Îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè. Ïóñòü Y ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì âåêòîðîì îò

äâóõ ìíîæåñòâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ Ψ è Φ. Ðàññìîòðèì ìîäåëü

Y ∼ P ∈ (Pv)v∈R � µ0,(2.9)

ãäå (Pv)v∈R ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñ êàíîíè÷åñêèì ïàðà-

ìåòðîì, à µ0 íåêîòîðàÿ äîìèíèðóþùàÿ ìåðà. Èòàê,

log
dPv
dµ0

(y) = y · v − g(v) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g(·).(2.10)

Ëåììà 2.1. Ïóñòü (Pν) ýêïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàïðåäåëåíèé. Òîãäà,

EνY = g′(ν), Varν(Y ) = Eν [Y − g′(ν)]2 = g′′(ν)(2.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g(·) âûïóêëà ââåðõ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ ïðîñòàòû äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî äëÿ îäíîìåðíîé ôóíê-

öèè g(·), íî äàííûé ðåçóëüòàò âåðåí è â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé è ïåðå-

ìåííûõ. Îäíèì èç ðàçëè÷èé ýòî òî, ÷òî âìåñòî äèñïåðñèè áóäåò êîâàðèàöèîííàÿ

ìàòðèöà, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

2.2. Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû. Íàïîìíèì, ÷òî èç ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ

ìîäåëåé ñëåäóåò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ζ(θ, η) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî θ è η, à äåòåðìèíèðîâàííÿ ÷àñòü EL(v)

� âîãíóòîé ïî v.

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåííûì â (2.5). Â [12] äîêàçà-

íî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ýëëèïòè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ω◦(r) âîêðóã v òàêîå ÷òî ṽ

ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãà-

åì, ÷òî x ôèêñèðîâàííàÿ è äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ
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óðîâåíü äîìèíèðóþùåé âåðîÿòíîñòè. Ìû íàçûâàåì ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî Ω0(x)

äîìèíèðóþùåé âåðîÿòíîñòüþ, åñëè

P (Ω0(x)) ≥ 1− Ce−x.

Çíà÷åíèå x ìîæåò çàâèñåòü îò n è ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì n. Âîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ x ýòî x � n1/2 è x � log n, êîòîðûå äàþò P (Ω0(x)) ≥ 1− C/n.

Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ýòî, ÷òîáû îíà íå ðîñëà

ñëèøêîì áûñòðî, ôîðìàëüíî, x ≤ xc
def� n1/2.

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íèæå, ñ÷èòàþòñÿ âåðíûìè íà ñëó÷àéíîì ìíîæå-

ñòâå Ω◦(x) è, ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùåé âåðîÿòíîñòè, òîãäà âñå

ðåçóëüòàòû âåðíû ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìû âñåãäà ïîìíèì îá ýòîì ôàêòå,

íî äëÿ óäîáñòâà è ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû èñêëþ÷àåì åãî èç ôîðìóëèðîâêè

òåîðåì.

2.3. Ëîêàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ëîãàðèôìè÷å-

ñêîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ L(θ, η) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà

â òåðìèíàõ v êàê L(v). Â ýòîé ÷àñòè ìû ïîêàæåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè

L(v) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé â

îêðåñòíîñòè v∗. Ïîëîæèì L(v1, v2) = L(v1)−L(v2) è íàïîìíèì, ÷òî ṽ ñëó÷àéíàÿ

îöåíêà çàâèñèùàÿ îò äàííûõ. Ôîðìàëüíî,

ṽ = arg max
v

L(v), v∗ = arg max
v

EL(v).

Äàëåå èìååì,

L(v, v∗) = ∇L(v∗)(v − v∗)− 1

2
‖D2(v − v∗)‖2 + α′(v, v∗),(2.12)

ãäå α′(·) îïðåäåëåíà â (2.12).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìû àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ L(v) â îêðåñòíîñòè ṽ èñ-

ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ∇L(ṽ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî

L(v, ṽ) = −1

2
‖D2(v − ṽ)‖2 + α(v, ṽ).(2.13)

Çàìå÷àíèå 2.2. Ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå

Òåéëîðà äî âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò èçíà÷àëüíóþ ôóíê-

öèþ L(·). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè ìàêñè-

ìóìà èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ò.å. ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äî âòîðîãî ïîðÿäêà

íå âëå÷åò áîëüøèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè.
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3. Ìåòîä ÷åðåäóþùèõñÿ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îáîáùåííûõ

ëèíåéíûõ ìîäåëåé

Ýòîò ïàðàãðàô îáîáùàåò îáû÷íûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ëèíåé-

íûõ ìîäåëåé (ñì. [12]) ñ ïîìîùüþ ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà è äîêàçûâàåò àíàëî-

ãè÷íûé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Çàäà÷à íåòðèâèàëü-

íà, ïîñêîëüêó îöåíêè äëÿ áîëüøèíñòâà ìîäåëåé íåëüçÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîé ôîðìå.

Âìåñòî ýòîãî, ìû àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðà-

òè÷íîé ôóíêöèè íà ñëó÷àéíîì ìíîæåñòâå, ãäå íàáëþäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ìåðû.

Îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ è èìå-

þò ðÿä ïðèëîæåíèé â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Íàïðèìåð, â êàòåãîðèàëüíîì àíà-

ëèçå äàííûõ, çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè, Ïóàññîíîâñêîé ðåãðåñèè, è ò.ä. Â òåîðèè

ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ è îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü ðàññìàòðèâàþòñÿ èìåííî îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè. Ëèíåéíûå ìîäåëè

ïîðîé ñëèøêîì ïðîñòûå, ÷òîáû îïèñàòü âñþ ìîäåëü, ïîýòîìó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ

öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ëèíåéíûå ìîäåëè.

Äàëåå ìû îáñóäèì ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê äëÿ ôóíêöèè êâàçè-ïðàâäîïîäîáèÿ,

ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåäóðà ÷åðåäîâàíèÿ ìàêñè-

ìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè) èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ

ïîëíîé ðàçìåðíîñòè íåâîçìîæíû èëè î÷åíü òðóäíî ðåàëèçóåìû.

Ïóñòü L(v) ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, ãäå âåêòîð v = (θ, η) ìîæåò áûòü ðàç-

ëîæåí êàê öåëåâîé ïàðàìåòð θ è ïàðàìåòð η, êîòîðûé íàñ íå èíòåðåñóåò. Ìå-

òîä ÷åðåäóþùåéñÿ ìàêñèìèçàöèè ýòî èòåðàòèâíûé àëãîðèòì íà÷èíàþùèéñÿ ñ

êàêîãî-òî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ v◦ ∈ Rp+q è ïðàâèëîì îáíîâëåíèÿ êàê ïîêàçàíî

íèæå

ṽk,k
def
= (θ̂k, η̂k) =

(
θ̂k, argmax

η∈Rq

L(θ̂k, η)

)
,

ṽk+1,k
def
= (θ̂k+1, η̂k) =

(
argmax
θ∈Rp

L(θ, η̂k), η̂k

)
.(3.1)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòàðàåìñÿ îòâåòèòü íà íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå âîïðîñû,

âîçíèêàþùèå ñ îïèñàííîé âûøå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé: Ñõîäèòüñÿ ëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü
(
θ̂k

)
? Êàêîâà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè? Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòüñÿ ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ṽ?

3.1. Ñõîäèìîñòü ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíèì èç îñ-

íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðî ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîé
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ïðîöåäóðû ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ

ìîäåëåé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ìîäåëü çàäàíà êàê â (2.2) è ïîëîæèì v = (θ, η) ∈ Rp+q.
L(v) îïðåäåëåíà â (2.3) è D2 = −∇2EL(v∗) ìàòðèöà Ãåññå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé

ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L(v) â áëî÷íî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

(
D2 A
AT H2

)
â òî÷êå

ṽ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ
def
= ‖D−1AH−1‖2

op
< 1 è óñëîâèå ‖D−1∇2EL(v)D−1 −

Ip+q‖ ≤ δ(r) ≤ δ âûïîëíåíî, ãäå Ip+q � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ÷åðåäóþùåéñÿ ìàê-

ñèìèçàöèè ñõîäèòüñÿ ê θ̃ = Πθṽ
def
= Πθ arg maxv L(v), à Πθ ïðîåêòîð âåêòîðà íà

ñâîé ïîäâåêòîð θ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Îáîçíà÷åíèå ṽk(+1),k èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçóëüòàò

âåðåí äëÿ ṽk,k è ṽk+1,k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì (2.13) â òåðìèíàõ θ è η

L(v, ṽ) =

−1

2
‖D2(θ − θ̃)‖2 − 1

2
‖H2(η − η̃)‖2 − (θ − θ̃)TA(η − η̃) + α(v, ṽ).(3.2)

Ïóñòü θ◦ åñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è èñïîëüçóÿ ìåòîä îïèàííûé â (3.1) ïîëó÷àåì

η̂0 = η̃(θ◦) =

argmin
η

[
1

2
‖D2(θ◦ − θ̃)‖2 +

1

2
‖H2(η − η̃)‖2 + (θ◦ − θ̃)TA(η − η̃) + α(v, ṽ)

]
.

Òîãäà, óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äàåò íàì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

H2(η̂0 − η̃) = AT (θ̃ − θ◦) +∇ηα(ṽ0,0, ṽ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðåøåíèå θ̂1
def
= θ̃(η̂0) èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó

D2(θ̂1 − θ̃) = A(η̃ − η̂0) +∇θα(ṽ1,0, ṽ).

Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ÷åðåäóþùåéñÿ ìàêñèìèçàöèè äàåò íàì ñëåäóþùóþ

ðåêóðñèâíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàâèñÿùóþ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ:{
H2(η̂k − η̃) = AT (θ̃ − θ̂k) +∇ηα(ṽk,k, ṽ)

D2(θ̂k+1 − θ̃) = A(η̃ − η̂k) +∇θα(ṽk+1,k, ṽ).

èëè {
H2(η̂k − η̃) = AT (θ̃ − θ̂k) +∇ηα(ṽk,k, ṽ)

D(θ̂k+1 − θ̃) = D−1A(η̃ − η̂k) +D−1∇θα(ṽk+1,k, ṽ).
(3.3)
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Äàëåå ìû âûðàæàåì (η̃ − η̂k) èñïîëüçóþ âòîðîå óðàâíåíèå (3.3) è ïîäñòàâëÿåì â

ïåðâîå óðàâíåíèå. Â èòîãå, ïîëó÷èì

D(θ̂k+1 − θ̃) = D−1AH−2AT (D−1D)(θ̂k − θ̃) +D−1
[
∇θα(v, ṽ)−AH−2∇ηα(v, ṽ)

]
.

Òåïåðü îïðåäåëèì M◦
def
= D−1AH−2ATD−1 è

Ξ(ṽk(+1),k)
def
= D−1

[
∇θα(ṽk+1,k, ṽ)−AH−2∇ηα(ṽk,k, ṽ)

]
äàåò ñëåäóþùóþ ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó

D(θ̂k+1 − θ̃) = M◦ ·D(θ̂k − θ̃) + Ξ(ṽk(+1),k).(3.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììèðóÿ äëÿ âñåõ k, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, âçÿâ íîðìó

è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

‖D(θ̂k+1 − θ̃)‖ ≤ ‖M◦‖ · ‖D(θ̂k − θ̃)‖+ ‖Ξ(ṽk(+1),k)‖ ≤ ‖M◦‖k · ‖D(θ◦ − θ̃)‖+

k−1∑
`=0

‖M◦‖` · ‖Ξ(ṽk(+1),k)‖ = ‖M◦‖k · ‖D(θ◦ − θ̃)‖+ ‖Ξ(ṽk(+1),k)‖ · 1− ‖M◦‖k

1− ‖M◦‖
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå ρ
def
= ‖D−1AH−1‖ < 1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâûé

÷ëåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êîãäà k ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Äàëåå íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî Ξ(ṽk(+1),k) óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì k.

Äëÿ D−1∇θα(ṽk+1,k, ṽ) Òåîðåìà Ñ.1 â [2] äàåò íóæíóþ âåðõíþþ îöåíêó, êî-

òîðàÿ ñòðåìèòüñÿ ê 0 ñ ðîñòîì k. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó ìîæíî

ïîñòðîèòü âåðõíèå îöåíêè äëÿ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ Ξ(ṽk(+1),k), êîòîðûå, â ñâîþ

î÷åðåäü, äàþò âåðõíóþ îöåíêó äëÿ Ξ(ṽk(+1),k) öåëèêîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ Òåîðåìó Ñ.1 èç [2] è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïî-

ëó÷èì íóæíóþ îöåíêó äëÿ Ξ(ṽk(+1),k). Èòîãî, ïîëó÷àåòñÿ

‖Ξ(ṽk(+1),k)‖ ≤ ‖D−1∇θα(ṽk+1,k, ṽ)‖+ ‖D−1AH−2∇ηα(ṽk,k, ṽ)‖ → 0 êîãäà k →∞.

Îáúåäèíèâ âñå ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

‖D(θ̂k+1 − θ̃)‖ ≤ sk → 0 as k →∞.(3.5)

Èñïîëüçóÿ òå æå âûêëàäêè ÿñíî, êàê ïîëó÷èòü ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè äëÿ ïàðà-

ìåòðà η, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk èç (3.5) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà

êàê ðàäóèñ ýëëèïòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà âîêðóã θ̃, êóäà îöåíêà θ̂k+1 ïîïàäàåò ñ

áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ.
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Çàìå÷àíèå 3.3. Ðåçóëüòàò Òåîðåìû 3.1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî åäèíñòâåííûì óñëî-

âèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
θ̂k

)
ÿâëÿåòñÿ ρ

def
= ‖M◦‖ < 1 è‖D−1∇2EL(v)D−1−

Ip+q‖ ≤ δ. Áîëåå òîãî, íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ θ̃, êîòîðóþ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíî ïîñ÷èòàòü.

3.2. ×åðåäóþùàÿñÿ îöåíêà. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöå-

íîê, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ÷åðåäóþùèõñÿ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ñèëüíûé

è ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ðåçóëüòàò. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, åñòü

äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû, êîòîðûå äåëàþò ïðîáëåìó íåòðèâèàëüíîé. Ïåðâàÿ èç

íèõ � íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ÿâíîå ðåøåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, à âòîðàÿ �

áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü íå èíòåðåñóþùåãîñÿ íàñ ïàðàìåòðà, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæ-

íûì íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå èçâåñòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Àëü-

òåðíàòèâíûé ìåòîä ìàêñèìèçàöèè ïðåîäîëåë ýòè ïðîáëåìû, à íåäîïóñòèìûå ðà-

íåå îöåíêè ïîìåíÿëèñü íà îöåíêè "ïðèáëèæåííûå"ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåäóþùàÿñÿ îöåíêà áëèçêà ê èñòèí-

íîé îöåíêå (θ∗, η∗). Íàïîìíèì, ÷òî

v∗ = (θ∗, η∗)
def
= arg max

v
EL(v).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èçâåñòíà êàê ðàçëîæåíèå Ôèøåðà è ìû ôîðìóëèðóåì åå

â ðàìêàõ îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííûå

â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ðàçëî-

æåíèå Ôèøåðà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû (3.1) è ξ̆
def
= D−1∇̆, ãäå ∇̆ =

∇θ −AH−2∇η.
Òîãäà

‖D(θ̃k − θ∗)− ξ̆‖ → 0, êîãäà k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâàíî íà èäåÿõ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû (3.1). Çäåñü ìû

ðàçëàãàåì ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ âîêðóã v∗.

Ñíà÷àëà ìû èñïîëüçóåì óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷àåì

D(θ̃k − θ∗) = D−1∇θL(v∗)−D−1A(η̃k − η∗) +D−1∇θα(ṽk,k, v
∗)

H(η̃k − η∗) = H−1∇ηL(v∗)−H−1AT (θ̃k−1 − θ∗) +H−1∇ηα(ṽk−1,k, v
∗)(3.6)
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Îñíîâûâàÿñü íà [2] ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüD−1∇θα(ṽk,k, v
∗) èH−1∇ηα(ṽk−1,k, v

∗).

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) âåðíî

D(θ̃k − θ∗) = D−1∇θL(v∗)−D−1[AH−2∇ηL(v∗)−AH−2AT (θ̃k−1 − θ∗) +

AH−2∇ηα(ṽk−1,k, v
∗)] +D−1∇θα(ṽk,k, v

∗),

îòñþäà ñëåäóåò

D(θ̃k − θ∗) = M◦D(θ̃k−1 − θ∗) +D−1
[
∇θL(v∗)−AH−2∇ηL(v∗)

]
+

D−1
{
∇θα(ṽk,k, v

∗)−AH−2∇ηα(ṽk−1,k, v
∗)
}
.(3.7)

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ξ̆, (3.7) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì

D(θ̃k − θ∗)− ξ̆ = M◦D(θ̃k−1 − θ∗) +D−1
{
∇θα(ṽk,k, v

∗)−AH−2∇ηα(ṽk−1,k, v
∗)
}

Äàëåå ñóììèðóÿ ïî âñåì k íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå òîãî, êàê âçÿëè

íîðìû îò îáåèõ ñòîðîí è èñïîëüçóþ ïðåäïîëîæåíèå ρ = ‖M◦‖ < 1, ïîëó÷àåì

‖D(θ̃k − θ∗)− ξ̆‖ ≤ C(ρ) ·D−1
{
∇θα(ṽk,k, v

∗)−AH−2∇ηα(ṽk−1,k, v
∗)
}
,(3.8)

ãäå C(ρ) ýòî êîíñòàíòà çàâèñèùàÿ òîëüêî îò ρ. Îñòàëüíûå ÷ëåíû ìîæíî îöåíèòü

èñïîëüçóÿ Òåîðåìû Ñ.1 èç [2].

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿD−1∇θα(ṽk,k, v
∗)

íóæíî óñëîâèå ‖D−1∇2EL(v)D−1 − Ip+q‖ ≤ δ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû δ > 0.

Íàêîíåö,

‖D(θ̃k − θ∗)− ξ̆‖ ≤ s̆k → 0, êîãäà k →∞.(3.9)

�

Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ̆ ðàâíà íóëþ,

áîëåå òîãî, Var(ξ̆) = D−1V 2D−1.

Çàìå÷àíèå 3.4. Ñòîèò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå Ôèøåðà îñòàåòñÿ âåð-

íûì äàæå â ñëó÷àå êîíå÷íîãî k. Òîãäà, ñîîòâåòñâóþùàÿ íîðìà îãðàíè÷åíà íå

íóëåì, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s̆k ñòðåìÿùåìóñÿ ê íóëþ.

Çàìå÷àíèå 3.5. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ̆ ∈ Rp â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé ñïåöèôèêàöèè

ìîäåëè èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî ‖ξ̆‖2 èìååò õè-êâàäðàò

χ2
p ðàñïðåäåëåíèå ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ñëó÷àå æå íåâåðíîé ñïåöèôèêàöèè

ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèå ‖ξ̆‖2 íåèçâåñòíî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, íî àññèìïòîòè-

÷åñêè îíî èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

65



À. Ã. ÌÈÍÀÑßÍ

3.3. Âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ñûãðàòü ðåøà-

þùóþ ðîëü â ñáëèæåíèè ÷åðåäóþùåãîñÿ ìåòîäà, è åñëè ìû "ïðåóñïååì"ñ íèì,

òîãäà âûèãðûø áóäåò äâîÿêèì. Ïåðâîå � óñëîâèÿ Òåîðåìû (3.1) ìîãóò áûòü îñëàá-

ëåíû è âòîðîå � ÷èñëî èòåðàöèé äëÿ ñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü ñèëüíî ñíèæåíî ïî

ñðàâíåíèþ ñ "ïëîõîé"íà÷àëüíîé òî÷êîé. Õîðîøèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ θ◦ îòíî-

ñÿòñÿ ê ïåðâîìó óñëîâèþ Òåîðåìû (3.1), ò.å. ρ
def
= ‖D−1AH−1‖2 < 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû

M◦ ñîîòâåòñâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì êîòîðûå áîëüøå 1. Ôîðìàëüíî, V
def
=

span (v1, v2, . . . , vl), ãäå

M◦vi = λivi,∀i ∈ {1, . . . , l} è |λi| ≥ 1.

Ëåììà 3.3. Åñëè θ◦ âûáðàí òàê, ÷òî

u ⊥ V,(3.10)

ãäå u
def
= D(θ◦ − θ̃), òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îñíîâàíî íà ïðîñòîì ëèíåéíîé àëãåáðû, òåì íå ìå-

íåå, êðàòêî îáúÿñíèì èäåþ. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ρ
def
= ‖D−1AH−1‖2 < 1

îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, òàê

÷òî ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ýòî âåðíî íåçàâèñèìî îò ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷å-

íèÿ. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì îñëàáèòü ýòîò ðåçóëüòàò "õîðîøèì"âûáîðîì íà-

÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Åñëè ìàòðèöà M◦ èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ

âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî íà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîãëî áû ïîìî÷ü îáðàòèòü

èõ â íóëü, áóäó÷è îðòîãîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå Òåîðåìû 3.1

‖D−1∇2EL(v)D−1 − Ip+q‖ ≤ δ(r) ≤ δ

íèêàê íå îòíîñèòüñÿ ê âûáîðó íà÷àëüíîé òî÷êè è íóæíî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü ÷ëåí

Ξ(ṽk(+1),k). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óñëîâèå íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî â çàâèñèìîñòè

îò íà÷àëüíîé òî÷êè θ◦.

4. ×èñëåííûé ïðèìåð

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ÷èñëåííûé ïðèìåð è ïðîèëëþñòðèðóåì åãî

ñõîäèìîñòü ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñòîëå ëåæàò n ìîíåò è

êòî-òî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îäíó èç ìîíåò è ïîäáðàñûâàåò k ðàç. Ïóñòü â
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äàëüíåéøåì n = 2. Ïóñòü ó ïåðâîé ìîíåòû âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îðëà p1, à äëÿ

âòîðîé � p2. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð, îöåíèòü êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âòîðîñòåïåííîé

çàäà÷åé áóäåò π � âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâîé ìîíåòû.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì âûáîðå ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 10 ðàç è òàêèõ

âûáîðîâ 10, ïîëó÷àåòñÿ 50 íàáëþäåíèé, 2 ïàðàìåòðà, êîòîðûå íàñ èíòåðåñóþò è

îäèí ïàðàìåòð π, îöåíêà êîòîðîé íàì íå èíòåðåñíà.

Ïóñòü èìååì

Ìîíåòà 2: H,T,H, T, T,H, T,H,H, T.

Ìîíåòà 1: H,H,H,H,H,H, T,H,H,H.

Ìîíåòà 1: H,T,H, T,H,H,H,H,H,H.

Ìîíåòà 2: H,T,H, T, T, T, T,H,H, T.

Ìîíåòà 1: H,H,H, T,H,H, T,H,H, T.

Èíôîðìàöèÿ ïðî ìîíåòû çàäàíà ëèøü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, íî àëãîðèòì ýòîãî íå çíàåò. Ïîíÿòíî, ÷òî

p̃1 =
24

24 + 6
= 0.8 p̃2 =

9

9 + 11
= 0.45.

Ïóñòü p◦1 = 0.6 è p◦2 = 0.5 íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìàòðîâ p1, p2. Ïðîâîäÿ àíà-

ëîãèþ ñ ïàðàãðàôîì 3 âèäèì, ÷òî θ ýòî âåêòîð(p1, p2), à η � π. Âåðîÿòíîñòü

ïîëó÷èòü k îðëîâ â 10 ïîäáðàñûâàíèÿõ, ãäå c ∈ {1, 2} ðàâíà

pc(k) = C10
k p

k
c (1− pc)10−k.(4.1)

Çàìåòèì, ÷òî áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò äëÿ îáåèõ ìîíåò îäèíàêîâûé, ñëåäî-

âàòåëüíî, îñòàåòñÿ òîëüêî îòíîøåíèå òàêèõ ôàêòîðîâ pkc (1− pc)10−k äëÿ íåêîòî-

ðûõ k. Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è (4.1) ïîëó÷àåì ñëåóäóþùóþ òàáëèöó

Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ
π 1− π Ìîíåòà 1 Ìîíåòà 2

0.45 0.55 ≈ 2.2H, 2.2T ≈ 2.8H, 2.8T
0.80 0.20 ≈ 7.2H, 0.8T ≈ 1.8H, 0.2T
0.73 0.27 ≈ 5.9H, 1.5T ≈ 2.1H, 0.5T
0.35 0.65 ≈ 1.4H, 2.1T ≈ 2.6H, 3.9T
0.65 0.35 ≈ 4.5H, 1.9T ≈ 2.5H, 1.1T

≈ 21.3H, 8.6T ≈ 11.7H, 8.4T

È òîãäà, â ñëåäóþùåé èòåðàöèè ìû ïîëó÷àåì

p̂
(1)
1 =

21.3

21.3 + 8.6
= 0.71 p̂

(1)
2 =

11.7

8.4 + 11.7
= 0.58.(4.2)
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×èñëî èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è íàñêîëüêî äàëåêî

ìû íàõîäèìñÿ îò îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ p◦1 = 0.6 è p◦2 = 0.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îöåíîê. Òàê æå â Òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ïîëó÷åííûå â ñëó÷àå ñî ñëó-

÷àéíûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

Òàáëèöà 1. Ñõîäèìîñòü ñ ôèêñèðîâàííûì è ñëó÷àéíûì íà÷àëü-
íûì çíà÷åíèåì

Èòåðàöèÿ ôèêñèðîâàííûé ñòàðò ñëó÷àéíûé ñòàðò

p̂
(i)
1 p̂

(i)
2 p̂

(i)
1 p̂

(i)
2

1 0.600000000 0.500000000 0.935954410 0.0659086863
2 0.713012235 0.581339308 0.759177699 0.434881703
3 0.745292036 0.569255750 0.78052855 0.485752725
4 0.768098834 0.549535914 0.79025212 0.505705724
5 0.7831645 0.534617454 0.794205962 0.513867055
6 0.791055245 0.52628116 0.795774011 0.517227986
7 0.794532537 0.522390437 0.79639082 0.518613125
8 0.79592866 0.520729878 0.796632802 0.519183793
9 0.796465637 0.520047189 0.796727694 0.519418794
10 0.796668307 0.519770389 0.796764932 0.519515523
11 0.796744149 0.519658662 0.796779561 0.51955532
12 0.796772404 0.519613607 0.796785317 0.519571692
13 0.796782900 0.519595434

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñõîäèìîñòü ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðîèñõî-

äèò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 4.1. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè (ïîäáðàñûâàíèå ìîíåò)

ìîæíî ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü, íàïðèìåð, äî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

X1, . . . , X` ∼ N(µ1, σ
2
1) è X`+1, . . . , Xn ∼ N(µ2, σ

2
2). Èäåÿ äîâîëüíî îáùàÿ è ìîæåò

áûòü ïðèìåíåíà è â ñëó÷àå n ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé N(µi, σ
2
i ) ,∀i ∈ {1, . . . , n} ñ

ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (pi) ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó i ∈ {1, . . . , n}. Áîëåå òîãî,
âìåñòî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ëþáîå óäîáíîå äëÿ

äàííîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèå.

Abstract. We derived a convergence result for a sequential procedure known as

alternating maximization (minimization) to the maximum likelihood estimator for

a pretty large family of models - Generalized Linear Models (GLMs). Alternating

procedure for linear regression becomes to the well-known algorithm of Alternating
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Least Squares (ALS), because of the quadraticity of log-likelihood function L(v). In

GLMs framework we lose quadraticity of L(v), but still have concavity due to the

fact that error-distribution is from exponential family (EF). Concentration property

makes the Taylor approximation of L(v) up to the second order accurate and makes

possible the use of alternating minimization (maximization) technique. Examples and

experiments con�rm convergence result followed by the discussion of the importance

of initial guess.
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