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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå â ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿ ñïåöèàëü-

íûõ (ìóëüòèîäíîðîäíûõ) ðåãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ìóëüòè-

àíèçîòðîïíûõ ïðîöåññîâ è òðóäíîñòü èõ èçó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþùèé ïîëíûé ñèìâîë íå îáîáùåííî îäíîðîäíûé, êàê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

èëè ïîëóýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [1]-[10]), à ìóëüòèîäíîðîäíûé, è ïîñòðî-

åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò îò ñåáÿ òðóä-

íîñòü. Íî, ïðèìåíÿÿ ñïåöèàëüíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, êîòîðîå

îõâàòûâàåò âñå âåðøèíû âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà (ñì. [11]-

[14]), óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [15]. Â

äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå â ñîáîëåâñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ WN
p (Rn+) (1 < p <∞).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî êîìèòåòà ïî íàóêå Ìèíè-
ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÀ ñîâìåñòíî ñ Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (êîä ïðîåêòà 18RF - 004).
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Ïóñòü Rn åñòü n-ìåðíîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî, à Zn+ − ìíîæåñòâî ìóëü-

òèèíäåêñîâ èç Rn. Ýëåìåíòû Rn è Zn+ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå (ξ, τ), (α, αn),

ãäå, ñîîòâåòñòâåííî, ξ ∈ Rn−1, τ ∈ R1, α ∈ Zn−1
+ , αn ∈ Z1

+.

Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Zn−1
+ îáîçíà÷èì |α| = α1 + · · ·+αn−1, Dk = 1

i
∂
∂xk

(k =

1, . . . , n). Dα = Dα1
1 . . . D

αn−1

n−1 åñòü îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó

ïîðÿäêà |α|
Äëÿ äàííîãî íàáîðà ìóëüòèèíäåêñîâ èç Zn−1

+ îáîçíà÷èì ÷åðåç N íàèìåíüøèé

âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè ýòîãî íàáîðà. Ìíîãîãðàííèê N

íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì, åñëè èìååò âåðøèíó â íà÷àëå êîîðäèíàò è íà

âñåõ êîîðäèíàòíûõ îñÿõ, à âíåøíèå íîðìàëè âñåõ (n − 2)-ìåðíûõ íåêîîðäèíàò-

íûõ ãðàíåé èìåþò ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû. Ïóñòü Nn−2
i (i = 1, . . . , In−2)

åñòü (n− 2)-ìåðíûå íåêîîðäèíàòíûå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà N, ∂′N − ìíîæåñòâî

âñåõ òåõ ìóëüòèèíäåêñîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîé (n − 2)-ìåðíîé

íåêîîðäèíàòíîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà N, N(0) = N \ ∂′N, {α1, α2, . . . , αM} −
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà N îòëè÷íûõ îò íóëÿ. È ïóñòü µi (i =

1, . . . , In−2) åñòü òàêàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ãðàíè Nn−2
i , ïðè êîòîðîé óðàâíåíèå ãè-

ïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé äàííóþ ãðàíü, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (α, µi) = 1. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê N èìååò (n − 2)-ìåðíûå ãðàíè, ñîäåðæàùèå òî÷êè

{α1, . . . , αn−1} \ {αi} (i = 1, . . . , n − 1), ãäå αi = (0, . . . , 0, li, 0, . . . , 0). Âíåøíþþ

íîðìàëü äàííîé ãðàíè îáîçíà÷èì ÷åðåç µi (i = 1, . . . , n − 1). Îáîçíà÷èì òàê-

æå ÷åðåç µ0 =
(
µ0

1, . . . , µ
0
n−1

)
= (1/l1, . . . , 1/ln−1). Ïóñòü γ = (γ1, . . . , γn−1) åñòü

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ (n−2)-ìåðíûå ãðàíè ñ âíåøíè-

ìè íîðìàëÿìè µ1, . . . , µn−1, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ1 < γ2 <

· · · < γn−r ≤ γn−r+1 ≤ · · · ≤ γn−1, ãäå r = 0, 1, . . . , n − 2. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

÷òî max
i=1,...,In−2

|µi| − min
i=1,...,r+1

|µi| < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ⊂ Rn ìíîãîãðàííèê

â Zn+, èìåþùèé âåðøèíû β1, . . . , βM+1, ãäå βi = (αi, 0) (i = 1, . . . ,M), βM+1 =

(0, . . . , 0, 2m) è â Rn+ ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð P (Dx, Dxn) ñ ïî-

ñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai (i = 1, . . . ,M)

(1.1) P (Dx, Dxn) = D2m
xn +

M∑
i=1

aiD
αi

ñ ïîëíûì ñèìâîëîì P (ξ, ξn) = ξ2m
n +

M∑
i=1

aiξ
αi .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð (1.1) åñòü ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð, òî åñòü ñóùåñòâó-

åò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî (ξ, ξn) ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(1.2) |P (ξ, ξn)| ≥ C

(
M∑
i=1

∣∣∣ξαi ∣∣∣+ ξ2m
n

)
.

Ïðèìåðàìè ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå, êâàçèýëëèïòè÷å-

ñêèå îïåðàòîðû, à òàêæå îïåðàòîðû òèïà P (D) =
∑

α∈∂′N
Dα, ãäå N − ïðîèçâîëü-

íûé âïîëíå ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè, èìåþùèå ÷åòíûå êîîðäèíà-

òû. Äëÿ âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêàM îáîçíà÷èì ÷åðåçWM
p

(
Rn+
)

= {f :

f∈Lp
(
Rn+
)
, Dβif∈Lp

(
Rn+
)
, i = 1, . . . ,M + 1} è íàçûâàåì ìóëüòèàíèçîòðîïíûì

ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà ñ íîðìîé ‖f‖WM
p (Rn+) =

M+1∑
i=1

∥∥∥Dβif
∥∥∥
Lp(Rn+)

+ ‖f‖Lp(Rn+).

Èç ðåãóëÿðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà N èìåþò ÷åòíûå êî-

îðäèíàòû, è ïðè äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ ai (i = 1, . . . ,M) ìíîãî÷ëåí

P (ξ, τ) ïî τ èìååò ðîâíîm êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ìíèìû-

ìè ÷àñòÿìè. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ξ îáîçíà÷èì ÷åðåç τ±i (ξ) (i = 1, . . . ,m)

ýòè êîðíè. Îáîçíà÷èì òàêæå

M+(ξ, τ) =

m∏
j=1

(τ − τ+
j (ξ)) =

m∑
i=0

bi(ξ)τ
m−i,

M+
k (ξ, τ) =

k∑
i=0

bi(ξ)τ
m−i, χ =

(
|µ0|+ 1

2m

)(
1− 1

p

)
,

ãäå p > 1 íåêîòîðîå ÷èñëî. Â Rn+ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå:

P (Dx, Dxn)U = f(x, xn), xn > 0, x ∈ Rn−1,(1.3)

∂iU

∂xin

∣∣∣∣
xn=0

= 0, i = 0, 1, . . . ,m− 1.(1.4)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.3)-(1.4), à èìåííî áóäóò

äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû, êîòîðûå ñóòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè f ∈ Lp(Rn+) (1 < p <∞) è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî

ïðè χ > 1 çàäà÷à (1.3)-(1.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U èç êëàññà WM
p (Rn+),

è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 ( íå çàâèñÿùåé îò f) èìååò ìåñòî îöåíêà

(1.5) ‖U‖WM
p (Rn+) ≤ C‖f‖Lp(Rn+).

À ïðè χ ≤ 1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü χ ≤ 1 è f ∈ Lp(Rn+) (1 < p <∞) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè:

(1.6)

∫
Rn−1

xsf(x, xn)dx = 0

ïðè |s| = 0, 1, . . . , L−1, ãäå L − íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå èç íåðàâåíñòâ

(1.7) χ+ Lµ0
min > 1 ≥ χ+ (L− 1)µ0

min,

ãäå µ0
min = min

i=1,...,n−1
µ0
i . Òîãäà äëÿ ëþáîé òàêîé ôóíêöèè f çàäà÷à (1.3)-(1.4)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èç êëàññà WM
p (Rn+), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî (1.5).

2. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â Rn+

Êàê è â ðàáîòàõ [12]-[15], äëÿ ïàðàìåòðà ν > 0 è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îáî-

çíà÷èì

ρN(ξ) =
(
ξ2α1

+ · · ·+ ξ2αM
) 1

2

, G0(ξ, ν) = e−(νρN(ξ))2k ,

G1(ξ, ν) = (−2k)(νρN(ξ))
2k−1

e−(νρN(ξ))2k ,

G2(ξ, ν) = (−2k)ν2k−1(ρN(ξ))
2k
e−(νρN(ξ))2k ,

à Ĝi(t, ν) (i = 0, 1, 2) åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòàõ [12]-[14] èçó÷åíî óñðåäíåíèå ôóíêöèè f ∈ Lp(Rn−1) ÷åðåç ÿäðî

G0(ξ, ν):

fν(x) =
1

(2π)
n−1
2

∫
Rn−1

f(t)Ĝ0(t− x, ν)dt

è ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ Rn−1 ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

(2.1) f(x) = lim
h→0

1

(2π)
n−1
2

h−1∫
h

dν

∫
Rn−1

f(t)Ĝ2(t− x, ν)dt.

Ïðèìåíÿÿ (2.1), ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.3)-(1.4).

Òàê êàê îïåðàòîð P (Dx, Dxn) ðåãóëÿðíûé (ñì. íåðàâåíñòâî (1.2)), òî êîðíè

ìíîãî÷ëåíà P (ξ, τ) ïî τ èìåþò âèä τ±k (ξ) = 2m

√
M∑
i=1

aiξα
i · ω±k (k = 1, . . . ,m), ãäå

ω±k (k = 1, . . . ,m) − êîðíè 2m
√
−1, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ

ïîñòîÿííûõ δ è δ1 èìåþò ìåñòà ñîîòíîøåíèÿ

(2.2) δ 2m
√
ρN(ξ) ≤ |Imτk(ξ)| ≤ δ1 2m

√
ρN(ξ) (k = 1, . . . ,m),

48



ÊÎÐÐÅÊÒÍÀß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ ...

òàê êàê
M∑
i=1

aiξ
αi ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ ρN(ξ).

Êàê è â ðàáîòå [8], îáîçíà÷èì

G+(ξ) = {λ ∈ C; |λ| < 2ρ
1

2m

N (ξ); Im(λ) > δρ
1

2m

N (ξ)},

G−(ξ) = {λ ∈ C; |λ| < 2ρ
1

2m

N (ξ); Im(λ) < −δρ
1

2m

N (ξ)},

à Γ+(ξ) è Γ−(ξ) ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

êîíòóðíûå èíòåãðàëû:

J+(ξ, xn) =
1

2π

∫
Γ+(ξ)

eixnλ

P (ξ, λ)
dλ, J−(ξ, xn) =

1

2π

∫
Γ−(ξ)

eixnλ

P (ξ, λ)
dλ,

Jj(ξ, xn) =
1

2πi

∫
Γ+(ξ)

eixnλM+
m−j(ξ, λ)

M+(ξ, λ)
dλ,

Ij(ξ, xn) =

(
∂

∂yn

)j−1

J−(ξ, yn − xn)

∣∣∣∣
yn=0

, j = 1, . . . ,m.

Ëåììà 2.1. Ïðè xn > 0 è ξ 6= 0 èìåþò ìåñòî îöåíêè

(2.3)∣∣ξαDα
ξD

k
xnJ+(ξ, xn)

∣∣+
∣∣ξαDα

ξD
k
xnJ−(ξ,−xn)

∣∣ ≤ C(ρN(ξ))
1

2m (k+1)−1
e−δxn(ρN(ξ))

1
2m ,

(2.4)
∣∣ξαDα

ξD
k
xnJj(ξ, xn)

∣∣ ≤ C(ρN(ξ))
k

2m−
j−1
2m e−δxn(ρN(ξ))

1
2m , j = 1, . . . ,m

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè C > 0 è δ > 0, íå çàâèñÿùèìè îò ξ è xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2 ðàáîòû [8], äîñòàòî÷íî

äèôôåðåíöèðîâàòü òîëüêî ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ. Ïðè α = 0 äëÿDk
xnJ+(ξ, xn)

èìååì

Dk
xnJ+(ξ, xn) =

1

2π

∫
Γ+(ξ)

λkeixnλ

P (ξ, λ)
dλ.

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâà êîíòóðíîãî èíòåãðàëà, èç íåðàâåíñòâà (2.2) èìååì, ÷òî∣∣Dk
xnJ+(ξ, xn)

∣∣ ≤ C(ρN(ξ))
k

2m−1+ 1
2m e−δxn(ρN(ξ))

1
2m .

Ïóñòü òåïåðü α 6= 0. Äîïóñòèì, ÷òî α = (1, 0, . . . , 0), k = 0. Òîãäà èìååì

|ξ1Dξ1J+(ξ, xn)| ≤ C|ξ1Dξ1ρN(ξ)|
∫

Γ+(ξ)

eiλxn

(λ2m + ρN(ξ))
2 dλ ≤

CρN(ξ)(ρN(ξ))
1

2m−2
e−δxn(ρN(ξ))

1
2m ,

òàê êàê |ξαDα
ξ ρN(ξ)| ≤ CρN(ξ).
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Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ ξαDα
ξD

k
xnJ−(ξ,−xn). Äëÿ îöåíêè

Dk
xnJj(ξ, xn) =

1

2πi

∫
Γ+(ξ)

λkeixnλM+
m−j(ξ, λ)

M+(ξ, λ)
dλ

íóæíî ó÷èòûâàòü (ñì. [7]), ÷òî

1

2πi

∫
Γ+(ξ)

λk−1M+
m−j(ξ, λ)

M+(ξ, λ)
dλ = δkj , j, k = 1, . . . ,m.

�

Ëåììà 2.2. Èìåþò ìåñòà ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

(2.5) Dk−1
xn (J+(ξ, xn) + J−(ξ,−xn))

∣∣∣∣
xn=0

= δk2m, k = 1, . . . , 2m

(2.6) Dk−1
xn Jj(ξ, xn)

∣∣∣∣
xn=0

= δkj , k, j = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1, èìååì(
Dk−1
xn (J+(ξ, xn) + J−(ξ,−xn))

) ∣∣∣∣
xn=0

=

1

2π

 ∫
Γ+(ξ)

λk−1 eixnλ

P (ξ, λ)
dλ+

∫
Γ−(ξ)

λk−1 eixnλ

P (ξ, λ)
dλ

∣∣∣∣
xn=0

=

1

2π

∫
Γ(ξ)

λk−1 eixnλ

P (ξ, λ)
dλ

∣∣∣∣
xn=0

= δk2m, k = 1, . . . , 2m,

ãäå Γ(ξ) − êîíòóð, îõâàòûâàþùèé âñå êîðíè τ±j (ξ), j = 1, . . . ,m.

Äëÿ Dk−1
xn Jj(ξ, xn) èìååì

Dk−1
xn Jj(ξ, xn)

∣∣∣∣
xn=0

=
1

2πi

∫
Γ+(ξ)

λk−1eixnλM+
m−j(ξ, λ)

M+(ξ, λ)
dλ

∣∣∣∣
xn=0

= δkj ,

k, j = 1, . . . ,m. �

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3)-(1.4).

Áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðàáîò [8] è [12], òî åñòü ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå, êàê è â ðàáîòå [8], ñ ïðèìåíåíèåì ñïåöèàëüíûõ ÿäåð Gj(ξ, ν) (j = 0, 1, 2) èç
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ðàáîòû [12]. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

U+
h (x, xn) =

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

xn∫
0

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν,

U−h (x, xn) =

− 1

(2π)
n−1

h−1∫
h

∞∫
xn

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)J−(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν,

Ujh(x, xn) =

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)Jj(ξ, xn)

∞∫
0

Ij(ξ, yn)f(y, yn)dyndξdydν,

j = 1, . . . ,m,

(2.7) Uh(x, xn) = U+
h (x, xn) + U−h (x, xn) +

m∑
j=1

Ujh(x, xn)

è äîêàæåì, ÷òî Uh(x, xn) � ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3)-(1.4).

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãà-

òåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 3.1. Åñëè βi = (αi, 0) èëè βM+1 = (0, . . . , 0, 2m), ãäå αi ∈ ∂′N (i =

1, . . . ,M), òî DβiU±h ∈ Lp(Rn) (i = 1, . . . ,M + 1) è äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëü-

íîé ïîñòîÿííîé C (íå çàâèñÿùåé îò h) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(3.1)
∥∥∥Dβi(U+

h + U−h )
∥∥∥
Lp(Rn+)

≤ C‖f‖Lp(Rn+),

ïðè÷åì ïðè h1, h2 → 0

(3.2)
∥∥∥Dβi(U+

h1
+ U−h1

)−Dβi(U+
h2

+ U−h2
)
∥∥∥
Lp(Rn+)

→ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé βM+1 = (0, . . . , 0, 2m). Èç ïðåä-

ñòàâëåíèÿ U±h (x, xn), êàê è â ðàáîòå [8], èìååì, ÷òî

D2m
xn (U+

h (x, xn) + U−h (x, xn)) =

1

(2π)
n−1D

2m
xn

h−1∫
h

xn∫
0

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)(J+(ξ, xn − yn)+

J−(ξ, xn − yn))f(y, yn)dξdydyndν−

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

∞∫
0

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)D2m
xn J−(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν.

Îòñþäà è èç òîæäåñòâ (2.5) èìååì

D2m
xn (U+

h (x, xn) + U−h (x, xn)) =

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)f(y, xn)dξdydν+

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

xn∫
0

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)D2m
xn J+(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν−

1

(2π)
n−1

h−1∫
h

∞∫
xn

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)D2m
xn J−(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν =

fh(x, xn) + v+
h (x, xn) + v−h (x, xn).

Èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

C > 0 ‖fh‖Lp(Rn+) ≤ C‖f‖Lp(Rn+). Îöåíèì v
±
h (x, xn). Òàê êàê îíè îöåíèâàþòñÿ àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì, òî îöåíèì v+
h (x, xn). Êàê è â ðàáîòå [8], ïðåäñòàâèì v+

h (x, xn)

â âèäå

(3.3) v+
h (x, xn) =

∫
Rn

eixξ+ixnξnµ(ξ, ξn)K(ξ, h)f̂θ(ξ, ξn)dξdξn,

ãäå

K(ξ, h) =
1

(2π)
n−1
2

h−1∫
h

G2(ξ, ν)dν,

f̂θ(ξ, ξn) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−iξy−iξnynθ(yn)f(y, yn)dydyn,
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ãäå θ(yn) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à

µ(ξ, ξn) =
√

2π

∞∫
0

e−iξnynD2m
yn J+(ξ, yn)dyn.

Ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ (3.3) îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ µ(ξ, ξn)K(ξ, h) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ï.È. Ëèçîðêèíà î ìóëüòèïëèêàòîðàõ [16], òî åñòü

ÿâëÿåòñÿ (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîðîì, êîòîðûé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî h. Òàê

êàê ïðîèçâåäåíèå (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîðîâ òîæå (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîð, òî

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç ìíîæèòåëåé µ è K ÿâëÿåòñÿ (Lp, Lp)-ìóëü-

òèïëèêàòîðîì. Ðàññìîòðèì K(ξ, h). Èìååì

|K(ξ, h)| = 1

(2π)
n−1
2

∣∣∣∣∣∣∣
h−1∫
h

(2k)ν2k−1(ρN(ξ))
2k
e−(νρN(ξ))2kdν

∣∣∣∣∣∣∣ =

2k
h−1ρN(ξ)∫
hρN(ξ)

t2k−1e−t
2k

dt

(2π)
n−1
2

è, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [15], K(ξ, h) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì, êîòîðûé ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åí ïî h.

Èçó÷èì µ(ξ, ξn), òî åñòü äîêàæåì, ÷òî ïðè ξj 6= 0 (j = 1, . . . , n) |ξβDβ
ξ µ(ξ)| ≤ C,

ãäå βi = 0 èëè βi = 1. Ïðè βn = 1 èìååì

ξβξnD
β
ξDξnµ(ξ, ξn) = ξβDβ

ξ

∞∫
0

ynDyn(e−iξnyn)D2m
yn J+(ξ, yn)dyn =

−ξβDβ
ξ

∞∫
0

e−iξnyn
(
D2m
yn J+(ξ, yn) + ynD

2m+1
yn J+(ξ, yn)

)
dyn.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.3), ïîëó÷àåì∣∣∣ξβξnDβ
ξDξnµ(ξ, ξn)

∣∣∣ ≤
C

∞∫
0

(
(ρN(ξ))

1
2m e−δyn(ρN(ξ))

1
2m + yn(ρN(ξ))

1
m e−δyn(ρN(ξ))

1
2m

)
dyn ≤ C = C(δ).

Ïðè βn = 0, îïÿòü ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.3), èìååì∣∣∣ξβDβ
ξ µ(ξ, ξn)

∣∣∣ ≤ C ∞∫
0

(ρN(ξ))
1

2m e−δyn(ρN(ξ))
1

2m dyn ≤ C(δ),

òî åñòü µ(ξ, ξn)K(ξ, h) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì ïî h (Lp, Lp)-ìóëüòè-

ïëèêàòîðîì è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0∥∥v+
h

∥∥
Lp(Rn+)

≤ C‖f‖Lp(Rn+).
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Ïóñòü òåïåðü β = (α, 0), ãäå α ∈ ∂′N. Àíàëîãè÷íî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

äîñòàòî÷íî îöåíèòü DαU+
h (x, xn). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ U+

h (x, xn) è èç ñîîáðàæåíèé

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, èìååì, ÷òî

DαU+
h (x, xn) =

xn∫
0

∫
Rn−1

eixξξαK(ξ, h)J+(ξ, xn − yn)f̂θ(ξ, yn)dξdyn.

Ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ

µ(ξ, ξn) = ξα
∞∫

0

e−iξnynJ+(ξ, yn)dyn

ïîëó÷èì, ÷òî

DαU+
h (x, xn) =

∫
Rn

eixξ+ixnξnµ(ξ, ξn)K(ξ, h)f̂θ(ξ, ξn)dξdξn.

Êàê äîêàçàíî âûøå,K(ξ, h) åñòü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé ïî h (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîð,

ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî µ(ξ, ξn) åñòü (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîð.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1, èìååì, ÷òî

|µ(ξ, ξn)| ≤
∣∣∣∣ ξα

ρN(ξ)

∣∣∣∣
∞∫

0

(ρN(ξ))
1

2m e−δyn(ρN(ξ))
1

2m dyn.

Âòîðîé ìíîæèòåëü îãðàíè÷åí, à äëÿ ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ èìååì: òàê êàê α ∈ ∂′N,
òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [17], ξα/ρN(ξ) ÿâëÿåòñÿ (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîðîì.

Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ξβDβ
ξ µ(ξ, ξn), ãäå β = (β1, . . . , βn) − âåêòîð ñ êîîð-

äèíàòàìè 0 èëè 1. Ñïåðâà îöåíèì ξkDξkµ(ξ, ξn) (k = 1, . . . , n− 1). Èìååì

ξkDξkµ(ξ, ξn) = αkξ
α

∞∫
0

e−iξnynJ+(ξ, yn)dyn + ξα
∞∫

0

e−iξnynξkDξkJ+(ξ, yn)dyn

è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1, èìååì, ÷òî

|ξkDξkµ(ξ, ξn)| ≤ C ξα

(ρN(ξ))

∞∫
0

(ρN(ξ))
1

2m e−δyn(ρN(ξ))
1

2m dyn ≤ C.
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Ïóñòü k = n. Èìååì

|ξnDξnµ(ξ, ξn)| =

∣∣∣∣∣∣ξα
∞∫

0

ynDyne
−iξnynJ+(ξ, yn)dyn

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ξα
∞∫

0

(
e−iξnynJ+(ξ, yn) + ynDynJ+(ξ, yn)

)
dyn

∣∣∣∣∣∣ ≤
C

ξα

ρN(ξ)

∞∫
0

(
(ρN(ξ))

1
2m e−δyn(ρN(ξ))

1
2m + yn(ρN(ξ))

1
m e−δyn(ρN(ξ))

1
2m

)
dyn ≤

C = C(δ).

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ ξβDβ
ξ µ(ξ, ξn), ãäå βi = 0 èëè βi = 1 (i = 1, . . . , n), è òåì

ñàìûì íåðàâåíñòâî (3.1) äîêàçàíî. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (3.2) ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. �

Ïåðåõîäèì ê îöåíêå ÷ëåíîâ Uj,h, j = 1, . . . ,m.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü βi = (αi, 0), ãäå αi ∈ ∂′N (i = 1, . . . ,M) èëè βM+1 =

(0, . . . , 0, 2m). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

(3.4)
∥∥∥DβiUjh

∥∥∥
Lp(Rn+)

≤ C‖f‖Lp(Rn+), (j = 1, . . . ,m),

ïðè÷åì ïðè h1, h2 → 0

(3.5)
∥∥∥DβiUjh1

−DβiUjh2

∥∥∥
Lp(Rn+)

→ 0, (i = 1, . . . ,M + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β = (α, 0), ãäå α ∈ ∂′N. Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 3.1, èìååì, ÷òî

Dα
xUjh(x, xn) =

∫
Rn−1

eixξξαK(ξ, h)Jj(ξ, xn)

∞∫
0

Ij(ξ, yn)f̂(ξ, yn)dyndξ, (j = 1, . . . ,m).

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ôóíêöèè Jj(ξ, xn) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.4), ïîëó÷àåì

Jj(ξ, xn)

∞∫
0

Ij(ξ, yn)f̂(ξ, yn)dyn =

−
∞∫

0

Dzn

Jj(ξ, xn + zn)

∞∫
0

Ij(ξ, yn + zn)f̂(ξ, yn)dyn

 dzn.
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Ïðèìåíÿÿ äàííîå òîæäåñòâî, ïîëó÷àåì

−Dα
xUjh(x, xn) =

∫
Rn−1

+∞∫
−∞

eixξθ(xn + zn)DznJj(ξ, xn + zn)ξαK(ξ, h)θ(zn)·

 ∞∫
0

Ij(ξ, yn + zn)f̂(ξ, yn)dyn

 dzndξ+

∫
Rn−1

+∞∫
−∞

eixξθ(xn + zn)Jj(ξ, xn + zn)ξαK(ξ, h)θ(zn)·

 ∞∫
0

DznIj(ξ, yn + zn)f̂(ξ, yn)dyn

 dzndξ = Φ1(x, xn) + Φ2(x, xn).

Êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îöåíèì Φ1(x, xn). Êàê è â

ðàáîòå [8], ïðåäñòàâèì Φ1(x, xn) â âèäå

Φ1(x, xn) = −
∫
Rn

eixξ−ixnξnµ(ξ, ξn)

+∞∫
−∞

e−iξntn ·

(3.6)

θ(tn)

+∞∫
−∞

ξα(ρN(ξ))
− j−1

2m Ij(ξ, yn + tn)K(ξ, h)θ(yn)f̂(ξ, yn)dyn

 dtndξdξn,

ãäå

µ(ξ, ξn) =

∞∫
0

eiξnzn(ρN(ξ))
j−1
2m DznJj(ξ, zn)dzn

è ïîêàæåì, ÷òî µ(ξ, ξn) − (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîð. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

|DznJj(ξ, zn)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
Γ+(ξ)

λeiznλM+
m−j(ξ, λ)

M+(ξ, λ)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C(ρN(ξ))
1

2m−
j−1
2m e−δzn(ρN(ξ))

1
2m ,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C èìååì, ÷òî |µ(ξ, ξn)| ≤ C.
Îöåíèì ξnDξnµ(ξ, ξn). Ó÷èòûâàÿ ëåììó 2.1, èìååì

ξnDξnµ(ξ, ξn) =

∞∫
0

znDzne
iξnzn(ρN(ξ))

j−1
2m DznJj(ξ, zn)dzn =

−
∞∫

0

eiξnzn(ρN(ξ))
j−1
2m DznJj(ξ, zn)dzn −

∞∫
0

zne
iξnzn(ρN(ξ))

j−1
2m D2

znznJj(ξ, zn)dzn.
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Êàê óæå îöåíèëè âûøå, ïåðâîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, à

âòîðîå ñëàãàåìîå ïî ëåììå 2.1 îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

∞∫
0

zn(ρN(ξ))
j−1
2m (ρN(ξ))

− j−1
2m + 1

m e−δzn(ρN(ξ))
1

2m dzn ≤ C(δ).

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ξβξnD
β
ξDξnµ(ξ, ξn), ãäå βi = 0 èëè 1.

Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç F (ξ, tn) òî âûðàæåíèå â ôîðìóëå (3.6), êîòîðîå íàõî-

äèòñÿ â ñêîáêàõ è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

(3.7)

∥∥∥∥∥∥
∫

Rn−1

eiyξF (ξ, tn)dξ

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ C‖f‖Lp(Rn+).

Îòñþäà ïî òåîðåìå î ìóëüòèïëèêàòîðàõ (ñì. [16]) èìååì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïî-

ñòîÿííîé C > 0

(3.8) ‖Φ1‖Lp(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn+).

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.7),

èìååì, ÷òî∥∥∥∥∥∥
∫

Rn−1

eiyξF (ξ, tn)dξ

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤

∥∥∥∥∥∥
∫
Rn

eiyξ−itnξn µ̃(ξ, ξn)K(ξ, h)f̂θ(ξ, ξn)dξdξn

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

,

ãäå

µ̃(ξ, ξn) =

∞∫
0

eiξnznξα(ρN(ξ))
− j−1

2m Ij(ξ, zn)dzn.

Òåïåðü íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî µ̃(ξ, ξn) åñòü (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîð. Èç îïðåäåëå-

íèÿ Ij(ξ, xn) (j = 1, . . . ,m) è èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

|Ij(ξ, xn)| ≤ C(ρN(ξ))
j

2m−1
e−δxn(ρN(ξ))

1
2m ,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ µ̃(ξ, ξn) èìååì, ÷òî

|µ̃(ξ, ξn)| ≤ C
∞∫

0

(ρN(ξ))
1

2m
ξα

ρN(ξ)
e−δxn(ρN(ξ))

1
2m dxn ≤ C = C(δ),
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òàê êàê ξα/ρN(ξ) ïðè α ∈ ∂′N ÿâëÿåòñÿ (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîðîì. Òåïåðü îöå-

íèì ξnDξn µ̃(ξ, ξn). Èìååì

ξnDξn µ̃(ξ, ξn) =

∞∫
0

ξnzne
iξnznξα(ρN(ξ))

− j−1
2m Ij(ξ, zn)dzn =

∞∫
0

znDzn(eiξnzn)ξα(ρN(ξ))
− j−1

2m Ij(ξ, zn)dzn =

− ξα

ρN(ξ)
(ρN(ξ))

1− j−1
2m

 ∞∫
0

eiξnznIj(ξ, zn)dzn +

∞∫
0

eiξnznznDznIj(ξ, zn)dzn

 .

Ïåðâûé ìíîæèòåëü ξα/ρN(ξ) îãðàíè÷åí, îöåíèì îñòàëüíûå. Èç ëåììû 2.1 ïîëó-

÷èì

(ρN(ξ))
1− j−1

2m

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

eiξnznIj(ξ, zn)dzn

∣∣∣∣∣∣ ≤
C(ρN(ξ))

1− j−1
2m

∞∫
0

(ρN(ξ))
1

2m+ j−1
2m −1

e−δzn(ρN(ξ))
1

2m dzn ≤ C = C(δ).

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååì

(ρN(ξ))
1− j−1

2m

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

eiξnznznDznIj(ξ, zn)dzn

∣∣∣∣∣∣ ≤
C(ρN(ξ))

1− j−1
2m

∞∫
0

(ρN(ξ))
1

2m+ j
2m−1

zne
−δzn(ρN(ξ))

1
2m dzn ≤ C(δ).

Åñëè βn = 0, òî äëÿ ξkDξk µ̃(ξ, ξn) (k = 1, . . . , n− 1) èìååì

ξkDξk µ̃(ξ, ξn) = ξk

∞∫
0

eiξnznDξk

(
ξα

ρN(ξ)
(ρN(ξ))

1− j−1
2m Ij(ξ, zn)

)
dzn.

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî ξα/ρN(ξ), òî âûðàæåíèÿ ξkDk(ξα/ρN(ξ)), k = 1, . . . , n−
1 îãðàíè÷åíû. Åñëè áåðåòñÿ ïî (ρN(ξ))

1− j−1
2m , òî∣∣∣ξkDk(ρN(ξ))

1− j−1
2m

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ξk(ρN(ξ))
− j−1

2m

∣∣∣ · |DξkρN(ξ)| ≤

∣∣∣∣ξkDξkρN(ξ)

ρN(ξ)

∣∣∣∣ (ρN(ξ))
1− j−1

2m ≤ C(ρN(ξ))
1− j−1

2m .
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Åñëè æå ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî Ij(ξ, zn), òî èç ëåììû 2.1 ïîëó÷èì

|ξkDξkIj(ξ, zn)| =

∣∣∣∣∣ξk ∂

∂ξk

(
∂

∂yn

)j−1

J−(ξ, yn − xn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣
yn=0

≤

C(ρN(ξ))
j−1
2m −1+ 1

2m e−δxn(ρN(ξ))
1

2m .

Òî åñòü èç âñåõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî µ̃(ξ, ξn) ÿâëÿåòñÿ (Lp, Lp)-ìóëüòèïëèêàòîðîì,

ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.8). Îñòàëüíûå îöåíêè äîêàçûâàþòñÿ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. �

Íàêîíåö, ïåðåõîäèì ê îöåíêå Uh(x, xn). Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì èçó÷àòü

òîò ñëó÷àé, êîãäà âïîëíå ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê N èìååò îäíó âåðøèíó àíè-

çîòðîïíîñòè α = (α1, α2, . . . , αn−1) è α1 < α2 < · · · < αn−1. Äëÿ òàêèõ ìíîãî-

óãîëüíèêîâ â ðàáîòå [13] (îáùèé ñëó÷àé ñì. [14]) äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè

(ñì. ëåììû 1.1 è 1.5).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà

m = (m1, . . . ,mn−1) è ëþáîãî ÷åòíîãî âûïðÿìëÿþùåãî ÷èñëà N ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííàÿ C0 è íàáîð âåêòîðîâ α = (α1, α2, . . . , αn−1), β = (β1, . . . , βn−2, 0),

. . . , σ = (σ1, 0, . . . , 0) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν : 0 < ν < 1 èìåþò ìåñòà

íåðàâåíñòâà

(3.9)∣∣∣DmĜr (t, ν)
∣∣∣ ≤ C0ν

− max
i=1,...,In−2

(|µi|+(m,µi))
· 1

1 + ν−N (tNα + tNβ + · · ·+ tNσ1
1 )

,

ãäå r = 0, 1.

Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà m è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ñóùåñòâó-

åò ïîñòîÿííàÿ C0, òàêàÿ, ÷òî ïðè ν > 1 èìåþò ìåñòà íåðàâåíñòâà

(3.10)
∣∣∣DmĜr (t, ν)

∣∣∣ ≤ C0ν
−(|µ0|+(m,µ0)) · 1

1 + ν−N (tNl11 + · · ·+ t
Nln−1

n−1 )
,

ãäå r = 0, 1.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â ðàáîòàõ [13]-[14] â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåììàõ ó÷àñòâóþò

òàêæå ìíîãî÷ëåíû ïî | ln ν|, íî òàê êàê ýòè ñëàãàåìûå íå âëèÿþò íà ñõîäè-

ìîñòü èíòåãðàëà ïî ν, òî çäåñü è â äàëüíåéøåì, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, ìû

êîýôôèöèåíòû ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ÷èòàåì íóëÿìè, êðîìå C0.

Ïðèìåíÿÿ ëåììû 3.3 è 3.4, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 3.5. Åñëè f ∈ Lp(Rn+) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü K = suppf è ïðè

χ ≤ 1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (1.6), òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-

íàÿ C = C(K) > 0, ÷òî ïðè ëþáîì h > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(3.11)
∥∥U+

h + U−h
∥∥
Lp(Rn+)

≤ C‖f‖Lp(Rn+)

è ïðè h1, h2 → 0

(3.12)
∥∥(U+

h1
+ U−h1

)− (U+
h2

+ U−h2
)
∥∥
Lp(Rn+)

→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ > 1. Ïðîâåäåì îöåíêó ôóíêöèè U+
h (x, xn) (U−h (x, xn)

îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Êàê è â ðàáîòå [8], ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

K+(ν, x, xn) =

∫
Rn−1

eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)θ(xn)dξ

è, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, èìååì

∥∥U+
h

∥∥
Lp(Rn+)

≤
h−1∫
1

∥∥∥∥∥∥
∫
Rn

K+(ν, x− y, xn − yn)θ(yn)f(y, yn)dydyn

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

dν+

1∫
h

∥∥∥∥∥∥∥
∫
Rn+

K+(ν, x− y, xn − yn)θ(yn)f(y, yn)dydyn

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

dν = A1,h +A2,h.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ïî îòäåëüíîñòè. Ñïåðâà îöåíèì A2h. Ïðèìåíÿÿ íåðà-

âåíñòâî Þíãà, èìååì

A2,h ≤
1∫
h

‖K+(ν, x, xn)‖L1(Rn)dν · ‖f‖Lp(Rn+).

Ïðåäñòàâèì ‖K+(ν, x, xn)‖L1(Rn) â âèäå

‖K+(ν, x, xn)‖L1(Rn) =

∫
Rn

1

1 + ν−N (xNα + xNβ + · · ·+ xNσ1
1 )

·

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn−1

(
1 + ν−N

(
DNα
ξ + · · ·+DNσ1

ξ1

))
eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)θ(xn)dξ

∣∣∣∣∣∣ dxndx.
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Äàëåå èìååì

A =

∫
R1

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn−1

eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)θ(xn)dξ

∣∣∣∣∣∣ dxn ≤
C

∞∫
0

∫
Rn−1

ν2k−1(ρN(ξ))
2k
e−(νρN(ξ))2k

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Γ+(ξ)

eixnλ

P (λ, ξ)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣ dξdxn ≤
C

∫
Rn−1

∞∫
0

ν2k−1(ρN(ξ))
2k
e−(νρN(ξ))2k(ρN(ξ))

1
2m−1

e−δxn(ρN(ξ))
1

2m dxndξ.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îáîçíà÷èâ tn = xn(ρN(ξ))
1

2m è ïðèìåíèâ ëåììó 3.3 (ñì.

íåðàâåíñòâî (3.9)), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ = ν−µ
1

η, ïîëó÷àåì

A ≤ Cν
− max
i=1,...,In−2

|µi|
.

Òåïåðü îöåíèì

B = ν−N
∫
R1

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn−1

DNα
ξ eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)θ(xn)dξ

∣∣∣∣∣∣ dxn.
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì, ÷òî

B ≤ Cν−N
∞∫

0

∫
Rn−1

∑
γ+β=Nα

∣∣∣Dγ
ξ (G2(ξ, ν))

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣Dβ

ξ

∫
Γ+(ξ)

eixnλ

λ2m + ρN(ξ)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣ dξdxn.
Åñëè ïðèìåíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ = ν−µ

i

η (äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , In−2),

òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðèìåò âèä

B ≤ Cν−N−|µ
i|+(Nα,µi)·

∞∫
0

∫
Rn−1

∑
γ+β=Nα

∣∣∣∣η−βDγ
η

((
νρN(ν−µ

i

η)
)2k

e
−
(
νρN(ν−µ

i
η)

)2k
)∣∣∣∣ ·∣∣∣∣∣∣∣ηβDβ

η

∫
Γ+(η)

e
i xn

ν
1

2m

ν
1

2m λ

(λν
1

2m )
2m

+ νρN(ν−µiη)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣ dηdxn.
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Íàêîíåö, åñëè â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ν
1

2mλ = τ è

ïðèìåíèòü ëåììó 2.1, èìååì

B ≤ Cν−N−|µ
i|− 1

2m+(Nα,µi)·
∞∫

0

∫
Rn−1

∑
γ+β=Nα

∣∣∣∣η−β(νρN(ν−µ
i

η)
)−1

Dγ
η

((
νρN(ν−µ

i

η)
)2k

e
−
(
νρN(ν−µ

i
η)

)2k
)∣∣∣∣ ·

(
νρN(ν−µ

i

η)
) 1

2m

e
− δxn

ν1/(2m)

(
νρN(ν−µ

i
η)

) 1
2m

dηdxn ≤ Cν−N−|µ
i|+(Nα,µi)·∫

Rn−1

∑
γ+β=Nα

∣∣∣∣η−β(νρN(ν−µ
i

η)
)−1

Dγ
η

((
νρN(ν−µ

i

η)
)2k

e
−
(
νρN(ν−µ

i
η)

)2k
)∣∣∣∣ dη.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èëè ïîñëå èçìåíåíèÿ ìåñòà èíòåãðèðîâàíèÿ è êàê

âûøå îöåíêè èíòåãðàëà ïî xn. Òåïåðü, òàê êàê (Nα, µi)−N ≥ 0 (i = 1, . . . , In−2)

è äëÿ ëþáîãî α ∈ ∂′N (α, µi) ≤ 1, à ν1−(α,µi) ≤ 1, òî, âûáèðàÿ k íàñòîëüêî

áîëüøèì, ÷òîáû âñå ñòåïåíè η áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, èìååì, ÷òî

B ≤ ν
− max
i=1,...,In−2

|µi|
.

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî

A2,h ≤ C
1∫
h

ν
− max
i=1,...,In−2

|µi| ∫
Rn−1

dx

1 + ν−N (xNα + xNβ + · · ·+ xNσ)
dν · ‖f‖Lp(Rn+).

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = νµ
1

t è ïðèìåíèâ ëåììó

1.2 ðàáîòû [13] î òîì, ÷òî èíòåãðàë ïî x ñõîäèòñÿ, èìååì, ÷òî

A2,h ≤ C
1∫
h

ν
− max
i=1,...,In−2

|µi|+|µ1|
dν · ‖f‖Lp(Rn+) ≤ C‖f‖Lp(Rn+),

òàê êàê ïî óñëîâèþ íà ìíîãîãðàííèê N max
i=1,...,In−2

|µi| − min
i=1,...,r+1

|µi| < 1.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê îöåíêå A1,h, ãäå ν > 1. Îïÿòü, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

Þíãà, ïîëó÷àåì

A1,h ≤
h−1∫
1

‖K+(ν, x, xn)‖Lp(Rn) · ‖f‖L1(Rn+).
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Îöåíèì ïåðâûé ìíîæèòåëü. Èìååì

‖K+(ν, x, xn)‖Lp(Rn+) =

( ∫
Rn−1

∞∫
0

(
1

1 + ν−N (xl11 + · · ·+ x
ln−1

n−1 )

)p
·

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn−1

(
1 + ν−N

(
Dl1
ξ1

+ · · ·+D
ln−1

ξn−1

))
eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)dξ

∣∣∣∣∣∣
p

dxdxn

) 1
p

.

(3.13)

Äîñòàòî÷íî îöåíèòü îäèí èç èíòåãðàëîâ (îöåíêà îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïðîâîäèò-

ñÿ àíàëîãè÷íî).

I1 =

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn−1

ν−NDNl1
ξ1

eixξG2(ξ, ν)J+(ξ, xn)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
Cν−N

∑
γ+β=Nl1

∫
Rn−1

∣∣∣Dγ
ξ1

(
ν2k−1(ρN(ξ))

2k
e−(νρN(ξ))2k

)∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣Dβ

ξ1

∫
Γ+(ξ)

eixnλdλ

λ2m + ρN(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣ dξ =

Cν−N
∑

γ+β=Nl1

∫
Rn−1

∣∣∣Dγ
ξ1

(νρN(ξ))
2k
e−(νρN(ξ))2k

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣Dβ

ξ1

∫
Γ+(ξ)

e
i xn

ν
1

2m

ν
1

2m λ
dλ

(λν
1

2m )
2m

+ νρN(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣ dξ.
Åñëè ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ν

1
2mλ = τ , ñäåëàòü çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ ξ = ν−µ
0

η è ïðèìåíèòü ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (1.8) ðàáîòû [13],

ïîëó÷èì, ÷òî

I1 ≤ Cν−(|µ0|+ 1
2m )·

(3.14)
∑

γ+β=Nl1

∫
Rn−1

η−β
∑

r+σ=γ

C
|r|
|γ|D

r
(
νρN(ν−µ

0

η)
)2k

e
−
(
νρN(ν−µ

0
η)

)2k

·

∑
r1+···+r|σ|=σ

|σ|∏
j=1

Drj

η

(
νρN(ν−µ

0

η)
)2k

·

∣∣∣∣∣∣∣ηβDβ
η

∫
Γ+(η)

e
i xn

ν
1

2m

τ

τ2m + νρN(ν−µ0η)
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ dη.
Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü (ïî β) ïî ëåììå 2.1 îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

C
(
νρN(ν−µ

0

η)
) 1

2m−1

e
−δ xn

ν
1

2m

(
νρN(ν−µ

0
η)

) 1
2m

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè αi = (0, . . . , 0, li, 0, . . . , 0) (αi, µ0) = 1 (i = 1, . . . , n), à äëÿ

ìóëüòèàíèçîòðîïíîé âåðøèíû α = (α1, . . . , αn−1): (α, µ0) > 1, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè ν > 1 ν1−(α,µ0) < 1, òî, ïîäáèðàÿ k íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû â ïåðâîì
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ìíîæèòåëå ôîðìóëû (3.14) ñòåïåíè η áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0

I1 ≤ Cν−(|µ0|+ 1
2m )·∫

Rn−1

(
νρN(ν−µ

0

η)
) 1

2m

ηρe
−
(
η
l1
1 +···+η

ln−1
n−1

)2k

e
−δ xn

ν
1

2m

(
νρN(ν−µ

0
η)

) 1
2m

dη1 . . . dηn−1,

ãäå ρ = (ρ1, . . . , ρn−1) íåêîòîðûé ìóëüòèèíäåêñ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ãðóï-

ïèðîâêè ñòåïåíåé ξi (i = 1, . . . , n− 1).

Ïîñòàâëÿÿ îöåíêè äëÿ Ik (k = 1, . . . , n− 1) â ôîðìóëå (3.13) è ïðèìåíÿÿ îáîá-

ùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, èìååì, ÷òî

‖K+(ν, x, xn)‖Lp(Rn+) ≤ Cν
−(|µ0|+ 1

2m )

 ∫
Rn−1

 dx

1 + ν−N
(
xNl11 + · · ·+ η

Nln−1

n−1

)
p

1
p

·

∫
Rn−1

 ∞∫
0

((
νρN(ν−µ

0

η)
) 1

2m

ηρe
−
(
η
l1
1 +···+η

ln−1
n−1

)2k

e
−δ xn

ν
1

2m

(
νρN(ν−µ

0
η)

) 1
2m
)p
dxn

 1
p

dξ.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x = νµ
0

τ , xn = ν
1

2m τn

è ó÷èòûâàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî ξ ñõîäèòñÿ, òî ïîñëå âûáîðà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

N òàêèì, ÷òîáû èíòåãðàë ïî x òîæå áûë ñõîäÿùèìñÿ, èìååì, ÷òî

‖K+(ν, x, xn)‖Lp(Rn+) ≤ Cν
−(|µ0|+ 1

2m )+(|µ0|+ 1
2m ) 1

p ,

òî åñòü

A1,h ≤ C
h−1∫
1

ν−(|µ0|+ 1
2m )+(|µ0|+ 1

2m ) 1
p dν · ‖f‖L1(Rn+).

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ χ = |µ0| + 1
2m −

(
|µ0|+ 1

2m

)
1
p > 1, òî èíòåãðàë ïî ν

ñõîäèòñÿ. Â èòîãå èìååì, ÷òî A1,h ≤ C.
Ïóñòü òåïåðü χ ≤ 1 è L òàêîå ÷èñëî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.7). Òàê

êàê ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (1.6), òî f̂(ξ, yn) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

f̂(ξ, yn) =

1∫
0

· · ·
1∫

0

 ∫
Rn−1

e−iλL...λ1yξ(−iyξ)Lf(y, yn)dy

λn−1λ
2
n−2 . . . λ

L−1
1 dλL . . . dλ1.
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Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ A1,h, èìååì

A1,h ≤ C
∑
|β|=L

h−1∫
1

1∫
0

· · ·
1∫

0

∥∥∥∥∥
∫
Rn

∫
Rn−1

ei(x−λL...λ1y)ξG2(ξ, ν)yβ(iξ)
β
θ(xn − yn)·

λL−1λ
2
L−2 . . . λ

L−1
1 θ(yn)f(y, yn)dξdydyn

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

dλL . . . dλ1dν.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà, ïîëó÷èì

A1,h ≤ C
∑
|β|=L

h−1∫
1

∥∥∥∥∥∥
∫

Rn−1

eixξG2(ξ, ν)(iξ)
β
θ(xn)J+(ξ, xn)dξ

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

dν·

(3.15)
∥∥yβf(y, yn)

∥∥
L1(Rn)

.

Íîðìà ïî Lp(Rn+) â (3.15) îöåíèâàåòñÿ êàê âûðàæåíèå K+(ν, x, xn) â ëåììå 3.5,

îòêóäà äëÿ äàííîé íîðìû èìååì îöåíêó (ïðè ν > 1)

Cν−((|µ0|+ 1
2m )+(β,µ0))+(|µ0|+ 1

2m ) 1
p .

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî ν áóäåò ñõîäèòñÿ, åñëè χ + (β, µ0) > 1. Íî òàê êàê

ïî óñëîâèþ (1.7) χ+ (β, µ0) > χ+ |β|µ0
min = χ+ Lµ0

min > 1, òî ïî âûáîðó ÷èñëà

L èìååì, ÷òî èíòåãðàë ïî ν ñõîäèòñÿ, è åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

îðòîãîíàëüíîñòè (1.6), òî

A1,h ≤ C
∑
|β|=L

∥∥yβf(y, yn)
∥∥
L1(Rn+)

.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (3.11) äëÿ íîðìû
∥∥U−h ∥∥Lp(Rn)

è íåðàâåíñòâà (3.12)

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Íàêîíåö äëÿ îöåíêè Ujh(x, xn) (j = 1, . . . ,m) èìååì

Ëåììà 3.6. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 3.3. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî-

ñòîÿííàÿ C = C(K) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî h > 0

(3.16) ‖Ujh‖Lp(Rn+) ≤ C‖f‖Lp(Rn+), (j = 1, . . . ,m)

è ïðè h1, h2 → 0

(3.17) ‖Ujh1
− Ujh2

‖Lp(Rn+) → 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâ ïðåäûäóùèõ ëåìì ñ ïðèìåíå-

íèåì ëåììû ðàáîòû [8], ïîýòîìó åå ìû îïóñêàåì.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè Uh(x, xn) ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè

ðåøåíèÿìè íàøåé çàäà÷è, òî åñòü èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.7. Åñëè h→ 0, òî

(3.18) ‖P (Dx, Dxn)Uh − f‖Lp(Rn+) → 0

è äëÿ ëþáîãî h > 0

(3.19)

(
∂

∂xn

)j−1

Uh(x, xn)

∣∣∣∣
xn=0

= 0, (j = 1, . . . ,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Uh(x, xn) (ñì. ôîðìóëó (2.7)) èìååì

P (Dx, Dxn)Uh = P (Dx, Dxn)(U+
h + U−h ) +

m∑
k=1

P (Dx, Dxn)Ukh.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Jj(ξ, xn) (j = 1, . . . ,m) ñëåäóåò, ÷òî P (ξ,Dxn)Jj(ξ, xn) ≡
0 (j = 1, . . . ,m). Îñòàåòñÿ îöåíèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ïðèìåíÿÿ íà ôóíêöèè

U+
h + U−h îïåðàòîð P (Dx, Dxn) è ó÷èòûâàÿ ëåììó 2.2 (ñì. ôîðìóëû (2.5), (2.6)),

ïîëó÷èì, ÷òî

(3.20)

P (Dx, Dxn)(U+
h + U−h ) =

1

2πn−1

h−1∫
h

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)f(y, xn)dξdydν.

Ïî èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòâëåíèþ (2.1) ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.20) ïî÷òè âñþäó

ñòðåìèòñÿ ê f(x, xn) ïðè h → 0, îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3.18). Äîêàæåì

ñîîòíîøåíèå (3.19). Êàê ýòî äåëàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, ïðèáàâëÿÿ è

îòíèìàÿ ê Uh(x, xn)− y âûðàæåíèå

1

2πn−1

h−1∫
h

xn∫
0

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)I−(ξ, xn − yn)f(y, yn)dξdydyndν

è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 (ôîðìóëó (2.5)), èìååì(
∂

∂xn

)j−1

(U+
h + U−h )

∣∣∣∣
xn=0

=

(3.21) − 1

2πn−1

h−1∫
h

∞∫
0

∫
Rn−1

∫
Rn−1

ei(x−y)ξG2(ξ, ν)Ij(ξ, yn)f(y, yn)dξdydyndν.
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Òåïåðü âû÷èñëèì

(3.22)

(
∂

∂xn

)j−1 m∑
k=1

Uhk(x, xn)

∣∣∣∣
xn=0

, (j = 1, . . . ,m).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Uhk(x, xn) (k = 1, . . . ,m) è èç ëåììû 2.2 (ñì. ôîðìóëó

(2.6)) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ (3.22) ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.21), íî ñî çíàêîì ìèíóñ. Òî

åñòü äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.19). �

4. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Èç ëåìì 3.1, 3.2, 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ U(x, xn) ∈ WM
p (Rn+) òàêàÿ, ÷òî ‖Uh − U‖WM

p (Rn+) ïðè h → 0, è

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1.5). Â ñèëó ëåììû

3.7 ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.3)-(1.4), ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿ-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Uh(x, xn), çàäàâàåìûå ôîðìóëîé (2.7). Äîêàæåì

åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Òî åñòü äîêàæåì, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.3)-

(1.4) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîäû ðàáîò [8] è [18]. Ïóñòü ñíà÷àëà

ðåøåíèå U(x, xn) ∈WM
p (Rn+) êðàåâîé çàäà÷è (1.3)-(1.4) èìååò êîìïàêòíûé íîñè-

òåëü. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x, èìååì, ÷òî

P (ξ,Dxn)Û(ξ, xn) = 0, xn > 0

(
∂

∂xn

)j−1

Û(ξ, xn)

∣∣∣∣
xn=0

= 0, (j = 1, . . . ,m)

è |Û(ξ, xn)| → 0 ïðè xn → +∞. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rn−1 \ {0} âûïîëíÿþòñÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî Û(ξ, xn) = 0 ïðè ξ 6= 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

U(x, xn) ≡ 0. Òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.3)-(1.4), èìåþùèé êîìïàêòíûé íîñèòåëü

ïî x, åäèíñòâåííîå. Ïî íåðàâåíñòâó Ôðèäðèõñà

(4.1) ‖U‖Lp(Rn+) ≤ C
∑
α∈∂′N

‖DαU‖Lp(Rn+) ≤ C1‖P (Dx, Dxn)U‖Lp(Rn).

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü f(x, xn) ≡ 0. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1.3)-(1.4) â ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ Rn−1
+ ‖U‖Lp(R1

+×K) = 0. Òàê êàê

U ∈ WM
p (Rn+), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Uε ∈ WM

p (Rn+) òàêàÿ, ÷òî åå íî-

ñèòåëü ïî x ïðèíàäëåæèò K è ‖U − Uε‖WM
p (R1

+×K) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.1),

67



Ã. À. ÊÀÐÀÏÅÒßÍ, Ã. À. ÏÅÒÐÎÑßÍ

ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (Dx, Dxn)U = 0, èìååì, ÷òî

‖U‖Lp(R1
+×K) ≤ ‖U − Uε‖Lp(R1

+×K) + ‖Uε‖Lp(R1
+×K) ≤ ε+ C‖P (Dx, Dxn)Uε‖Lp(R1

+×K)

= C‖P (Dx, Dxn)(U − Uε)‖Lp(R1
+×K) + ε ≤ C‖U − Uε‖WM

p (R1
+×K) + ε ≤ (C + 1)ε.

Äëÿ ëþáîãî K ⊂ Rn−1, òî åñòü U ≡ 0 â Rn+, è òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Abstract. In this paper we study the Dirichlet problem in the half-space for regular

hypoelliptic equations. Applying a special integral representation, we construct approximate

solutions for this problem and thereby prove correct solvability of the problem.
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