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А н н о т а ц и я .  Доказывается, ч т о  мажоранта частичных сумм и функция 
Пэли ряда Франклина имеют эквивалентные нормы в пространстве Lp(/), 
р  > 0, если интервалы “пика” функций Франклина с ненулевыми коэффици­
ентами леж ат в I. Приводятся примеры рядов указывающие на существен­
ность этого условия.
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1. Введение

Для формулировки полученных результатов, напомним определение системы 
Франклина. Пусть п =  2* +  V, где д =  0 , 1 , 2 , и 1 < v <  2*\ Обозначим

( ггп՜! Для 0 <  t <  2i/,
(1-1) Р  3  I

|  Jjjr , для 2i/ <  i <  п.
Через 5„ обозначим пространство функций, непрерывных и кусочно линейных 
на [0; 1] с узлами {«„.,}"=0, т.е. /  G 5„, если /  € С[0;1] и линейная на каж­
дом отрезке [en, » - i ; * =  1,2,—, я. Ясно, что dirnS,, =  n +  1 и множество 
{s„ ,j}“_0 получается добавлением точки s„.2„_i к множеству - Поэто­
му, существует единственная, с точностью до знака, функция /„ G Ь„, которая 
ортогональна S „ ֊i  и ||/n||2 =  1- Полагая fo(x) =  1, /i(x) =  \/3(2x — 1), х 6 [0; I], 
получим оргонормироЬанную систему {/,»(я)}^=о՝ которая эквивалентным обра­
зом определена в работе |1| и называется системой Франклина.

Для п =  2'1 + 1/, где р =  0,1,2,..., и 1 <  у <  2'*, обозначим (см. (1.1)) {п} := 
(«п,2|/ 2, *„,2«/] и [п] =  р. Отрезок {п} иногда называют интервалом пика функции
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/ „  в связи с тем. что функция / „  достигает своего наименьшего и наибольшего 
значений на этом отрезке. Число [«] называют рангом числа п и отрезка {и}.

Систематическое изучение системы Франклина началось с работ [2|, |3|. где 
в частности доказано, что если /  е £ р[0; 1], 1 <  р <  оо, и 5 |£ о  «п/п(®) ее ряд 
Фурье-Франклина, то

П

(1.2) 5 * ( / , ■) €  1р[0; 1], где 5 * ( / ,х )  =  вир |5„(/,ж )| и 5 „ (/ ,.с )  =  У ^а*Д (а-).
к = 0

С. В. Бочкаревым |1| была доказана, что система Франклина является безуслов­
ным базисом в пространстве £ р[0; 1], 1 <  р  <  ос. Для этого он доказал, что 
оператор Пэл и для системы Франклина имеет слабый тин (1 ,1), т.е. существует 
постоянная С >  0, такая что если /  е  ЦО; 1] и ап/ п{х) ее ряд Фурье-
Франклшш, то

С  Ш
(1.3) т е 8 { 1 € [ 0 : 1 ) : Р ( / , х ) > А } < -  I  |/(.т)|с/х,

г д е Р ( / . 1 )  =  { Е “ 0 « ^ ( 1 ) } , / 2 . N  '

Так как Р имеет сильный тип (2,2), т.е. ||Р(/,-)||а <  С\\/\\2, из (1.3), в си­
лу известной интерполяционной теоремы Марцинкенпча (см. напр. [5] стр. 485), 
следует, что для всех р  €  (1,оо) имеет место ||Л (/, )||^ <  Ср\\/\\р. Следовательно, 
с учетом (1.2), для любого р >  1 имеем

г\ I *  | Щ / оо \ р/2

(1-4) /  5иР Е  <&~р I (
0 |  и=о ® \*=о I

где запись а ~ 7 Ь означает, что существуют постоянные Су и С ֊,,  зависящие 
только от 7 , такие что.ру • а  <  Ь <  С \ • а.

Из результатов работ [6] |8) следуег, что (1.4) верно также для р €  (0,1].

Напомним, что пространство Ьц(Е) метрическое, пространство и.в. конечных 

и измеримых на Е  функций с метрикой, сходимость по которой совпадает՝ со 
сходимостью по мере на множестве Е .

В работе [9] доказан не только аналог соотношения (1.4) в случае р =  0. но и ее 
локализация на множества положительной меры. А именно, доказана следующая 
(см. теоремы 2.1, 2.2 и 2.3 работы |9] )

ОО

Т еорем а 1.1. Для ряда 51 <%Л(ж) следующие условия эквивалентны:
к = о

(1) ряд почти всюду сходится на Е ,

(2) ряд по мере, безусловно сходится на Е ,
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(3) М1рп |53^=гп0)г/*:(з )| <  +00 п . о. па Е ,

(4) “ * / * ( * )  <  + ° °  п -в - 4 0  Е -

В  настоящей работе мы докажем, что невозможно получить локализацию со­

отношении (1.4) даже на двоичных интервалах и получим такую локализацию 
при некотором дополнительном условии.
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2. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Т ео р ем а 2 .1 . Для любого двоичного отрезка I  =  [ ^ К ^ г ] .  любого ряда 

^2 ® п/»(*) и любого р >  0 им еет м есто

эир
N

|  *

2 ^  а п / п ( х ) ~ Р
<

5 1  < £ / » ( * ) >

{ п ) С 1 . п < Г * М Л | в  )
М Л

Т ео р ем а  2 .2 . Для любого отрезки I  =  [р-, /  (0,1). любых р >  0 и

С  >  0 сущ ествую т ряды а п/ п(х) и $2™=0 Ьп/п(х) такие, ч то

Щ  |Й
(2.1) эир

N

(о о  )
5 2  °п /п (х) > с -
п<Ы

Щ. (Л
1п=0 у

М Л

(2.2)
. 7 1 = 0

1*

} > с вир
N 5 2  Ъп1п{х) 

п<М
Ьр (Л

Теорема 2.2 указывает на то, что условие {гг} С I  в теореме 2.1 существенно.

Мы убедимся, что для системы Хаара не верен аналог теоремы 2.2, а  аналог 

теоремы 2.1 верен п без условия {п } С / .  Однако в этом случае постоянные 

эквивалентности также завися՛^ от I. А именно верна следующая

Т ео р ем а 2 .3 . Д ля любого двоичного отрезка I  =  [р-, ^ г ՜ ] , любого р >  0 и 
любого ряда ^2ап\ п(х) и м еет м есто

.чир
N

5 2  а п Х п ( х )
п<!4

*Р ,1

(Л
5 2

М Л

Учитывая соотношение (1.4), для доказательства теоремы 2.1, достаточно до­
казать следующую лемму.
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Лемма 2.1. Для любого двоичного отрезка I  =  [̂ р-, любого р >  0 и
любого ряда ^ а п/„(х) имеют место

(2.3)

(2.4)

5^  а „ / „ ( х )
(« }С 1 ,П<Ы

5 1  ап/п(ж)1 Лх<Ср 
[ Ы С 1 )

н и р
N

^ 2  а п 1 п ( х )

{ п } С 1 , п < . Ч

5 3  о-1Л(х)\ с1х. 
> } С /  I

<1х.

Для доказательства вышесформулнроваиных утверждений напомним некото­
рые свойства системы Франклина.

В исследованиях рядов но системе Франклина важную роль играют так на­
зываемые экспоненциальные оценки, полученные 3. Чисельским [3]

Сх • 21*1 • (2 -  ч/Э)!4- 2" - 1! <  (—1)<+1/п(*п.О <  С2 • 2 ^  • (2 -  \/3 )|<“ 2' '" 11,

где С, =  ^  и С2 =  4 • >/3(2 +  ч/З)-
Для доказательства леммы 2.1 удобнее использовать оценки, полученные в 

|10|. Их сформулируем в виде Предложений 2.1 и 2.2.

Предложение 2.1. Для любого п =  2* +  и имеют место следующие нера­
венства:

1 2
(2-5) . 7 1 / , , ( « „ . <  |/п(вц,»)1 <  =|/п(вп,«+1)| когда 1 < г < 2 и - 2 ,

4  7

1 2
(2-6) т|/и(вп,1- 1)1 <  |/п(5п,1՜)! ^  »|/п(^п,1- 1)| когда 2и <  / <  п,4  7

(2.7) /п(*пд) =  —2/п(3п,о)) /п(вп,п— 1) ~  ~2 /п (вп,п)> /п (3п.») ' /п(вп,*+1) <  0.

Предложение 2.2. Для п =  2* +  г/, с условием 1 <  и <  2к, выполняются

(2 8) 97 |/»(ап,2„-1)| 95 107 !/„(*»,2„-1)| 98
48 |/п(«„.2„)| 42 66 |/„(а„,2„ -2)| 60‘ ц

Из Предложения 2.1 и липейности функции /„  на [вПл-!>*«,»] простыми вы­
числениями легко выводится

Предложение 2.3: Для п =  2к +  и, с условием 1 <  и <  2к, любого р >  0 
выполняются

(2-9) [  \/п{х)\р(1х <  ( ֊\  ■ [  |/п(ж)|р<£г, когда г  <  2и - 2
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\/п(х)\р/Ь <  ( -  ) • /  \/п(х)\р(Ь, когда г >  2и +  2.

Предложение 2.4. Пусть П1 =  2м +  1/1, « 2  =  2** +  и2 и  1/ |  <  и?. Тогда 
существуют числа а , 0 (зависящие о т  ц, 1/1 и и2), такие, что

/п, (ж) =  0 • / Пз(.т), когда х >  в„2,

Это Предложение впервые было применено в [8]. Из этого Предложения немед­
ленно следует

Предложение 2.5. Для любых ап, п =  2** +  и, 1 <  и < 2'* и любого 1/0,
1 <  Ц) <  2Р имеют, место 

Щ

где а  и 0  некоторые числа зависящие о т  ап.

Условимся через С, С\, С7,о б о зн ач ать  постоянные, зависящие только от 
своих индексов. Значения этих постоянных в разных формулах могут быть раз­
ными. Длину отрезка I  обозначим через |/|.

Доказательство леммы 2.1. Сначала докажем соотношение (2.3). Вместо 
2^{п}с/ а»»/я(х) будем писать £ п ап/„(х), предполагая а*, =  0, когда {п} £  I.

Допустим

и

когда х > —
-  2  м

и

Л ^  И» -  1 когда х <  — — , -  2м

(2.10)

и докажем, что

Положим для Пт =  2т  +  80 • 2т ~* +  1
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(2.12) * т ( * ) <  2 -■$'(*), 5*п(я:) < 2 • 5 *(ж), когда х € [0,1)

И

£*(*) <  5 2  а"*(х) +  52  3,п(֊г) =: Е].(х) +  Е2(х). когда х € [0,1].

Мы докажем, что

(2.13)

Пусть 1щ- слева первый интервал ранга т ,  который содержится в /. а /*,-его 
правая половила. Заметим, что отрезки 1*п не пересекаются и их объединение 
есть отрезок I. Заметим также, что функции егт (.1:) и 5*,(х), т  >  к. являют­
ся модулями линейных на отрезке 7̂ , функций. Действительно. <т„,(х)-модуль 
от линейной на 1*п функции аПп, / Пт (х). А для 5*,(х), в силу Предложения 2.5 
имеем, что для любого Лг существует а  у. такое что

Через А,„ и Вт  обозначим интегральные средние на /*, функций ата(х) и 5^1(х), 
соответственно, т.е. •

Из того, что <тт (х) и 5*„(х), т  >  к, являются модулями линейных на отрезке /*, 
функций, получаются

( 2 .1 5 )

гп >  к.

(2.17)(2.17) Ат  А  тпах <тт (х) и Вт  ~  шах 5^(х).

Из (2.16), (2.12) и (2.10), с применением неравенства Гелдера, имеем

Е 1сгр [ ■ 1сг‘ < 2” Е / йШэ* 12"
Аналогично получаем

( 2 .1 8 )
т > к
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Сначала докажем неравенство (2.13) для г =  2 и р < 1. В этом случае, последо­
вательно применяя (2.9), (2.12) и (2.10) напучим

|| 1 =  I ^  ^ ^ * Х х ) ) Р (1х <

№ ( * ) ) * (в ч *))*< ь < Ср.

Аналогично получается неравенство (2.13), когда г =  1 и р <  1.
Перейдем к получению оценок (2.13), когда р >  1. Без ограничения общности

можем считать, что суммы £,, * =  1,2, конечны, т. е. £1 =  ат  и Ез =
Е Ш о»

т ш к ° т ’

Через //„, к <  тп < к\, обозначим двоичные отрезки ранга гп +  1, где правый 
конец отрезка 1^ совпадает с левым концом отрезка /, а для j  > 1 правый конец 
отрезка 1?п совпадает с левым концом I I ՜1.

Для х € [0, 5г] и тп > к обозначим

(2.19) ¥>т(*) == Вт4 := -Д- [  5Т̂(«)Л, когда х € /£.
Н  JlU

Поскольку 5*,(х)-модуль от линейной на /,*„ функции. то (здесь и да1ее полага­
ется д =  2/7) из (2.15), (2.17) и (2.9) имеем

(2.20) 5,*„(х) <  С чрт (х) < С Вт<5 < С ч>-՝ ВтЛ <  С <?-1 Вт , когда I  € Ц„.

Обозначим =  А1„\/Ти+1, когда ш =  к, к +1,.... к\ — 1, и «/*, =  • Тогда

(2 .21 ) ( ^ т Щ 1 С 1 = 2 - " ,- 1 = и , ; 1 -

Нетрудно заметить, что если х € J m, то из (2.20) следует
кг

£ 2( * ) < С -  5 ]  у?т ( х ) < ( р  ( В л +  . . .  +  В т  +  В т + 1 - 7 +  ՝ + В к1 :Ч к՝ - т ).
т —к

Поэтому

(2 .22 ) [  ( Е 2( я ^ Щ = У ' /  ( £ 2(х ) )р< & <  
р

кг т  кг кг

С „  ■ £  р ц ( £  В . у  +  с ,  £  |7 т |(  £  в .  • г  = :  С , ( Г .  +  Г , ) .
тп—к  1/ш к  тпшк |/= »п + 1

Пусть 91 €  (0,1), такое что </[՜р <  2. Тогда для Е| получим
кг /  т  \  Р *1 т  / я »  \  Р ՜ 1

г , = с ,  £  1^-1 ( I I  у - ֊ < с Р £  ц „ |  £  )
т » к  \ | * 4  /  щ т к  и = к  \ у ш к  /
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Учитывая, что в последней сумме и >  к и 91 <  1, имеем

Поэтому, для Г1 имеем
т  *•'! Ц |

(2.23) г, < ср Е 1Л.1£ в; ■ ШШШт Е в’֊ Е И •в?"՜"1-
т = *  1 /= к  * = к  т = и

Так как |</т +1 | =  ||Лп| и ^  р <  2, то Цщ-ы! • 9?  ̂ * <  7  * |*Ап| * 9?̂  \  ДЛЯ
некоторого 7  <  1. Поэтому из (2.23) и (2.18) имеем

1
(2.24) . ГХ< С Р£  В * |Л| <  Ср, когда р >  1.

и - к

Оценим Гг, когда р >  1. Обозначим 91 = 0 ,9  и напомним, что 9 =  2/7. Тогда, 
учитывая что 9 ■ 9^1 <  1, из (2.22) с применением неравенства Гелдера получим 

к ,  |  к ,  \ р

(2.25) Г2 =  СР £ | А И (  5 2  Ви • (9]՜1 ■ ч )"~ т  • 91_ т  I <
т = Ь  \ 1/=»н+1

к ,  /  к\  \  /  к . Р ~  1

£ 1А»1 ( Е («г1 • <
т = к  \ « / в т + 1  /  \ 1 / = т + 1  /

с Р е  I ֊7՞ !  £  ПР»  ( ь  ' ■ я ) ^ - т ) = с р Ё  в г Е ш й г 1 • ? ) ' ■ < - ” ■>
г п — к  1/ = т + 1  *  1у=Дс+ 1 г п — к

Из (2.25) и (2.21) следует
кх I/—1

I )  <  с р  Е  В ' ;  ш ' £ , г - т (я ^ - я у ^ - т \
и = к + 1  т = к

Учитывая, что 2 ■ (9^1 ■ 9)р <  2 • $  • § <  1, из (2.25), (2.21) и (2.18) получим
*1

(2-26) г 2 < с р £ в д | < с р.
и = к

Из (2.26), (2.24) и (2.22) получаем

(2-27) I  (Е2(х))р(£г <  Ср, когда р >  1,

Очевидно, из (2.20) Имеем

^2_ |  /  . Ч
£ 2(х) < С ֊ 5 2  4>т(х) < С ■ 93՜1 5 2  ¥>т ( Ж +  ) ,  когда X € Щ

т= А с  т = к  \  ■ Г
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О  Л О К А Л Ь Н О Й  Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т И  М А Ж О РА Н ТЫ  Ч А С ТИ Ч Н Ы Х  СУММ

Следовательно, получаем

/  (Е2( х ) №  <  Ср V ՜1 /  & 2(х)У<1х.
т  ж

Отсюда и из (2.27) получим (2.13) для г =  2.
В случае г =  1 неравенство (2.13) доказывается чуть проще. В этом случае нет 

необходимости соотношений типа (2.14), (2.15), поскольку ат (х) одна функция
о которой известно, что (см. (2.5) )

тах  <тт (х) <  Г • ат  <  С • ■ Ат ,

где отрезки Цп те же, что в соотношении (2.20). Второе неравенство следует из 
того, что ае >  0 (в противном случае нечего доказывать) и поэтому (см. Предло­
жение 2.2 и (2.16), (2.17))

<  шах ет,п(х) =  шах <т,„(х) <  С • А,„.
\ 2к /  1 е/„, х е /^

Отсюда, рассуждениями, аналогичными рассуждениям при доказательстве (2.27). 
получим

ш
/  (Т1(х))рсЬ < С Р, для р > 0. 

т

Тем самым доказано неравенство (2.11). Аналогично доказывается, что

/  (6” (*))р<£т <  Ср,
/ а  ‘Р

которое вместе с (2.11) доказывают неравенство (2.3). Неравенство (2.4) доказы­
вается аналогично. Лемма 2.1 доказана.

Доказательство теоремы 2.2. Сначала убедимся в справедливости неравен­
ства (2.1). Поскольку [ | | ,  ф [0,1], то либо ае > 0 либо ае < 2к. Рассмотрим 
случай, когда ае >  0. Для ш >  к и I <  ае • 2та~* выберем так, чтобы

(2.28) а2'«+1/ 2"‘+| ( р )  =  у, когда I =  1,2, ...,ае-2г I—А:

Убедимся, что для любого С > 0 при достаточно большом т  ряд вп/п(х) := 
]СГ=1 а2т +//2,п+/(х) удовлетворяет (2.1). Во первых

р
(2.29) вир £  а«/».(х)

/՝#■+5ЯГ 
> /

в-2"—‘
а2«>+»/2"ч-/(х)

N п</У / 4
МЛ 3 /=1

йх >  С,
тп — к 
' 2™ '
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С другой стороны (см. (2.28) и (2.6))

(2.30)
*

5 3  ftn / n ( s ) <֊i;
fk  +  5ТП- f \  f  oo

5 3  â + i f l n+i(x) ) dx E 9 4P -

м л
r,= 0

C p  - 2  m  ^ У ^ д а т + / / а т +< ( д г ) ^  <  C p • 2  m .

При достаточно большом m из (2.29) и (2.30) следует (2.1).
Случай а* <  2*' доказывается аналогично. Только в сумме 53пОт»/п( )̂ будут 

участвовать п с условиями [п] =  т ,  {п} находится правее I.
Докажем соотношение (2.2). Опять рассмотрим только случай ж >  0. Для 

т  >  к и / <  ае • 2т ~к' выберем a2m+i так, чтобы

(2.31) a2m+If 2m+l =  (-1)', когда / * 1 , 2 ,  ...,hj • 2"*՜*.

Убедимся, что для любого С >  0 при достаточно большом т  ряд anfn(x) :=
№>9m -fc ,.՝ . ;

L,i-i ayn+lf 2mJrl(x) удовлетворяет (2.2).
Из Предложения 2.4 и (2.31) следует, что

Поэтому

(2.32)

sup
n < N

sup
N

5 3  ®п/«(а
n  < N

fC
=  |0 2 m +  l / 2 m + l ( ® ) | ,  когда x >  ~Г.

2  i

53 anfn(x)
n <N

<  [  \<4m+ if2”‘+i(x)\pdx <  Cp • 2~m.
Ь Ж

С другой стороны
(2.33)

/ ( e -m m )  * > / *
f k + jr r  I * ?

5 3  4 » + i / a » + i ( * )  rf® >  <?p ( « 2 m “ * ) * 2 - m .
1=1

Из (2.32) и (2.33), при достаточно большом т .  следует (2.2). Теорема 2.2 докаг
зана.

Доказательство теоремы 2.3. Допустим 

ЯП Я! -I- 1
7 = и И‘-’*(')11//,,(/■) =  1» где &*(х) =  sup

N2к ' щ

Пусть 77-1 <  п% < ... <  nit, те номера, для которых

Р |/  ^  0, и Дп, £  /, где Дп =  suppxn-

5 3  b n X n fa )
n < N
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Отметим, что таких п, ровно к +  1 штук. Если учесть, что функции аП1\ п,(х) 
принимаю՜!՝ достоянные значения на 7, то получим

I
шах |а71;Xn.il <  2 пйп5*(х) < 25*(х) и гаах *€/ "  *е / ' /  р| '  '  I

Следовательно, получаем

(2.34)

2 2 о п ,Х п Д х)
1=1

<  5*(х), для X € /.

£ > ’ / ’ ( х ) < 4 ( *  +  1 ).(5 -(х ))2 +  £  ап /п (х ) х  6 /
п : Д П С /п = 1

(2.35) 

Учитывая, что

£Г(х) := вир 
N

5 2
Д„с /:п<Лг

< 2 • 5*(х), х € / .

п : Д „ С /

11^(011

м л

ИЗ (2.34), (2.35) получим (£ ~ =1 а2* 2(х))- Ае <  Ср,ь/,(5՝г(х))Р(1х.
Аналогично доказывается неравенство {1(3’ (х))р(1х < Срд ОпЛгДх))̂  йх.

Тем самым доказали следующее соотношение

^(5 *(х ))рйх ~ Р1*  £  ^  а2*?,(х)^ </х,

причем постоянные эквивалентности зависят не от самой /, а от ранга 7. Теорема 
доказана.

В теоремах 2.1 и 2.3, вообще говоря, мажоранту ряда нельзя заменить сум­
мой ряда. Действительно, известно, что в пространстве 7,(0.1] не существует без­
условных базисов (см. [11)). Отсюда следует, что существуют функции ф,-ф е Та, 
такие, что

^ 5 3 ап/п(‘)') где а,, =  [  ф(х)/„(х)(1х.
\п = о  | /  -/а

и

5 3 6пХп( )^ £ ^ 1» где Ь„ =  I  ф(х)хп(х)(1х.

Ь | § | | 1  /  н ( £ « м * н ь

Следовательно

где {у?„}-система Ха ара или Франклина.
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В случае р > 1, из безусловной базисиости системы Хаара в пространстве Ьр 
и конструкции функций Хаара. для любого двоичного интервала /  имеем

/  I  *

)  f l n X n ~ P (£
Д . .С / L „(I ) \ Д « С /  /

Интересно было бы выяснить, имеет ли анапог соотношения (2.36) для систе­
мы Франклина. Для установления такой эквивалентности необходимо (и доста­
точно) установить аналог соотношений (2.3), (2.4) для суммы И {п}с/ *»»/»»(*)•

Abstract. In this paper we prove that the majorant of partial sums and the Paley 
function of Franklin series have equivalent norms in the space LP(I), p >  0, provided 
that the "peak” intervals of Franklin functions with non-vanishing coefficients lie in 
I. Examples of series emphasizing that this condition is essential are also given.
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