
Известия Н А Н  Армении, Математика, том 51. и. 6. 2016, стр. 72-78.

Н А И Л У Ч Ш И Е  Р А В Н О М Е Р Н Ы Е  П Р И Б Л И Ж Е Н И Я  Н А  
В Е Щ Е С Т В Е Н Н О Й  О С И  Г А Р М О Н И Ч Е С К И М И  В  К 2 

Ф У Н К Ц И Я М И

А . А . В А Р Д А Н Я Н

Институт Математики Н АН  Армении 
E-mail: anushvardanyanOysu. am

А н н о т а ц и я .  В э т о й  работе исследуется з а д а ч а  равномерного приближения 
ф ункции заданной на вещественной оси R гармоническими ф ункциями па  R2 
имеющими оптимальный рост на бесконечности. Рост приближаю щ их ф унк­
ций зависит от роста и дифференциальных свойств приближаемой ф ункций 
на R. Отметим, что эта задача впервые рассматривается в настоящей работе.
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1. В в е д е н и е  и  п р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я

В этой работе рассматривается задача раішомериого приближения на веще­

ственной оси функций с определенными дифференциальными свойствами иа ве­

щественной оси, гармоническими функциями имеющими оптимальный рост на 

бесконечности.

В работе С. Гардинера |1| рассматривалась возможность равномерного при­

ближения данной функции на неограниченных множествах гармоническими функ­
циями из R2.

Подход к  решению задачи является конструктивным, ибо н ходе решении за­

дачи нами построен явный вид приближаюпщх функций. Апалогичпая задача 

для целых и мероморфных функций исследовалась соответствен но в работах |2] 
и [3|.

В работе |4) функция, определенная на R и имеющая непрерывный дифферен­

циал 3-ой степени, приближается гармоническими функциями в данной полосе 

содержащей R. Здесь приближающие функции гармоничны на R2.

Работа состоит из двух параграфов. Первый из них содержит введение и пред­

варительные сведения, а второй - основные результаты со своими доказатель­
ствами.
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1.1. Н екоторы е обозначения и определения. Пусть N, R и С  соответственно 
множества натуральных, вещественных и комплексных чисел. Евклидову плос­
кость R будем идентировать с комплексной плоскостью С , положив z =  х  +  іу  
дли ( і ,  у) €  R2. Дли множества Е С R2, замыкание, внутренность и границу Е 
в R2 обозначим соответственно через Ё , Е° и дЕ.

Также положим:

R+ =  {ж € R : X >  0} и R " =  {х  6 R : х  <  0};
D r  :=  {z  € С  : |* | <  /•} для г  >  0;

Ss :=  { г  €  С : \ І т г \  <  6} дли 6 >  0 - полоса.

Пусть Е  замкнутое множество в R2. Для класса С (Е ) непрерывных функций 
/  : Е  —» R2 положим

т /  (г) =  т у  (г, Е ) :=  \\f\\EnD։ =  sup | /  (z )|,
։€EnDr

'  С ь (Е ):=  { f € C ( E ) : \ \ f \ \ E <+oo} .

Для замкнутого множества Е  С R2 обозначим Л (Е ) =  С (Е ) Ո I I  (Е °) и Аь (Е ) =  

Сь (Е ) Ո  Н  (Е °), где I I  (Е ) класс гармонических функций на Е.

Дли /  €  C (R ), £, т/ € R и д >  0 положим

(1.1) ձ ւ ,/( Հ ,Տ )  :=  max | /  (£ + 1/) — /  (ч ֊  »?)| •
rajgg

В дальнейшем для х  € R обозначим

(1.2) u / i . / (x , t f ) :=  max Д | . / (£,£).

1.2. П ри б л иж ени я  на R гарм оническим и ф ункциям и. В этом параграфе 

рассмотрим задачу приближении функции /  С A (S/,) на R функциями ѵ гармо­

ническими на R2 с оценкой роста на R2.

Нам нонадобитси следующая теорема, доказанная в [4].

Теорема 1.1. П усть функция /  € С4(R) и 0 <  S <  1. Тогда существует функ­

ция t>6 € H(Sg), удовлетворяющая неравенствам:

(1.3) |/(х )  -  ѵ*(х)| <  554 для X е R. 

и

(1.4) |ед(*)| <  З Л //(х +  1 ) +  Зохр (б +  8у/л //(4,(х ,2) ]  для z =  x  +  iy e  Ss.

Докажем следующую вспомогательную лемму.
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Лемма 1.1. Для հ  >  0 и Ь >  1, существует гармоническая функция ги (:,() е
I I  (С) для С =  Հ  +  if] €  C \R . такая что

(1.5) In і֊ ֊ 7  ֊  »Ф - С)| <  для г  € R м |г | <  |<| /2 , Ы  >  1 
F  ~ чі I օ խ |

(1.6) ln |w (z ,()| <  c ln (|s | +  1) +  c ln + 6|r/| +  Зсхр ^5 +  для z е С.

где С =  Հ  +  iiJ и с >  О абсолютная постоянная.

Доказательство. Заметим, что функция — In |г — £| для фиксированного Հ  € 
C \R , удовлетворяет условиям Теоремы 1.1 и ограничена на R. Следовательно, 
существуют функции ա՛հ =  ս՚տ (г, Հ), которые гармоничны в полосе Sg для фик­
сированного С: (|>/І >  1). где число 8 будет зависеть от Հ. Учитывая, что

1In -—-—г I =  ^ ІІп ---------я------ 11*-сі' 2՛ (ւ֊0՜ + ч2< niax{21n+(x — In |т/|} для х  € R

I О ”  I х  -  СІ ) , |  "  I  (х ֊ 0 *+  Жт
получаем

(4) 4 ( х - 0  + 4 1 6 (х - * У

(1.7)

- - С І 7 *  jj 

12 ( X ֊  О2

( х - 0 2 +  »/2 +  ( ( а : - 4 ) 2 + 7 / 2 ) 2 +  ( ( х ֊ е ) 2  +  7 І )

24 ( X -  О 4 2 25 15

Հ ІчІ2 + 2|чІ4 < ІчР'((*-f)’ + 4г) ((*-02 + ч2)
Отсюда взяв 5 =  ե\Հ\2 для С € С, (|і/| > 1), из оценок (1.4) и (1.7) получаем

(1.8) |« м (2 ,0 І <3m ax{21u4’( x - 0 J n | i; | }  +  3cxp^5  +  ^ )  для z € S6.

Из (1.8) следует, что функция U’s (г, С) на R для фиксированного Հ  € C \R  огра­
ничена функцией 1п(|х| +  1). Обозначим

Կ  ■■={С € С : Խ Հ  =  S}, 1.6 :=  {С € С : 1 ո Հ  =  ֊5 } ,

Щ  :=  (С € С : Խ Հ  > 6}, П_^ := {£ € С : І т (  <  —5} для 6 > 0.

Для полуплоскости Пл- и для функіціи ws на կ  применив теорему Дирихле, мы 
можем определить функцию ws как гармоническую функцию на Пд. Тогда учи­
тывая, что

/.
У21п+ *

s У2 +  (է -  х)2 
74

■zdt <  —су In <5,



где с >  0 абсолютная постоянная, можем определить wg как гармоническую 
функцию на всей С дня фиксированного Հ 6 С так, чтобы

In M wt (г) <  Зсхр [ 5 +  -А? 1 + 3 1п+ г  +  2 Іп+ л/Ь|СІ-
I  М  I

Теперь мы должны доказать оценку (1.5) для \z\ <  |(| /2  и г € С.
Дли случая |z| <  ІСІ/2 и г €  Ss оценка (1.5) непосредственно следует из 

доказательства Теоремы 1 работы [3].
Учитывая, что
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(1.9) ь І Т Г с [ — < 6 для z € lg и фиксированного С € C \R ,

и принцип максимума для гармоничных функций, получим (1.5) для |г| < |С|/2 
и г  € С.

Теперь докажем оценку (1.6). Из решения задачи Дирихле имеем, что рост 
функции tvg на Па и П_г удовлетворяет неравенству

«ч(*»0 <  3hi(| z  I +1) +  21ո+ >/ե\Հ\.

С учетом (1.8) мы получим оценку (1 .6). Лемма 1.1 доказана. □

Теперь сформулируем первый результат об гармоническом приближении функ­
циями, определенными на R2.

Теорема 1.2. П усть и € Н  (5л) и е >  0. Тогда существует функция ѵ гармо­
ническая на R2 такая, что

(1.10) |и (ж, 0) — t» (ж. 0)| < 6е для ж 6 R.

Рост функции ѵ на R2 удовлетворяет для г  > 0 неравенству 

(1-11) 1п|ѵ(ж,у)| <  2 In Ми (|z| +  2Л) +  с In г,

где г — у/х* +  у2 и с >  0 зависит лишь am հ.

Доказательство. Заменяя ѵ на е~ ѵ и и на мы можем доказательство 
теоремы привести к  случаю е =  1 .

Пусть теперь у  будет границей 5л, положительно ориентированной относи­
тельно начала координат, и для г  > 0, уг будет часть у в C \D r с индуцирован­
ной ориентацией; отметим, что у,- =  у, если г  < Л. Введем следующие функции

(1.12) /г (г) = J «(Opz.O-lujĵ JdCfor (3,C)eCx(C\R).
где функцию w(z, Հ) выбираем по Лемме 1.1.
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Для доказательства теоремы, мы должны оценить І г (г) на R и на R2. 

Полагая b =  Л/ц (|£|) и используя (1.5) получаем

(1.13) \1г (х ) \<  [  |« (С ) ІІ֊75^С < с1 /  Ы  2 =  с(Л) <  +оо.
JdEr Ь |r/| J |і;|>л

Пусть теперь z =  х  +  іу  €  "Dp и г  >  r& =  m ax{2p,p +  Л} +  1. И з (1.5) и (1.12) 

следует
| / г (г )I <  с I  — ~(1С <  с------------ > 0 при г  ->  + 00.

А г |*7І г 110
Поскольку функция /0 (շ) ֊  /г  (с) это интеграл вдоль конечного пути у \у г , то 

она определяет гармоническую функцию на R2\  (7 \7 Г)- Следовательно, интеграл 

/ 0 (г) равномерно сходится на Д Д 7  для любого р >  0 и определяет гармониче­

скую функцию. Іо е Я  (R2Yy); аналогично I r  €  Н  (R2\7 )  для любого г  >  0.

Рассмотрим теперь функцию ѵ €  Н  (К 2Ѵу), определенную формулой

. _ (  І о ( г ) +  и (г )  для z t S f l
(1.14) / „ ( г )  д л я г е И Ѵ -  ՛

Из определения (1.12), с учетом (1.6), получаем | /Г (т )| <  с(Л) для х  € R. Таким 

образом оценка (1 .10) доказана. \

Функцию t' но формуле Коши-Грина представим в следующем виде:

(1.15) V (շ) = /, .(*)  +  / ;  ( * ) +  / " ( * ) ,

где|И

Հ  (*) =  і  /  «(C)w (շ, С)
Jl\tr

Հ' (*)= “гЬ/ “(011112 - СМС,
/r =  3D r n 5 h.

Очевидно, что интегралы являются гармоническими функциями на Д ., сле­

довательно, ѵ донускает гармоническое продолжение на Д  для любого г  >  հ , и 

более того ѵ € Н  (R 2). При этом формула (1.15) для ѵ (շ) не зависит от г, если 

շ  € Д .. Так как функция и €  Н  (Տհ), то по теореме Кош и-Грина получаем

(1.16) 2* ս ( շ )  =  լ  [« (0 ^ h | C - 2 | - j U ( C ) l n | C - 2 | ds,

где ո  обозначает внутреннюю единичную нормаль к  дЕг , где Ег =  Տհ Ո  Д .. 

Этот интеграл на R2\5 h будет равен нулю. Из (1.14)-(1.16) для շ  €  Ег получим 
следующее представление:

2” (г) “ Li [u 1жta!к - ■I - ж» I І к 11
76
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+ 1  I e  I p  (СІ-2) < խՀ +  / /  (Д « )  ( 0  W (С, г )

где функция ги (С, г )  определена в (3). В этой формуле все ядра гармонические 
функции по г  для г  €  Следовательно функция է՛ (с) будет гармонична на К 2. 

Теперь оценим функцию ѵ для любого г  € R2. С учетом оценки (1.5), возьмем 

г  =  2 |г| для г  е R , из определения (1.12) получим, что

(117) | /Г(2) | < с (Ь ) .

С учетом (1.0), получим:

(118) \І'Г (*) <  C \(h){M H(r) +  г ).

По той же схеме:

(1.19) |/" (г )< с а (Л )М и(г),

где с і(Л ) >  0 и շ շ (հ ) >  0.

Таким образом из (1.15), с учетом (1.17) • (1.19), получим оценку (1.11). □

2 . Г а р м о н и ч е с к и е  п р и б л и ж е н и я  н а  в е щ е с т в е н н о й  о с и

Рассмотрим задачу о наилучпіем равномерном приближении на вещественной 

оси гармоническими фупкциями. Следующая теорема доказана в работе |3).

Теорема 2.1. П усть  /  6 С3 (К ) и £ >  0. Тогда для հ  >  0 существует функция 

V € I I  {Six), удовлетворяюіция неравенству

| /  (ж )  — ѵ ( іс) |  < 5е для х  € R,

рост которой для z =  ж +  іу  € Sh ограничен неравенством

խ  (х )| <  Зто/ (х, հ ) +  Зеехр ^5 +  2 \](2К )г  ( x , h ) j .

Сопоставляя Теорему 1.2 и Теорему 2.1, мы получим основной результат работы.

Теорема 2 .2 . П усть f  €  C3i(R) и £ >  0. Тогда для հ  > 0 существует фунщия 

w гармоническая на R2 и удовлетворяющая

| /  (х) -  w (х)| <  с для X € R,

рост которой для z =  х  +  іу  € R2 ограничен неравенством

եւ խ ; (х . у)| <  21n m / (|z| +  2/i) +  с In г  +  се у (2ft)՜1 e~xU \ j w  (х. հ )

где г  =  у /х2 +  у2 и с >  0 зависит лишь о т  հ.
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Из Теоремы 2.2 получаем следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть /  € С4 (R) и 0 < 6 < 1. Тогда существует гармоническая 

в R2 функция vs, такая что

(2.1) | /  (х) -  V, (я, 0)| <  5Ճ1 для X € R, 

и для любой точки (х, у) ե  К

(2.2) 1п|ѵ< (х,у)| < 31пm j (х, 1) +  c ln (r +  1) +  +24փ ո ր * \  (х, 2) +  15,

где с >  0 абсолютная постоянная.

В работе [2] доказано, что если функция /  6 C(R) и удовлетворяет неко­
торым дифференциальным свойствам, то ее можно приблизить целыми функ­
циями порядка 1 и этот иорндок нельзя уменьшить. Далее в работе [3] было 
доказано, что функцию /  можно приблизить мероморфными функциями с ро­
стом - Г (г) =  /о<72(•/*) и его рост нельзя уменьшить. В случае гармонического 
приближения можно получить следующий результат.

Следствие 2.1. Пусть функции ք  € С* (R) и /^4' ограничены на R. Тогда 
функцию ք  можно равномерно приблизить на R гармоническими функциями 
w € Н (R ) так, что Л/„,(г) < Ат, где А > 0 абсолютная постоянная.

A b strac t. In this paper we investigate the problem of uniform approximation of a 

function given on the real axis R by harmonic functions on R2 w ith optimal growth 
at infin ity. The growth o f approximating functioas depends on the growth of the 
approximated function and its differential properties on R. Note that this problem is 
firs t considered iu  the present work.
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