
Известия Н А Н  Армении, Математика, том 51, ц. 6. 2016, стр. 43-71.

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  Б А З И С Н О С Т И  В  Я 1 (Л ) С И С Т Е М Ы  
Ф У Н К Ц И Й  Ф Р А Н К Л И Н А  С  Н У Л Е В Ы М И  С Р Е Д Н И М И

К . А. КЕРЯН

Ереванский государственный университет1 
E-m ail: karenkeryan Qyahoo. com

А н н о т а ц и я .  Определяется общая система Франклина на Л г нулевым сред­
ним, порожденная допустимой последовательностью 7. Найдено необходи­
мое и достаточное условие на 7  при котором соответствующая система яв­
ляется безусловным базисом в Я 1 (Я).
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1. В в е д е н и е

В этой статье исследуются свойства ортонормальной сплайн системы второго 

порядка с произвольными узлами. Систематические исследования таких систем 

началось с работ 3 . Чисельского |2), [3| о классической системе Франклипа. кото­

рая является ортонормальной системой кусочно-линейных непрерывных фѵнк- 

ций с дпадичсскими узлами. В 1975 г. С. В. Бочкаревым |1| были доказана без­

условная базисностъ класспческой системы Франклина в Մ [0 ,1], для 1 <  р <  оо, 

а в 1982г. П . Войташ чик |19| доказал безусловную башсность этой системы в 

Я 1 (ОД].

Распространение этих результатов для произвольной последовательности уз­

лов, т.е для общей системы Франклина, началось с работ |4|. |8|. В [9| Г. Г. Гевор­

кян  и А . Кам опт доказали, что общая система Франклина является безусловным 

базисом в Մ ]քձ , 1], для 1 <  р <  ос. Ими также были получены простые геомет­

рические характеризации последовательности узлов, для которых соответству­

ющая общая система Ф ранклина является базисом пли безусловным базисом в 

Я 1 [0 ,1] (см. [10]). При доказательстве этих результатов важную роль сыграли 

характеристические интервалы связанные с каждой общей функцией Франкли­

на.

^Исследования выполнены при финансовой поддержке ГКН МОП РА в рамках научного 
проекта 13-1А 006
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В работе (12) был введен аналог общей системы Франклина на действительной 
оси с нулевыми средними. Там была получена геометрическая характеризация 
последовательностей узлов, для которых соответствующая система Франклина 

на Я с нулевым средним является базисом в Я 1 (Я ). Надо отметить, что эта 

характеризация не является аналогом той, полученной на отрезке [0, 1 ] в [10].
Ос новной целью этой работы является характеризация последовательностей 

узлов для которых соответствующая общая система Франклина на Я с нулевыми 

средними является безусловным базисом в Н  (Я).
Материал организован следующим образом. Во втором параграфе приведе­

ны необходимые определения и формулировка основного результата. В третьем 

параграфе доказаны некоторые свойства функций Франклина на Я  с нулевым 

средним. В четвертом параграфе исследуется гладкость мультипликаторов ядер 

Дирихле. А в последнем пятом параграфе приведено доказательство осповиого 

результата.

2. Н ек о т о р ы е  о п р е д ел ен и я  и  ф о р м у л и р о в к а  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

Определение 2.1. Последовательность (разбиение) 7  =  (£„ : п  >  0) назовем 

допустимой на Я, если 7  всюду плотно в Я и каждая то чка  է €  Я встречается 

в 7  не более чем один раз.

Пусть 7  =  (£„ : п  >  0) допустимая последовательность. Д ля ո  >  2 обозна­

чим 7 „ =  (ti : 0 <  t <  ո  +  1). Допустим ігп получается из Тп неубывающей 

перестановкой: 7г„ =  (тП іі: тПі, <  тПіг+і,0  <  і  <  ո ) , 7Г„ =  7п. Тогда через 5® обо­

значим пространство функций с нулевым средним, которые непрерывны на Я, 

линейны на [ т „ , , , т П іі + і )  и равны нулю вне (т,,.о,тПіТІ+і) .  Ясно, что dim S° = п  — 1 

и ծ ո _ , С 5JJ. Следовательно, существует единственная (с точностью до зна­

ка) функция Fn 6 Sjj, которая ортогональна 5®_լ и ||Fn||2 =  1. Эту функцию 

назовем тг-ой функцией Франклина с нулевым средним на Я, соответствующей 
разбиению 7.

Определение 2.2. Система функций Франклина с нулевыми средними (Fn(t))«> շ 

соответствующ ая разбиению 7  определяется следующим образом: для п  >  2 
функция Fn(t) есть п-ая функция Франклина с нулевым средним, соответству­
ющая разбиению 7.
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При исследовании общей системы Франклина на (0,1] важную роль сыграли 
понятия регулярности последовательности 7. Эти понятия нам нужны также 
при изучении системы Франклина на R. Введем понятия регулярностей на R.

О пределение 2.3. Допустимая последовательность 7  называется сильно ре­
гулярной на R с параметром 7 , если для всех п >  2,

Ж
7՜ 1 <  <  7> для всех і  =

и
\Ո I \П \П . \п

(2 .1 )  - 1 - 2---------->  Л՜ 1 --------֊Ո ֊ п+1_____ > -ѵ՜1
ՃՀ +  ՃՀ +  . . .  +  X ^  7  А? +  А? +  . . .  +  А£+1 > 7  ’ 

здесь и далее А" =  тПі* — тПіі - і .

О пределение 2.4. Допустимая последовательность 7  называется регулярной 

по парам на R с параметром 7 , если для всех п >  2 имеет место (2.1) и

7 ՜ 1 <  ^ 7 » для всех і  =  1 ,2 ,...,п - 1.
Л* + і +  А і

Основным результатом (12) является следующая характеризация последова­

тельностей, для которых система (Fn) является базисом в Я 1 (Я).

Теорема 2.1 ((12)). П усть 7  допустимая последовательность и (Fn(t))%L2 со­

ответствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Тогда для 

то го , чтобы  система (Fn(<))“ L2 была базисом в Я 1 (R) необходимо и доста­

точно, чтобы последовательность 7  была сильно регулярной по парам на R с 

некоторым параметром 7 .

В этой работе нами получена характеризация последовательностей, для кото­

рых система (Fn) является безусловным базисом в Я 1 (Я). Основным результатом 

этой статьи является следующее утверждение.

Теорема 2.2. П усть 7  допустимая последовательность и (F „(/))“ L2 соот­

ветствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Тогда для 

того , чтобы система {Fn(t))^L 2 была безусловным базисом в Я 1 (Я) необходи­

мо и достаточно, чтобы последовательность 7  была сильно регулярной на R 

с некоторым параметром 7 .

Отметим, что доказательства безусловной базисности в действительном про­

странстве Харди общей системы Франклина на (0,1] в (10|, а также ортонормаль­
ной системы сплайнов высшего порядка в |1 1 | основываются на эквивалентности
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следующих четырех условий. Чтобы сформулировать эти условия, дадим необ­

ходимые определения. Пусть ( / п )п>о общая система Ф ранклина на [0,1) соответ­

ствующая допустимой последовательности. Для последовательности коэффици­

ентов (Оп)„>0 положим

Д ля /  6 Լ Հ [0,1] обозначим через Р /  и 5 /  ф ункции Р  и Տ  соответствующие 

последовательности коэффициентов а „ =  (ք , ք ո ) -  В работе |10| было доказано 

эквивалентность следующих условий для сильно регулярны х последовательно­

стей:

(A ) /> € £ ‘ [0,11 ,
(B ) 'Ряд Օ դքո  безусловно сходится в /„ ‘ [0 ,1].

(C ) S € L 1 [0.1],

(D ) Существует функция /  6 Я 1 [0,1] такая, что ап =  ( / ,  / „ ) .

В нашем случае, т.е. для системы Ф ранклина с нулевым средним, аналоги 

всех импликаций доказанные в работе [10 | можно получить, кроме быть может 

импликации (С ) => (D ). Проблема в том, что при доказательстве импликации 

(С ) =>■ (D ) используется следующее важное свойство ф ункций Ф ранклина на 

[0, 1]. которое, вообще говоря, не верно для ф ункций Ф ранклина с нулевым сред- 

н іш . Определение функции Франклина на [0,1] аналогично определению дан­

ному выше ф ункцип Франклина с нулевым средним, с той разницей, что со­

ответствующие пространства кусочно-линейпых ф ункций м огут иметь средние 

отличные от нуля. Поэтому по определению каждая ф ункция Ф ранклина ортого­

нальна всем таким кусочно-линейиым, непрерывным ф ункциям , что нельзя ска ­

зать о ф ункщ ш  Франклина с нулевым средним (в этом случае кусочно-линейные 

ф ункции должны такж е иметь нулевую среднюю).

В  настоящей работе, вместо эквивалентности этих четырех условий мы дока­

зываем гладкость мультипликаторов ядер Дирихле общей системы Ф ранклина 

на Л  с нулевыми средними. Такой подход был применен такж е  в [16|.

Условимся в некоторых обозначениях. Через с .С ,С і,С у ,..., обозначаются по­

стоянные зависящие только от своих индексов. Значения этих постоянных в раз­

ных формулах могут быть разными. Длину отрезка I  обозначим через |/ |.
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Записи а ~  ծ, а < Ь , а > Ь  означают, что существуют положительные посто­

янные с и С , такие что с -а  < Ь  <  С • а, а <  О-Ь, а >  с-Ь соответственно, а записи 

а ~-у Ь, а  6, о > 7 Ь означают, что эти постоянные могут зависеть от -у.

Через 1 д ( і)  обозначим характеристическую ф ункцию множества А.

3. П р е д в а р и т е л ь н ы е  н а з н а ч е н и я  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я

В этом параграфе мы получим оценки для обратной матрицы Грама системы 

В-спл айнов, откуда получим оценки функции Франклина с нулевым интегра­

лом. А  такж е  дадим определение пространства Харди и укажем на свойство 

гладкости ядра, при которым соответствующий интегральный оператор будет 

ограниченным из H X(R ) в H l (R ).

3.1. Н е ко то р ы е 'с в о й с тв а  Б -спл ай нов  и м атрицы  Грам а. Пусть Т  разбие­

ние действительной оси 7  =  (т_то_ і <  . . .  < t q <  . . .  <  г „ + ]), где in ,ո  >  -1 .

Через А, обозначим длину отрезка [ հ - ь п ]  для —то <  і  <  ո  +  1, а через Аг,-, 

( —т  — 1 <  і  <  п  +  1) обозначим 5-сплайны соответствующие Т, т.е.

(  1, к о г д а  t  =  T i , 

հ կ {է ) —  < 0 ,  к о г д а  է €  ( - о с , Т і _ і ]  Ս  [т і + і ,  з с ) .  д л я  — m  <  t  <  ո

[  л и н е й н а  н а  [т £_ і , Г і ]  и  [ т і , т і+ 1 ],

и

{
1 , когда է =  т_т _ |,  f  1 , когда է =  r n4- i,
О, когда է Գ  [т _ „ ,_ і,т _ т ), іѴп+і ( і ) = <  0, когда է Հ  ( г „ ,тп+j], 
линейна на [т_та_ і,т _ да], [  линейна на [т „ .т „+ і].

М атрицу Г  рама системы ( У Ѵ , обозначим через G, т.е. G =  ((Лгі, N j) )“յ _  m. 

где { / ,  g ) =  Jn  f(a ՝)g (x )d x , а обратную- G 1 =  (o ij)5 j= _ m- Очевидно, что система 

( N j ) " _ _ tn , определенная следующим образом

(3.1 ) I I  =  Ё  « « л .<я-т
бноргогональна системе (Af, )£__„,.

Прямыми вычисления*™ можно получить, что (Агі, N t) =  * ՚+ի ' , ( N i.N l+ i )  =  

t y 1 , и ( N i . N j )  =  0. при |t — j \  >  1. Следовательно, коэффициенты ац  удовле- 

творяю т следующим у]>авиениям:

(3.2) AjO i j - i  +  2(Аյ  +  AJ+i) o , j  +  ճ յ+1(կ յ+ ւ  =  6Si j t  дня -  m  <  i j  <  n,

определив a£,_m -i =  «>.n+i =  0.
Нам понадобятся следующие свойства коэффициентов ս , յ .
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У тв е р ж д е н и е  3 .1 . Д ля любых і  и j  им ею т м есто  следующие соотнош ения

(3.3) 3 <  оі,і (Х і +  А ін-і) <  4;

(3.4) ( կ յ  =  ( - i ) i+ i|e « jl;

Г K i l  >  2 |O tj+ ili J >  І і
լ  |Q£,il >  շ յ օ ք յ - ւ Լ  j  <  *;

К . А . К Е Р Я Н

(3.5)

Более то го

շ + Ife f) Kj+.I < K jl £ (2 + 2i^ f) l«*j+il. j  շ  *
(3.6)

(3.7)

'2 +  1 ^ - J |օ յ,յ_ ւ | <  K , |  <  (2  +  2 ^ - J K j - i l ,  j  <  *;

1
K il<  V "*- где j  >  i,

A i  +  . . .  +  A j+ i 

k . j  I <  W ~ 1 t ~ .-— —  1 где j < i \Xj + ... + A,-+i

для q =  §, и

(3.8)
1

2 l* - il пшх(А« +  A i+ i, A j +  A j+ i )

Д оказател ьство . Заметим, «гго |а ,.„~ і| >  2|а,,п | и <Կ,ո _ ւ • օ , ւՈ <  0 (см. (3 .2)). 

Откуда многократным использованием равенства (3.2) получим, что |сц^| >  

2|a1J+ i|,  и O jj+ i • (կ  յ  <  0 для j  >  і.  Аналогично можно доказать, что, |a ,,j| >  

2 |օ ,յ_ ւ |. и ք կ յ - i  ■ d i j  <  0 для j  <  і.  Неравенства (3.5) доказаны. Совмещая вы­

шесказанное с (3.2) получим, что сц.і >  0, следовательно имеет место (3 .4), более 

того, имеем
3

2(А, +  Aj+ i)a ,.j >  6 =  A iO j.i-i +  2(А, +  A f+ i)a tii  +  А ,+ іа і,і+ і  >  —(A* +  A i+ i)a j, i.

И так, неравенство (3.3) такж е доказано. Неравенства (3.6) являю тся следст’вием

(3.2), (3.4) и (3.5), а (3.8) вытекает из (3.3) и (3.5).

Чтобы удостовериться в справедливости (3.7), заметим, что для j  >  і ,  из (3.6) 
и (3.3) имеем

K j l  "  3 ՛ -  ( з )  ‘ (А, +  A j+ i)(A j-i +  Xj)ա
4 ^ _<

A jA j- i • . . .  • А,i+1
(Aj + Aj-f-1)(Aj ֊ 1 + Aj) •... • (Aj-f 1 + Ai-1-շ)M i l  <

Аі-н • . . .  • A j
(A* +  Ai+ i)(A 1+i  +  A i+ շ) • . . .  • (A j_ i +  A j)(A j +  A;+ i ) ’
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откуда используя неравенство

(А< +  А і+ і)(А і+ і +  Ai+ շ) • . . .  • (A j_ i +  A j)(A j +  X j+ i) >  (А ІI - . . .  +  AJ+i)A ,+ i  • . . . •  Xj 

(член Afc • A ,+ i • . . .  • X j получается умножая вторые слагаемые первых к  — і  скобок 

с первыми слагаемыми остальных скобок) получим первое неравенство в (3.7). 

Второе неравенство в (3.7) доказывается аналогично.

У тв е р ж д е н и е  3 .2 . П усть  1 <  р <  +оо. Тогда

(3.9) 

и

(3.10)

£  ai N i
յ ա - т

1/Р

, j= -m Ի

Ո /
Е Щ "Ij m - m

р  V

1 1  E  w V i + W ՜ ' !  =  ( < 4 ( * j + W /," 1) , = _ , „ | | „

Неравенство (3.9) является Леммой 4.2 из |7|, глава 5, которое говорит о Մ  

стабильности В -снл айнов, а неравенство (3.10) вытекаег из знаменитого резуль­

тата А . Ш адрина |17| о гипотезе де Боора (для вывода неравенства (3.10) из 

этого результата см. (5|).

3.2. О ц е н ки  ф у н кц и и  Ф р а н кл и н а . Пусть 7  разбиение действительной оси:

7  =  ( г _ ,„ _ і <  . . .  <  то <  . . .  <  т „+ 1 ), где т , п  >  —1, а 7  получается из 7  отбра­

сыванием то- Через <  » <  ո  — 1 ) обозначим В-сплайны соответствующие

7 . Связь между ф и кц и я м и  N t и N i следующая:

N i( t) , для — т  <  і  <  -2 ,

Л Г .і(0  +  Հ լ ՜ ^  N o (t), для i  =  —1.

^ w + S ^ ) ՝  m  , = 0 ’

Ni+ 1 (t) , для 1  <  » <  n  — 1 .

Через M ,(t)  обозначим ф ункции Ari( t )  в L l нормировке, а

В $ )  =  M i( t)  -  A /,_ i( t) , где -  in  + 1  <  » <  ո .

Обозначим A  =  [т_ т _ і , г п+ і]. Пространство кусочно-линейных с узлами из 7  

и непрерывных ф ункций с нулевыми средними, обращающиеся в ноль вне Д  =  

Іт -» п - і,т п+| ]  обозначим через 5 °.

(3.11) W )  =

4 9



Аналогично определяются функции M ,.B t и пространство 5°. Для того, что­

бы определить функцию ортогональную к  5 ° нршіадлежащую пространству 5° 
с L2 нормой равной 1, определим функцию <р 6 5 ° =  s p a n {B i: —т  +  1 <  і  <  ո } ,  

которая ортогональна 5°. Функцию у? будем искать в следующем виде

§1 Е
j » - m

где система (ЛГ?)? ІП биортогоналыіа к (А ^)"=_т  (см. (3.1)).

Для того, чтобы уз была ортогональной к  5 ° необходимо и достаточно, чтобы

(^ , Д )  =  0, при — m  + 1  <  і  <  ո  — 1,

последнее равносильно независимости (<р, М х) от і.  Будем считать, что (у>, Л/*) =  

2. Следовательно сч =  2 • ||М ||і =  А, +  А ,+ і. для * <  — 2 и * >  2. Обозначая 

а =  —  1, из (3.11) получим следующее представление для <р:

у  Ո

(3.12) ч> =  (Aj +  Аі+1) іѵ ; +  а ((Ао +  А і)іѴ0* ֊  A0ATf -  А х » .
j= - m

Пусть ^ i ( t )  =  £  (А,- +  Aj+i)A7(«), v?2(0 =  Ф )  ~  V>i(<) и
յա-т

(թ (pi 

F  =  iM ?  / l  =  lM U ! л  =  1м ь ՜

Ясно, что функция F  € S°, ортогональна 5°, т.е. F  это ф ункция Франклина с 

нулевым среднпхі. Чтобы сформулировать оценки для ф ункций / ւ , / շ  нам пона­

добятся некоторые обозначения.

Следуя работе Г. Г. Геворкяна и А. Камонт |9] мы каждой функции будем 

ассоциировать канонический интервал J  следующим образом. Пусть I *  есть на­

икратчайший из интервалов [т_2,т0]. [т _ і,т і], [то.тг]. Пусть / *  =  [т,5т.+ շ]. Через 

J  обозначим тот из отрезков [ті,т,-+і], [т,+ і, Tj+շ], который имеет наибольшую 
длину.

'Через d(x,y) обозначим количесгво точек из 7  =  (т_т _ і <  . . .  <  t q  <  . . .  <  

rn+i) ,  которые принадлежат [ і , у], а через d(x) обозначим количество точек из 
7  между х  и J.

Для отрезка I  =  [х,у] через е(І) обозначим min (d (r_T„ _ i , ж ),d.{y, r n+i) ) ,  а че­

рез d (I)  обозначим min (d(x),d(y)). При этих обозначениях имеем следующее 

утверждение.

К. А. КЕРЯН

50



О Б Е З У С Л О В Н О Й  ВАЗИСНОСТИ В И*(Я) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ ... 

У т в е р ж д е н и е  3 .3 . Функция F  6 5 °  ортогональна 5 ° . Кроме того для последо­
вательности 7  сильно регулярной по парам на R с параметром для функций 

разложение F  в сумму имеют следующие оценки:

Отмстим, что функция / շ  в разложении F  =  / լ  +  քշ имеет некоторые общие 
свойства с общей функцией Франклина определенной на [0,1]. Например, дли 

общей функции Франклина на [0,1] неравенства типа (3.14) также удовлетво­

ряются и она также меняет свой знак на каждом интервале линейности как и 
քշ (см. (3.15)). Соответствующие свойства общей функции Франклина доказа­

ны в |9|. Для доказательства этого свойства, нам понадобится оценка для а из 

равенства (3.12).

Лемма 3.1. При принятых обозначениях и для последовательности 7  сильно 
регулярной по парам на Я с параметром 7  имеем:

(3.13) о) |/ ,( * ) | < , Ь) |/ і(х )  ֊  / լ (ѵ)1 <-, Н 1 c ((x ,« l)+ e (J )

|Д |4

(3.14)

(3.15) І /2Ы І ,  |/а (т± і)| |J| 1/2 и sgn/2(T,) =  ( - l) 's g n /2(T0).

(3.16) іН й г 64՛*1-
Доказательство. Сперва докажем следующее неравенство

(3.17)

Действительно, из
(3.18)

п

N j№  =  Ё  W .N i) + W ,N - m- i)+ (N ;,N n+1) =  1 + ^ = Ч - т

“  I - і = - т ( АІ  +  -  2 f n ^ rk ( t ) d t  п о л уч и м . ЧТО



п + 1
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+ ^ f i  ( i  +  = ІД І>

где последнее неравенство имеет место в силу (3.8).

Воспользовавшись (3.18) и (3.5) получим, что

|jf( (A o  +  Аі)ЛГо*(0  -  А « д а )  ֊  А .Л Г ,(t))d<

((Ао + Аі)«0.-І»і — Аові,—m ՜  АіЯ-l.-m) + 7 ((Ao + A|)«0,n —g VV'Hj ' Til l . - m /  ■ g

-AoO i.n — A i«  i,n)| <  (An +  А і)|Д | ruax(|a ֊ւ, |u i.n |)>

откуда, используя (3.8). сильную регулярность по парам на R  последовательно­

сти 0՜ и определение интервала J , получим
I ,  А  ւ д  \ Iд I-іп іп(т.и)
| / я ((Ло +  W W ֊ Ы Ц »  -  ЛіЛГ1і( ())с1і| <  ШІЦ(І _ ^ + Л " , Л„ ^ + А „ )

St
Так как ір € 5 °. поэтому քռ  cp(t)dt =  0. откуда используя равенство (3.12) вместе 

с последним неравенством и (3.17) получим (3.16).

Д о ка за те л ьство  У тве р ж д е н и я  3 .3. Сперва докажем

(3.19) M b  ~ 7  W(Ao +  A i)l/2  ~ 7 \а\\J \1' 2.

Заметим, что из сильной реіулярности по парам на Я  следует |«7| ~ 7 Aj  +  AJ+i , 

где j  =  —1,0,1 . О ткуда, иснользуя (3.10) получим, что

(3.20)

ІІѵ^і 1|շ ~  ^  (A j +  A j+ i)^  ~  |Д |5. II'^ շ IIշ  ~  Н  ^  (A j +  A j+ ւ )^  ~ 7  М М І^- 

Из этого, используя (3.16), получим оценку сверху для ||у>|І2

IM h  <  Խ ІІ2 +  ІЫ Ь  < ,  М И 1/2. • •

Чтобы оценить ||</?||շ снизу рассмотрим два случая:
/ |Д|Ѵ /а

С л уча й  1: |а| >  С  • Լ | յ յ ՜ ) , где постоянную С  выберем чуть позже. Из

(3.20) имеем | |^ і||շ <  Շ \ \ ձ \1էշ  и ||^ շ||շ  >  c-,.|ct||«7|А/ 2. Выбрав С  >  2 ^ ,  будем 
иметь

И г  >  І Ы г  ֊  І М І 2 >•> Н И 172-



С л уч а й  2 : |а| <  С  ■ • Из (3.10) и сильной регулярности по парам на Я,

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Нх(й) С И С Т Е М Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

получаем

ІМ І І>  £  (A j +  A j+ լ) Հ - , |Д | >  la|2 j j l ,

if * -1.0.1
что и завершает доказательство (3.19).

Используя (3.19) и (3.16), будем иметь

Из (3.10) следует, что ||¥>i||oo 1, откуда, используя (3.21), получим (3.13а).

Теперь докажем (З.ІЗЬ). Ф ункция / і( х )  кусочно линейная, поэтому достаточно 

доказать (З .ІЗЬ ), где х н у  являются узлами. Используя (3.1) получаем
W Ո

Ѵ>і(**) =  (A j +  A j+ i)JV *(tv ) =  5 3  4 է յ( ձ յ  +  A j+ i)
j» -m  je -m

=  2 V  akd f  N j( l)d t =  2 /  N'k (t)d t,
Щ Й  щ  щ

откуда, воспользовавшись (3.18) и (3.8), будем иметь

A—m , A n+i A-то  Afj+j
շ  ak,—m +  — flfc.n շ  al.—m ~  ~ Պ ,ո

<  2 (q k + in  +  q n ~ k  +  qt+ m  +  q n ՜ 1)  <  8 g c((Tfc’r , I ) .

Используя (3.21), из последнего неравенства получим | / ւ ( դ )  — / i ( t j ) |  < դ  ЬЦц  x

Теперь докажем неравенство (3.14). Из (3.19) следует, что

І/г ( т і) І S y ((Ао +  А і)|ао .і| +  Ао|аі,і| +  Аі |о_ х,і |) յ уц / շ ’

откуда, используя (3.7) и сильную регулярность по парам на R последователь­

ности 7  с параметром у  , получим для і  >  О

i f  / _ \ і  <  Я% ло +  л і 
\М  ‘<)І J »  А _ і + . . .  +  Аі+ і  ՜ \ Ш 2 ■

Из определения интервала J  имеем Ао +  Aj < 7 |J |, следовательно из линейности 

քշ  на [т»_ 1 , Т і], будем иметь для х  е [г,֊ յ ,  г,]

I J \l,2 a* I
іл м і  <  ՛ո »  (іл (ч -.)і,іа (ч )і) i t  լ 1+ . . : ւ Հ -  տ щ т іщ іт у

Аналогично доказывается оценка для х  < t q .
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+ —  ( ՛  + + ~ < * ™ )  > £  £  = ід і ,

где последнее неравенство имеет место в силу (3.8).

Воспользовавшись (3.18) и (3.5) получим, что

[ ((Ао +  А,)ЛГ*(0 -  A0N t( t)  -  A i/V *1(#))d<
UR

((Ао +  A i)flo ֊m  -  А0Я 1 , - т  ՜  A i« -l ._ m )  +  ((Ао +  Ат)(10; „ -

—Ао<іі,т« — A|0 _ itn)| <  (Ао +  А і)|Д | т а х ( |а - і, - т |, |а і.„|),

откуда, используя (3.8). сильную регулярность по парам на Я  последовательно­

сти 7  и определение интервала J , получим

(Ао +  А ,)|Д |<7т,п <т ">I / ((Ао +  A j)A ’o (t) -  А«Л 7(і) ֊  A i N l t (t
\J r

(*))d t
п ііп (А _т  +  A_m +i,  A„+1 +  Ал)

ձ, v * ձ,
Так как ip € S°. поэтому f n <p(t)dt =  0. откуда используя равенство (3.12) вместе 

с последних! неравенством и (3.17) получим (3.16).

Д о ка за те л ьств о  У тве р ж д е н и я  3 .3. Сперва докажем

(3.19) M -շ ~ 7  Н (А о +  A i) 1/2 ~ 7 \а\\

Заметим. что из сильной регулярности по парам на Я следует |J | ~ 7 Aj  +  ճ յ + i, 

где j  =  —1,0,1 . О ткуда, исиользуя (3.10) получим, что

(3.20) '

І Ы Ь ~  (  £  ( A i  +  Ai+ 1 ) j  ~  | Д | ^ ,  11̂ 2 ІІ2 ~  И  ^  5 3  ( A j  +  A j - i - i ) j  Н И * -

Из этого, используя (3.16), получим оценку сверху для ||^ ||շ

І М І 2  < І І Ѵ 1 112 +  11^2112 < 7  н и 1 / 2 -

Чтобы оценить ||</?||շ снизу рассмотрим два случая:
/ | Д | \ 1/а

С л учай  1 : |а| >  С  ■ Լ ՜ յյ յ՜  ) > гДе постоянную С  выберем чуть позже. Из

(3.20) имеем |І¥>і|І2 <  С і|Д |1/2 и ||<^зІІ2 >  <4 Н И 1/ 2. Выбрав С  >  2 ^ - , будем 
иметь

ІМ |3 > М > ֊ І Ы | а 2 -, І« Р І1/а-
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С л уч а й  2 : |л| <  С  • • Из (3.10) и сильной регулярности но парам на R,
получаем

ІМ Іі Հ  5 3  (A j +  A j+ i) |А | >  |a|2|J |, 

if* -1,0.1

M i o и завершает доказательство (3.19).

Используя (3.19) и (3.16), будем иметь

<з-и> М >  >  М І - / Г  > ,

И з (3.10) следует, что ||у>і ||оо ^  1, откуда, используя (3.21), получим (3.13а).

Теперь докажем (З .ІЗЬ). Ф ункция / і( х )  кусочно линейная, поэтому достаточно 

доказать (З .ІЗЬ ), где х  и у являются узлами. Используя (3.1) получаем
ո  ո

ѵ > іЫ  =  5 3  ^ + ъ + і Щ м  =  5 3  + А>+»)
j ——m —m

О Б ЕЗУС ЛО В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Я *  (Я )  СИСТЕМ Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

=  2 akJ [  W,-(0 <tt =  2 /  N fc*(f)d t,
' Л  -/Я

откуда, воспользовавшись (3.18) и (3.8), будем иметь

A—m . ^п + І A_m \ i+ l
T  0 flfc.n — 0 Щ.-֊էո 03 • ‘  3 3 3

<  2(gfc+w +  9n_fc +  9/+m +  an_<) <  8<7e^Tfc’Til).

Используя (3.21), из последнего неравенства получим | / і( г * )  — ք ւ ( ՜Ղ ) \  x
X^dn-TlJJ+eCJ)

Теперь докажем неравенство (3.14). Из (3.19) следует, что

|/а(г<)1 S r  ((Ао +  Ai)|ao.i| +  Ao|ai,j| +  Аі |о_ і ,і |) ,

откуда, используя (3.7) и сильную регулярность по парам на R последователь­

ности 7  с параметром у , получим для * >  О

9 ՛ Ао +  А і
м  <

Из определения интервала J  имеем Ао +  А і < 7 |7 |, следовательно из линейности 

/ շ  на [т і_ і,т і] ,  будем иметь для х  е [г ,֊ і,т , ]

i j i i / V  I
IA(*)I < max (IA (r,-,)|. IA(r,)|) <, л - | +  +Л[Ч| S jjiTdSiSv)՝

Аналогично доказывается оценка для х  <  то.
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Заметим, что из (3.4) следует sgn/ а(т<) =  ( - l) 's g n /2(r0), и чтобы доказать

(3.15) нам остается убедиться, что (см. (3.19)) |<^շ(ոյ)|. ('Tdbi)l Հ -r М - Без огра>- 
ничеішя общности можем считать, что Ао >  A j.

Из (3.4) имеем |^ 2(г,)| >  И  • ((А0 +  Аі)|ао.,| +  А0|«і,<|), откуда, используя (3.3), 

получим |ѵ?2(то)| >  |а| ■ (Ао +  Аі)|ао.оІ >  3|а|, и |^ з (г і)| >  |а| • ApJai.iJ >  ^ (А о  +  
А і)|а і,і| > Դ |а|*(Аі +А2)|аы І ~  |«1> а также, иринимая во внимание, что (см.(З.б)) 

4(А0 +  А і)|а 0 ֊ і |  >  2А0О0.0 > (*о +  Аі)<*о.о >  3, получим

І¥?2( т _ ] ) |  >  |а | • (Ао +  А і ) | о о , ֊ і |  |а |(А о  +  A _ j ) | a o , - i |  >  |« |.

Утверждение 3.3 доказано.

3.3. Н екоторы е свойства канонических интервалов. Пусть 7  =  ( t „ ,n  >  0) 

допустимая последовательность точек. Через Jn , А п, / пд, շ, обозначим

интервалы, функции и величины соответствующие функции F „ и 7и =  (էլ : 0 <  

і  <  ո ). Более того пусть (r„,,)JL0 получается из (f,)”_0 перестановкой в порядке 

возрастания, т.е.

՝ (тп .і  ■ о <  і  <  ո )  =  (կ  : 0 <  і  <  ո )  и т„.о < т пЛ < . . .  <  тп .п .

Для « >  4 и для 0 <  і  <  п  -  1 обозначим Dn.% =  [тПіІ, г „ іі+1], а множество всех 

Dn.i через V . т.е. V  =  { Д , . , : 0 <» <  п  — 1,и  >  4}.

Через Зп обозначим отрезок линейности F,,, у которого левый конец tn , когда tn 

не являстся правым концом Дп, в противном случае через Эп обозначим отрезок 

линейности F „, у которого правый конец tn. Длину отрезка 3„ обозначим через 
А„.

Лемма 3.2. П усть 7  допустимая последовательность узлов из R сильно регу­

лярном на R с параметром7 , а (F „,n  >  2) соответствую щ ая система функций 

Франклина с нулевыми средними. Для фиксированного интервала Д  =  22,м и 

для п, г и к  >  0 положим N (A ,k ) =  { ո  >  0 : Fn линейна на Д  и dn (Д ) =  к ] .  
Тогда

№ > (+ < и *М ., А )  р  4 + 1

Л емма 3.3. П усть 7  допустимая последовательность узлов из R сильно ре­

гулярная на R с параметром 7 , а / |  D 72. . .  Э  /«  Э . . .  различные интераалы из 
семейства D . Тогда

оо

Е М р й ;
м і

К. А . КЕ РЯ Н
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Лемма 3.2 взята из (10) (см. Демму 3.4), а Лемма 3-3 следует из того, что 
длина отрезков уменьшается как геометрическая прогрессия. Отмстим, что для 
вложенного семейства канонических отрезков, несмотря на то, что некоторым 
различным функциям Франклина на Л  с нулевым средним может соответство­
вать один и тот же канонический интервал, сумма их длин также будет сопоста­
вима самому длинному каноническому интервалу из этого семейства, даже если 
допустимая последовательность не является сильно регулярной по нарам на R , 
однако, здесь мы можем обойтись без этого свойства.

Зам ечание 3.1. При различных п и т ,  интервалы Зп и Зт  не м огут совпадать. 

Поэтому в сгиѵу Леммы 3.3 для си.ѵьно регулярной последовательности на R с 
параметром 7  при 0 „։ D 0„г D . . .  D 3Пк D . . .  имеем

ОО
/  . Атіі А»* • 
fc = l

3.4. П ространство Х арди Я 1 (Я ). Следуя Койфману и Вейссу [6], функцию 

а(х) назовем (/-атомом, если существует отрезок I  такой, что 

(i) supp а С I ,  ( ii)  ||«||q <  ( ііі)  f Ra(x)dx =  0.

О пределение 3.1. Пространство всех функций /  € L l {R ), представимые в 

виде ք  — Aj-aj, где a j являются q-атомами и 5 2 * 01Aj | <  эо, обозначим

Н 1՝4. Норма для ք  € Я 1,4 определена следующим образом:

11 ~ll/ll/,.., := inf < 53 IAj'I: / = 53 где а> есть գ ~ атомы 
| | |  0 } —0

Равенство Я 1,9 =  Я 1՛00, для 1 <  q <  ос с эквивалентными нормами является 
фундаментальным фактом в теории пространств Харди (см. Теорему А в [6]^.

Одно из преимуществ представления I I 1 (R) в виде атомических разложений 

ощутимо при исследовании вопросов ограниченности операторов Кальдерона- 

Зигмунда на Я 1. Очевидно, что оператор Т  будет ограниченным, если Т  отобра­

жает атомы в атомы. Койфман и Веисс заметили, что для определенного класса 

операторов Т , при всех атомах а, функция Та имеет схожую с атомами струк­

туру, которую они назвали молекулой. Дадим определение молекулы.

О пределение 3.2. Для данного е >  0, назовем ш (х) £■-молекулой для Н  (Я) с 

центром Хо, если

j  |m (x)|2dx Ա  |m ( x ) |2 |x  ֊  x 0 | 1+ed x )  <  1 «  Լ  m ( x ) d x  =  0.

О БЕЗУСЛОВНОЙ ВАЗИСНОСТИ В Н։ (Ո) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ



Ясно, что каждый 2-атом является е-молекулой для всякого е >  0. Более 
важно, что ||т ||// і <  с для всех 5-молекул т  (см. |6|). Следующий результат |6| 
сыграет важную роль при доказательстве теоремы 2.2.

У тверж дение 3.4. П усть Т : L 2(R) -> L3(R) ограниченный оператор заданный

(Г /)(ж ) =  /  K (x ,y )f(y )d y .
JR

Если для всех 2-атомов а имеет место равенство JR(T a )(x)dx =  0 и если су­

щ ествует е >  0, для которого ядро К (-, •) удовлетворяет

Iк (х ,у )  -  К {х ',у )\ <  с —  ^ ,+ 7 .

для всех С \х — х /\ <  |х — у\, тогда для некоторой константы  с произведение 

с ■ Та является е-молекулой для всех атомов а.

4. Г л а д к о с т ь  я д р а  К ш

Основная цель этого параграфа является доказательство следующего утвер­

ждения.

Утверж дение 4.1. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R. с 

параметром 7, а К и(х ,у ) :=  w „Fw(.r)Fn(?/), где ш € { - 1 ,1 } ^ .  Тогда суще­

ств уе т постоянные е >  0 ы С-, такие, ч то

\км.ѵ) - км'.у) I <
для всех (27а +  1)|.т -  х'| < \х -  у\.

Введем следующие обозначения

К \,ы(х ,у ) :=  Е ^= 2^п /п л (տ )/ո ,ւ(շ/), К 2 ,и (х ,у) :=  шп/« ,2(® j/n , 1 (у)>

А'з.«(т, у) :=  Е Г =2 (x ) f n M ,  K *.U x, у) :=  Е Г =2 V’J n . iW fn .M -
Возьмем § =  q <  qi <  1. тогда существует а  > 0 такая, что 70 <

Для доказательства утверждения 4.1 нам понадобятся следующие леммы.

Л емма 4.1. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R с парамет­

ром 7. Тогда сущ ествует постоянная С7 такая, ч то

\к<Л*,ѵ) - к.Ж,ѵ)І < с,^— !1,
для всех (7 +  1)|х — x 'j <  \х — у\, і  =  1,2,3.
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Л ем м а 4.2. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R с парамет­
ром 7- Тогда сущ ествует постоянная Су такая, что

IК аЛ х . у) -  /с ,Ж ,» ) I  <

для всех (2-у2 +  1 )|х  — х '| <  \х -  у|.

Очевидно, что Утверждение 4.1 с с =  а  следует из Лемм 4.1 и 4.2. 
Д оказательство  Л ем м ы  4.1 для г =  1. Без ограничения общности будем 
считать, что х <  х ' <  у. Введем следующие обозначения:

по =  га іп{п  : Д п э  [ас/, |/)}, щ  =  ra in{n > no : dn(x ,x ')) > 2}.

Ясно, что По <  Пі и Е п<п„ І/п .і(* )  ֊  /п ,Л ') | ■ |/и .і(у )| =  0. Обозначим

1 =  Ц  І/« д И  ֊  • І/..,і(» )ІГ  К  =  £  I/„ , . ( * )  -  / „ д ( і') |  ■ |/„,і(ѵ )|.
Ո*<Ո<Ու Ո>Ո|

Заметим, что \К \,ш(х .у ) -  K itU(x \y ) \ <  I  +  К . Достаточно доказать, что

(4.1) / , * < ,  І І֊У І°

О БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИОНОСТИ Ո  / / '  (Я) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ

X — у|Н в ՛

Начнем с оценки для I .  Разобьем множество {п  : по <  п <  п і}  на две частп:

Т і  =  { ո  : n o  <  Ո  <  ո ւ ,  en ( [ x , x ' ] )  =  r f« ( r „ ,0 , x ) } ,

Г2 =  {n  : n0 <  n  <  m , e „((x ,x ']) =  rfn (^,T n,n)} - 

Ясно, что /  =  / і  ֊Ւ /շ . где

Լ  =  £  І/«л (» ) I  fn .i(x ')\ ■ l/n .1 M i­
ner,

Через Г „,х обозначим шітервал лшіейностн функции F „, который содержит точ­

ку  .г . Так как | / ад (х ) -  / „  і(х ') | <  |х -  х '| шах |/ '  j(x )|. следовательно из 

сильной регулярности последовательности 7  па R и (??), (3.13), получим

(4.2)
г ^  V ՝՝ |х  —х'| |./,,| _е»(І*.*'1)+ея(Л ) Հ- Հ՜^  IJ  ~ х  I _е„([т.г,])+ем(Л)

ձ  к  ш М  , к  іг- і
Заметим, что ири фиксированном е „([х .х ']) из сильной регулярносгн последова­

тельности 7  на R имеем

(4.3) и ііп  |А»| ~ 7 шах |Д»|-п€Ті. «»([*.*'!)=* п€Ті, « ,([»,*'])-*

Действительно, при ո  € ^ ^ „ ( [ х , x'J) =  к количество точек левее х  из 7 „ оста­

ется неизменным (как и отрезок [гПіо,тп. і1)> поэтому из сильной регулярности
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последовательности Т  на Я  будем иметь, что max |Д П| max |г „ , і — т„.ц| =  

m in  |rn. i -  г„,о | ~ т in in  |Д „ |. И з (4.3) и Замечания 3.1 будем иметь

Е  А„
/л л\ Հ ՜"  Ап < п: *■.([»•**))-* < «

т  М *П J * " 1 "  ГОІП|ДпІ 'п€Т,.

И і сильной регулярности і юследовател ьностн 7  на R  следует, что 

Л ^ - ^ і Ѵ  <• 1 .. ( і ^ і І Л  <  у*с „([х ,х ')) <  — 1—
l l r Q - J  ~ ’ lH  l i r , , J  ~ 17  - Щ | |

Комбинируя эти неравенства с (4.2), (4.4) получим

^  ~  ^  { \ х - х ' \ \ п А „ 1______*

հ  ձ  Տ  V |г-  - 1 )  ід - і I*  ֊  » Г*= 1  п€Г| ,

|х  -  т у  у  у  ( І М Ѵ  _ * !!_ .

^  I* -  vl1+e s  п€Тіі ՜Հ^աԽ  ѴІГ».*І/ UU

<  | * ֊ * Г  ^ ( Л к <  1* ~ * Г
~ '|Г |х ֊  y|1+tt "  \q i  J ~ 7 | х -  УІ1+в ՜

Аналогичную  оценку можно получить и для /շ ,  что заверш ит доказательство 

оценки (4.1) для / .  Теиерь перейдем к  оцениванию К . Разобьем множество {п  : 

п  >  щ } на две части:

Տ ւ =  { ո  : ո  >  r i i,  e „ ( [x .z '])  =  <4,(rn,o ,x )}, Տշ =  { ո  : ո  >  щ , е „ ( [х ,х '])  =  < іп(х',т п%п)} . 

Ясно, что К  =  А 'і +  К і,  где

К і =  £  |/..,(х ) -  / „ , ,(* ') | ■
ո € Տ (

И з (3.12). (3.13) и сильной регулярности последовательности 7  на R  следует 

Заметим, что при фиксированном еп([х ,х '])  аналогично (4.4) будем иметь

Е А„
, л ,.ч Հ ՜ ՝  А „ n€S i. c „([i,a '])= fc  ^

( ’  «  Կ  — - 1лб5|, л,, (|T,*'))=fc

Из сильной регулярности последовательности 7  на R следует, что

К . А . К Е Р Я Н

Л *  ՜ * 7!У  >  f l * z £ ! V  >  ««((».*'))
ч Iх ~ у| / -  V |Д»І / 1
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О  Б Е З У С Л О В Н О Й  Б А З И О Н О С Т И  В  Я *  ( Я )  С И С Т Е М Ы  Ф Ѵ Н К Ц И Й

Комбинируя последнее неравенство с (4.5), (4.6) получим

к, <7у  у  —}—.(я \к(\x--*\Yե  ձ .  ід-м*-»і UJ Ա-l/lJ

< J ir*T  г ( ч\ к'  ' * - хТЩ l*-vllfe‘
Аналогичную  оценку можно получить и для А'2, что завершит доказательство 

оценки (4.1) для К. Лемма 4.1 для і  =  1 доказана.

Д о ка за те л ь с тв о  Л е м м ы  4.1 д л я  г =  2. Без ограничения общности будем 

считать, ч т о х  <  х ' <  у. Ясно, что»ц, <  п , и £ „ <По |fn ,v ( * ) - fn . 7 & ) \ ՝ \J n M \  =  О- 
Обозначим _ —

I  -  £  І /» .а (4 -  /» ,г М І • І/.., іМ І, * =  £  |Л л (* ) -  Л и М І • ІЛ ..іЫ І-
»*0<Ո<Ո| »*>Ո|

Заметим, что |A a ,w (**v) -  Л 'г.иД.т'.у)! <  I  +  К . Докажем, что

Щ В м
Начнем с оценки для 7. Разобьем множество {п  : ііц  < ո  <  п і} на две части:

Т \ =  { г г : по <  ո  <  ո յ ,  en(Jn) =  cZ„(rn>0lm in , /„ ) } ,

T2 =  { ո  : щ  <  ո  <  гц , e „ (J „ )  =  d„(m ax 7 „ ,rn,n) }  .

Ясно, что I  =  I \  +  /а , где

/, = E  і/-лм - ա  •
nCT,

Через Г п,х обозначим интервал линейности ф ункции Fn, который содержит точ­

ку  X. Т а к ка к  | / п 2(х ) -Л ,.2(х ') | <  |х - т '|  шах |/ '  а( * ) |, следовательно из сильной

регулярности иоследоиательности 7  на R и (3.13), (3.14), получим

(АЯ \ Г <  V ՝  Iх ~  Ճ! _____ W___________ „е„(.Л.Л-»і..(і)
1 ~ 7 ^  |ГП., |  |A n | ( |J n |+ d is t(x ,J „) )  9

nfcJi

Заметим, что для ո  € Т | при фиксированных e „(J „)  =  /, dn(a-) =  « количе­

ство точек слева точки  х  равно I  +  я или /  — в, откуда применяя Лемму 3.2 ио 

отдельности в обеих случаях для интервала Д  =  Гп,*, получим

Шмо) Е |J „| +  d is t(:r, Jn)
I. in  («■)=*

5 9



И з сильной регулярности последовательности 7 на R следует, что

V |г„.*| ) ^  \\Tnj)  ~77 “
Комбинируя эти неравенства с (4.8), (4.9) получим

К . А . К Е Р Я Н

Г <  У '  у ՝  / |дг — а/| \ ?  \Jn\__________1____I | . sА  7? V |Г„.,| ) |J„| + dist(x,Jn)|x-y|1,1*  1 "егі ՛

|лг ֊  т Т  у ՝  у ՝  (  IA „  I V *  !■/»!________ i+ ,~7 \x - y|,+° ,4-» \|г„.,|/ |J,i| + dist(x, J„)
.  |x-x'|“ Հ ՜ ' .............. ( գ \  +տ ^  \ x - x Y

Аналогичную оценку можно получить а для /շ , что заверш ит доказательство 

оценки (4.7) для I.  Теперь перейдем к  оцениванию К . Разобьем множество {п  : 

п > П і }  па две части: Տ \ =  { ո  : ո  >  щ , е„(.7 „) =  dn( r „ :o, n u n • /„ ) } ,

Տշ — (я  : ft ^  Яь вп('А») ~  <і»»(шнх J fi, 7դ ւՈ) յ  .

Ясно, что К  =  А’ і  +  К 2. где

Ki=Y. ІАл(*) - /«лМІ • l/«.i(v)l-
ո թ Տ է

И з (3.13). (3.14), получим

(4 10) Кл < ,  У  --------------- — ----------------- (< /»)+*.(*)+
՝  '  1 ~ 7 l A J . H J J  4 - r l k t . f r  .T_W 1

ntS i
Հ |A f l| • (|J „| +  d ist(:r, ./„ ) )

V  -------------------------- Щ -----------------------------n'n {Jn )+ d n( r ')  = ;  к .  +  K .

ոկ  \ ձ ո \ - ( \ յ ո \ +  ձ \տ Վ * ',յո )) 4 3

Дадим оценку для А'з. подобная оценка будет такж е верна и для К \ .

Замегим. что при фиксированных е„(«7,,) =  ք, < կ (է ) =  я, аналогично неравенству

(4.9). будем иметь

(4Л1) Տ іхг^км~’,+*+1-
• n < J n ) « l.  ՎՀ(թ)=>

Из сильной регулярности последовательности Т  па Я  следует, что

( \ L Z * 1 Y  >  / , l^ n l- 7 ~ (c" (J,' )+d" (x ))\ a _  -« .(cB(Jn)HdnW ) >  е«(Л)+<І«(х)
ѵ і * - у і ;  ~ Ч  ід „і )  ՜ 1 - Գւ

Комбинируя это неравенства с (4.10), (4.11) получим

* 3 < 7 ք  У  ______ Ь У _________ L _ . f i V +7 ^ V
1 IJn| + dist(x, J„) |x - y\ \<7i / \l®-y|yI , a =  1 **« T i,

r-n(Jn)=*. <**(«)«
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<  J - p - s T  Հ Ր  п  +  а . л \ ( ± \ ,ІЯ Հ  \х  -  * T  
I * ֊ y|l+“  '  \q J  | x - y | I+“ '

Аналогичную  оценку можно получить и доя h 'i,  откуда получим A 'i < 7 •

Эта оценка такж е верна и для К  շ, что завершит доказательство оценки (4.7) для 

К .  Лемма 4.1 для і  — 2 доказана.

Д о ка за те л ь с тв о  Л е м м ы  4.1 д л я  і  =  3. Без ограничения общности будем 

считать, ч т о *  <  Հ  <  у. Ясно, ч то п 0 <  п , и Т ,„ <По I 1 » л {х )~ /п л № )Ш п а Ш  =  °֊ 
Обозначим

1- Е l/».iW - /«,іМІ • |/~,շ(»)|, * = Е І/».іМ֊/~..МІ-ІЛл(к)І.
ո«<ո<»|| Ո>ոյ

Заметим, что \К з м (х ,у )  — К з м (х ', у )| <  I  +  К . Докажем, что 

(4-12) '  / , * < ,

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Я 1 (Л ) СИ С ТЕМ Ы  Ф У Н КЦ И Й  ...

|х  — у |1+в

Начнем с оценки для / .  Разобьем множество {п  : По <  ո  <  ո ւ }  на две части:

Тг =  { п : щ  < п  <  щ , е „( [х ,х '])  =  гіп(т „.о ,х )},

Г2 =  {п  : п0 < ո  < ո ւ, е„([х,х']) = d „(x ',r„,n)} .
Ясно, что /  =  / і  +  /շ .  где

հ = Е  ШШ -  /«jM i • ւ/..,շ(»)ւ-
пёТі

Через Г „,х  обозначим интервал лшіейности ф ункции Fn, который содержит точ­

ку  X. Т а к ка к  | / п . і( х ) —/ п, і( х /)| <  |х —х '| m ax \ f n j(x ) |. следовательно из сильной
*€[х,х'|

регулярности последовательности 7  на R и (3.13), (3.14), получим

( 4  1 3 )  / ,  <  Я  Щ _________________ е „ ( [ х . х ' ] ) + е „ ( Л )+ ,/ . .(« >

1  '  |Г«,х| |Д *і| • (|Л»| +  d is t(y , Jn)) 4

Заметим, что при фиксированном е „([х , :с '|) и ո  €  Т \ имеем

(4.14) m in |Д „ | ~ 7 max |Д „|,
пбТі, e„([a:,.i;,])=fc п€Т։, е„ ([*,x'])=fc

И вправду, при ո  6  Г і,е „ ( [х ,х '])  =  к  количество точек левее т  из 7 п оста­

ется псизмсш іым (ка к  и отрезок [тПіо, тпд ]), поэтому из сильной регулярности 

последовательности 7  на R  будем иметь, что іп а х |Д п| ~ 7 max |тПіі  -  т„.о| =  

m in | r „ , i -  т„,о | ~ 7  m in |Д „ |.

Заметим, что при фиксированных en(Jn) =  Լ  dn(y) =  8 количество узлов 

слева или справа от у остается неизменным, откуда применяя Лемму 3.2 для
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ближайшего интервала А  =  Dn<t к  у находящийся в той стороне от у, в которой 

количество узлов не меняется, будем иметь

(4.15) £  Л 7* 1, — !,,eTj I Л | +  dist(y, Jn)

Из сильной регулярности последовательности Т на R следует, что 

/ | х - х ' | \  ^  1 (  |А » І \  <֊ .  с*•« „((*,х ')) Հ ----------- *—

~ ’ 1И U r „ J  -  g "

Комбинируя эти неравенства с (4.13). (4.15) получим

„к + І+ вг <  у ՝  у  ք ճ մ ւ ճ ! ) ՞ ______Ы --------------- — q
~7 հէ ա1 ո6Ո. ձ ս Ա  '  '  |Л|+dist(?'՝Jn) |т " ,;|e'i,(■/„)->. <*«(»!»»

<  і - т - х г  V  V  f  լ ^ յ  у  ш  

^  I*  -  * і1+в kh i  - г , .  . X . , . -  V]Гп՝*1 > ш + іШ (у ՝ Jn)
'n(Jո)-՛- *«<*>»

լ յ լ  ѵ  и  х у +і+я іх  ֊  х г
~7 i®£yii ^ fc£ 1(5+1)( ^ )  і х - і / і і+в՛

Аналогичную оценку можно получить и для /շ , что завертит доказательство 

оценки (4.12) для / .  Теперь докажем оценку для К  из (4.12).

Разобьем множество { ո : ո  >  Ո ւ} на две части:

Si =  {«  : п  >  п і. е „([х ,.г']) =  с/п(тП:0.х )},

5շ =  {н  : ո  >  ո ь  е „([х , х ']) =  (Іп(х ',тп,п)} •

Ясно, что К  =  А 'і +  Ко. где

К і=  Y ,  I /» jW  -  • 1/«.շ(»)1-
neSt

Из (3.13). (3.14), получим

(4.16) A 'l < - У  ---------------Щ ---------------- е,.([х,х'])+с„
1 '  п~ ^ і |Д»І • Ш і| +  dlst(y, Jn)) r

Заметим, что при фиксированных е „(Jn) =  /, d,,(շ/) =  s. аналогично неравенству
(4.15), будем иметь

• է Տ լ  ,(.»«)-!. </„(»)=«
(4.17) V  ГГГ-зН —ТТ & .* + !•^  I J „| +  dist(y, Jn)

Из сильной регулярности последовательности 7  на R следует, что
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Комбинируй это неравенства с (4.16), (4.17) получим

к ,  <  v  V  ы  1
кЛ?ш 1 ..СТ,. I*7'*! +  tUstfo>յ ») Iх  -  2/1 V 91 /  V Iх  -  иі /

rfntv)»*

|z  —*Чв Л .  _  Г а \ м + '  \х -  ® Гw  Հ  V I

^  в я щ £ > +чШ  ~т і * - » і ,+ " ՜
Аналогичную оценку можно получить и для К 2> что завершит доказательство 
оценки (4.12) для К .  Лемма 4.1 для і  =  3 доказана.

Д оказательство  Л ем м ы  4.2. Вез ограничения общности будем считать, что 
X <  X ՛ < у .  Введем следующие обозначения: через Г =  [х, х/] и Ո ք  =  шах{п, #(Т „П  

Г) <  1}. Ясно, что \K i,u(x ,y ) -  1<4,и (х \у ) \ <  I  +  К , где

I -  Y .  1 /" ,շ (* ) ֊ /n . j( i') ll/» . j( v ) l,  І / - л ( і) - / .д ( ^ ) І ІЛ д ( » ) |.
n<nr  n>wr

Докажем, что для I  и К  имеют место следующие оценки:

( « «  ’ < * & > £ $ ֊ . ■
Начнем с оценивания I .  Через Г п обозначим единственный интервал с узлами 

из Тп содержащий точку х. Из (3.14) и сильной регулярности на Я последова­

тельности 7  будем иметь

------------------------------L iiil------------------------------ I -------------- .
«ѵ»г ( lJ»l +  d is t(r -  յ «) +  lr » l)(lJ«l +  d is t(y , Jn)) ІГ .І

Разобьем множество { ո : ո  <  п г }  на три части:

7 | =  { п : ո  <  n r. in iii Jn <  х },

Г а  =  { п :  п <  п г ,  Л  С  [ж ,у ] } ,

Тз =  { п :  п <  п г .max J „ >  у }.
Суммы соответствующие множествам T j, 7շ и Тз правой части (4.19) обозначим 

через Л , /а , / 3, т.е.
I  f  I  0« in ( x ) + r f . . ( y )

լ  ш \ х -  х '\ У ՝ ___________________ Ь^іі-------------------------------і - --------------
1 Կ  (Mnl +  d ist(r„ , Jn )  +  |Г„|)(|Jn\ +  dist(y, Jn)) |Г„|ѴІСІІ

для i  =  1 , 2,3 .
Дадим оценку сверху для Լ .  При фиксированных dn(x ',у) =  к, d „(x) =  I 

пусть L i D Լ հ  D . . .  D L r  совокупность всех разных интервалов Г „. ո  < «г- Из 
он])#՝деления о  и сильной регулярности на Я последовательности 7  будем иметь

|х - s'l1՜՞ • խ - „г <-, |£г|‘- • (т‘|Д.|)° < І£г| • 4.
V I
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Следовательно, применив лемму 3.2 к интервалам L , получим
f М- I q< in ( x ) + d „ ( v )

- u w -  Ш  +  * * Г М \ Г п \  ’ ՜ 1 ք ~  ^  

у  і ± і . հ + *  < 7 і ± і . Հ +< <  ( J L ) k • (1 +  l)ql • 1д ~ / С 1 ! .^  |Ii| 1 ~7 |Irl f \f i/ l*-y|e
Отсюда, просуммировав через А: н /, и приняв во внимание, что |J „|+ d is t(y , J,,) >

|х -  уI .для ո  €  7*і, получим
г ^  |х  ֊  յ / Iе 

(4 2° )  І1 |х  — у |1+° '

Теперь оценим 1հ . Так как (|Jn|+ d is t(r„, J „) +  |r „ |) ( |y №|+ d is t(y , J,,)) >  |<ЛіНх—УІ 

при ո  6 7շ, следовательно
_  լ  Ж  (*)+<<« (v)

4 Տ 1 * "  ' „ Տ ա  К Г ՜ ՜
Поэтому, принимая во внимание, что для ո  6 То аналогично случаю п € Т \ имеет 

место следующее неравенство

|* -  i 'I1՜ ՞  • I* -  »Г <T ІГ.І1-  • (7 § Ш “ < |Г„| • 4 *
р

и для фиксированных dn(x) =  к  n dn(y) =  I существует не более одного п  удо­

влетворяющего этому случаю, получим
00 30 __  |~ лX ֊  аг\1~а • |х  -  У Г

(4.21)

|J УІ+ <r=l <=1 n :d n ( x ) = k , d n ( y ) = l  ^

< ід -  յ / ւ° v v ՝  <  іт ~ д / і՞

Для завершения оценивания /  остается оценить / 3. При фиксированных d „(x , у) =  

A:. dn(y) =  I пусть L \ D Լ շ  D . . .  D Lr совокупность всех разных интервалов 

Г „. ո  6 Т3. Из сильной регулярности на Я последовательности 7  следует, что

|х -  х'11 •  • I*  ֊  у Г  < 7 ІМ 1 °  ■ (У Ч М Г  <  IL rl • -V
Qi

Поскольку при фиксированных Li и к, самый правый интервал линейности Fn 
содержащийся в [х, у] не меняется, то назначив этот интервал через Я „, применив 

лемму 3.2 к этому интервалу и воспользовавшись последней оценкой получим

V  V  Ы  g d n ( = r ) + d „ ( y )  Հ

Հհ  |J„ | +  d ist(y ,Jn) ІГ - І
t=l ո:Րnt=L,-,d n ( x , y ) = k ,  d n ( y ) = l  1 "՚ ѴѴ’ Ո/ 1 ™
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у — у  Ы ■
ե  |L i| п:Гв^ Л М ֊ - и . ( , Н  Ш  + d i s t i l  Jn)

Отсюда, просуммировав через к  и l,  и приняв во внимание |,/п | +  d ist(x, Jn) > 
|х  — у|, получим, что

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  Б АЗ И С Н О С ТИ  В И* (Я )  С И С ТЕ М Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

\х — хг
(4И )

Из неравенств (4.20) -  (4.22) следует оценка (4.18) для / .  Теперь оценим К . Из

(3.14) и сильной регулярности на R последовательности 7  будем иметь

К < У  ------------------------- Ь У __________________о«М*)+<М»)
n fe . <1 J" i + Jn ) ) ( | J „ i+ dbt(y, Jn)) 9

(4.23) +  У  — ;------------------ ------------------------------  . ndn (*')+«Mv) _  I f  .
»£ rr  J" l + J »))(lJ« l + * М * . J" ) )

Достаточно оценить A i,  аналогичная оценка будет также верна и для І<2. Дей­

ствительно, точка х "  =  х ' +  2'у2{х ' — х) нринад/іежнт интервалу [х;,у ] в силу 

условия леммы 4.2 и согласно сильно регулярности на R при п  >  п г будем 
иметь, что # {([х ',х "]Г 1 7 п)} >  2 .

Разобьем множество { ո  : ո  >  ո ը }  на три части:

Տւ =  { ո  : ո  >  пр, m in Jn <  x },

Տշ *  { ո : ո  >  n r, Jn С [x, у]},

Տյ =  {и  : п  >  п г, max Jn >  у}.

Часть сумм по множествам индексов S i, Տշ, S3  соответствующие сумме А і обо­

значим через 1< і'і, А '1,2, К \ з ,  т.е.

К \  і  =  У ՝ ------------------------ 1^1_________________ 0<М*)+«Мѵ) * = 1 2 3
7»1 տ4 (l*^n l +  d i8t(x , յ» ւ))(|յո | +  d ist(y, Jn)) 4 ՝

Дадим оценку сверху для A i. j. j

Заметим, что при фиксированных d n (x ,x ՛) =  /, dn(x ', у) — s будем иметь 

|х -  х '\ >  І |Г „ | ,  и |х  -  у| < 7 7Й *|Г „|, откуда получим

( Іт ~ уі \ а < у*(/+«) <  _ յ_
\ \ х ֊ х > \ )  < 7{+* '

Используя это неравенство и приняв во внимание |Jn| +  dist(y, У „) >  |х  — у|, 
применив лемму 3.2 к  интервалу линейности Fn, который самый близкий к  х  и
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находиться в [х ,х '], получим следующую оценку

Jfc=l »**1Ып( г г')шІ •!„(։ '.II

_______________________ _____________________________ к + І + я

2 ^  (|.7„| +  dist(x, ./„))(!./„  I +  d is t(y ,./„))

<*

Отсюда, просуммировав через I и а, получим, что
I .  _  ~І\<*

(4 .24 ) /Г.,і <л■ в н
Теперь оценим К ід .

Заметим, что при фиксированных rfn(x) =  /, rf»* (у) =  s как и при оцспигіапии 

А 'і,і будем иметь |х -  х,| > £ |Г „|, и |х -  у| < 7 7 ,+ *|Г„|, откуда получим

т у
Используя это неравенство, приняв во внимание (| Jn|+ d is t(x , ./„ ))(|./„ l+ d is t(y , J „))  >

I J „||x  -  y|. при n e Տշ и то, что существует не более одного ո  6 Տ շ для фиксиро­

ванных dn[x) — I, dn(y) =  8, получим следующую оценку

(4.25)

А' < У ՝ У ՝ _ 1 _ յ+ «  < у ՝  У ՝ 1 ( Iх ~ у\ \  ° f я Ѵ +3 < \х ~ *Т

Для завершения оценивания K \ остается оценить К ].з- Зафиксируем (і,,(х , у) =

Г dn(l/) =  5- И з сильной регулярности на R последовательности (էռ ) следует, что 

\х  -  У\ iS i I*  -  х/ |У , откуда получим

Ѵ іх ֊ * ' і ;  - ж

При фиксированном rf,,(x ,y) =  / в отрезок точки не добавляются, поэтому при­

меняя лемму 3.2 к  интервалу линейности Fn находящийся в [х, у] и ближай­

ший к  у при фиксированном d „ ( . r ,  у) =  I, и последнее неравенство вместе с 
І*Лі I +  d ist(x, J „) >  |х — ?/| получим следующую оценку

£  £ ш
я=о ,.6S3 (І'7«І +  d ist(x, J „))(|J * | +  d is t(y , ./„ ) )

4я(а.»)>|. d,,([,)=».

,1+і»
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Отсюда, просуммировав через /, получим, что

(4.26)
ѵ '  1,3 |х -  у|*+° ■

Из неравенств (4.24) (4.26) вытекает справедливость оценки (4.18) для К . Лем­
ма 4.2 доказана.

5 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .2 .

Чтобы доказать Теорему 2.2 мы воспользуемся следующими свойствами.

У тверж д ение  5.1. П усть 7  - допустимая последовательность узлов, a (F„)„>2 

соответствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Если
ОО

для некоторой последовательности (а „) ряд a „F n безусловно сходится в
п-2

/о о  \  ШІ
L  , тогда Р  := I £) J € L 1. Более того

ОО

11-Pill £  sup \ \ Т е паі1Рп\и.
«€ { - ս> *  р

У тверж д ени е  5.2. П усть 7  • допустимая последовательность узлов, кото­

рая сильно регулярна по парам на R с некоторым параметром 7 >  1, но не 

удовлетворяет какому-либо условию сильной регулярности на R. Тогда соот­

ветствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними (F „)„> շ удо­

влетворяет условию

sup

О  Б Е ЗУ С Л О В Н О Й  В АЗИ СН О С ТИ  В Я 1 (Я )  С И С ТЕМ Ы  Ф УН К Ц И Й  ...

SU pa„(^)FJ 
ո  >2

=  00,
1

где супремум берется по всем атомам Ф и а„(ф) =  (ф. Fn).

Утверждение 5.1 является следствием неравенства Хинчина. Для доказатель­

ства утверждения 5.2 нам понадобится следующий результат.

Л ем м а 5.1. П усть 7  - допустимая последовательность узлов, которая сильно 

регулярна по парам на R с некоторым параметром 7  >  1, но не удовлетворяет 

какому-либо условию сильной регулярности на R. П усть к и է любые нату­

ральные числа. Тогда для всех А >  2 сущ ествуют числа (п Д і^ -  такие что 

если Tnj<i j  новая точка  в 7Ո յ, которая не присутствует в 7Ոյ֊ ւ ,  и

S j [Tnj,ij-3l ̂ Ոյ,ց-2)| Aj -=

Lj ՛■— [Tnj,«>-b “  [r n,.<,*T»V.»i+l)*
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тогда для всех 0 <  і  <  j  <  С — 1 им ею т м есто

( I )  Д г %  =  0, (2) Л, =  Л„  (3) (2 7 -1 )1 ^1  >  |5 іІ >  (4) |i? j| <  (2 7 -1 )1 ^1 ,

(5) \ կ \  <  4 ( 7  +  1) ■ |Я ,|, (6) in in ( |L j|,|Л ,|)  >  >І|Л>|, (7) en j(Jn j) >  к.

Д о ка за те л ьство  Л ем м ы  5.1. В более общем случае пупкты  1-6 доказаны в

( II)  (см. Лемму 6.2). Здесь мы докажем только 7-ой пункт.

Положим т  =  [87(2 7 - 1 )(7+ 1 )] +  1- Пусть для последовательности (п7) * ^ ,п ֊1 

удовлетворяются пункты  1-6. Докажем, что

(5.1) Si փ  S j ,  при i  >  j  +  т .

Заметим, что для этого достаточно показать

(5.2) \Կ \  <  շ  I U  при і  >  j  +  т .

Действительно, из пункта 2 следует, что L \ Э Լ շ  D . . .  D L j,  а из пункта  3 будем 

иметь |5,-| <  (27 — 1)|L»| <  <  \S j\.

Допустим IԼ,-1 >  для некоторого i  >  j  +  т .  Заметим, что из

пункта 2 следует, что |L r | <  \L j\ для г  >  j .  откуда используя п у н кт  5 получим

№ « 1+■ • • +  ІД іі >  +  • • ■ + Ц )  5  |£ іі і ( 7 Т і )  - |£ і| -

Так как L j включает попарно непересекающиеся множества L , и R j+ i, . . . ,  if,-, то 

\L j\ >  \ կ \  +  \Rj+i\ + . . .  +  IА,-1 >  \L j\, противоречие. Неравенство (5.2) доказано.

Из (5.1) и пункта 2 следует, что ij+ m >  կ *  откуда получим, что

(53 )  ij+ tnk  > i j + k > k .

Ясно, что количество точек из 7 Птк в [ r „ mfcjl-n it+ i.T Umfc>„ infc] больше А:. И з этого 

используя (5.3) получим, что en j(Jn j) >  к  при т к  <  j  <  т к  +  (  — 1.

И так, последовательность (п , ) ^ ^ ՜ 1 длины (  удовлетворяет условиям 1-7.

Перейдем к  доказательству утверждения 5.2.

Д о ка за те л ьство  утв е р ж д е н и я  5 .2 . П усть I  любое натуральное число, а к  е N  

и число А  > 2  будут выбраны позже. Тогда согласно Лемме 5.1 сущ ествует по­

следовательность { ո յ ) յ~1 для которой все условия Леммы 5.1 выполнены. Обо­

значим т  :=  X :=  т  — |Ло| и у  :=  т  +  |Ло|. Ясно, что ф ункция

Ф~ I  *М>
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является атомом. Докажем, что для любого 0 <  j  <  է — 1 имеет место 

(5-4) К ( ф ) |  =  \(ф, Fn j)| ~ 7 \L j\ - 1' 2.

И нтегрируя по частям получим

*» № ) =  £  Փ {է)Ա ոէ.շ{է) -  / „ i l2( r ) )d f +  £

=Wo\ Լ {х~ t}&# dt “ 2іЬ !Уу ~ dt+Г *(t)/"'-i(°dt-
Д ля того, чтобы дать оцепку для |аП](0)| снизу, мы дадим оценки абсолютным 

значениям հ  :=  £ ( х  -  t ) f r'։ . 2( t)d t снизу и / 2 :=  f t ( y  -  է)ք՚ՈյգԴ(է)ճէ.

հ  :=  H I Փ {է)քՈյ.ւ (է )ձ է  сверху.

И з (3.15), принимая во внимание пункты  4 и 5 Леммы 5.1 и сильную регуляр­

ность но парам на R последовательности 7 , будем иметь

(5.5) |/ոյ,շ(4"ոյ.էյ —1 )|» |/ոյ,շ(՜7՜ո,,էյ)|: I/тіj .2 (т>»5 -Ւ1) I ~  1*̂ Ոյ| 5 \Lj\ 2 >

откуда используя знаконеременность функции ք Ոյւշ получим, обозначив произ­

водную ք Ոյ ,շ на До и L j соответственно Հ յ и r jj,

і у і  ~7  П Т  I и Ш  ~7
|Ао| Щ  ' 7 ц , | - Г

И з этого и пункта  6 Леммы 5.1 следует, что существуют постоянные С-,, с-, > 0  

такие, что

(5.6) | / і |  >  З с , | і , | - і  и  |/շ| < С7|Л„[ ■ <  ֆ | £ յ | ՜ * -

А из неравенства (3.13) и пункта 7 Леммы 5.1 следует, что существует постоянная 

< ? П >  0 такая, что

(5.7) |/з| <  < Съ,\і і \-і ■ Հ " յ | յ - . '  <  С ,.і7 * |Ь ,Г '.
I“ n ,|

Теперь выбрав числа к  и А  >  2 так, чтобы выполнялись неравенства Cr i 0* Ճ  с-, 

и ^ -  <  Су, из неравенств (5.6), (5.7) получим

К , ( Ф ) І > І Л | - | / а| - | / з І > с , | і , Г * .

И з неравенств (3.13), (5.5), пункта 7 Леммы 5.1 и сильной регулярности по парам 

па R  последовательности 0՜ следует существование копстант d ,, С ' > 0 , что

|/п ,.2(і)|с 1* >  2< | L , | i  и | | /Ո յ,ւ(է)||ւ <  զ \ կ \ կ 1\

6 9
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Будем считать, что к  настолько большое, что С^чк <  с^, откуда используя (5) 

получаем

Լ  K (< £ )||F „.( f) |d *  >  վ կ \ - ձ  • Ц  | / „ „ 2( i ) | d * - | l / « i t iW l l i j  >

Из последнего неравенства и пункта 1 Леммы 5.1 вытекает, что 

/  s u p M 0)Fn( i ) | >  Y ,  f  \On,(Ф)Гп, ( t) l d t > ,  e.
Jr « J rj

Так как для каждого է мы можем построить атом, для которого справедливо 

последнее неравенство, следовательно Свойство 5.2 доказано.

Д оказател ьство  теорем ы  2.2. Начнем с доказательства необходимости. М и­

нимальность системы (F „) очевидна. Чтобы доказать полноту (F n ) в Я і(Я ), до­

статочно убедится, что любой атом можно аппроксимировать линейной комби­

нацией (Fn) сколь угодно хорошо. Заметим, что любой атом м ожно аппрокси­

мировать непрерывной функцией с нулевым средним и ком пактны м  носителем 

ио норме # ‘ (Я), а последнюю можно аппроксимировать полиномом по системе 

(Fn) по норме Loo, следовательно и по норме Я  (Я ), та к ка к  носитель ком пак­

тен. Пусть /  € Я 1 (Я ) и /  =  anFn . Равномерная ограниченность операто­

ров ՏՈ։Ա] =  f R u „F n(x)F u{y )f(y )d y  =  ]C *= 2 W«<*«#», где ա  € { - 1 ,1 } ^ ,  для 

сильно регулярной последовательности 7  на Я  следует из Утверждений 4.1 и 3.4.

Теперь докажем обратное, т.е. если (F n) является безусловным базисом в 

Я 1 (Я ), тогда последовательность (£„) должна быть сильно регулярной на Я. 

Сперва заметим, что если (tn ) не сильно регулярна по парам на Я , то  в силу 

Теоремы 2.1 (F n) не является базисом в Я 1 (Я ). Остается рассмотреть то т слу­

чай, когда (<„) сильно регулярна по парам на Я , но не сильно регулярна на Я. 

Допустим (F „) является безусловным базисом в Я 1 (Я ). Тогда, для /  =  ^  ап F,, 

и £ €  { —1 ,1 }^ , функция / е :=  Y ,enanFn тоже принадлежит Я 1 (Я ). Т а к как

II • ІІі <  II ՛ l l /Հ1’ следовательно ряд £ o n F n такж е безусловно сходится в L 1 (Л ), 

откуда, используя утверждение 5.1, получим

W P fh <  sup ll/e lll <  Sup Ц/еІІЯ1 <  \ \ f \ \ w ,  
t  t

а последнее неверно даже для атомов в силу Свойства 5.2. Теорема 2.2 доказана.

Автор выражает благодарность профессорам Г. Г. Геворкяну и А . Кам онт за 

полезные обсуждения.
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О  Б ЕЗУС ЛО В Н О Й  ВАЗИ С Н О С ТИ  В И 1 (Я ) СИСТЕМ Ы  Ф УН КЦ И Й

A b s tra c t. We define a general F ranklin  system o f functions on R w ith  vanishing 

means, generated by an admissible sequence 7. A  necessary and sufficient condition 

on 7  is found fo r the corresponding genera) Franklin system o f functions on R w ith 

vanishing means to  be an unconditional basis in  the space Я 1 (Я ).
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