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В в е д е н и е

Теоремы вложения функциональных пространств для дифференцируемых функ­

ций возппкла в работах С .Л . Соболева [1|. [2], где с помощью проекционного 

оператора доказывались теоремы вложения для изотропных функциональных 

пространств. В  дальнейшем, исходя из различных вопросов физики и техники, 

изучались более общие пространства, которые назывались анизотропными про­

странствами С. Л . Соболева. Для таких пространств были получены интеграль­

ные представления (см., например. [3] |7|). Все эти результаты и истории во­

проса можно найти в книге (8|. В дальнейшем, применяя полученные интеграль­

ные представления, были доказаны различные теоремы вложения для этих про­

странств (см. например, (4) |7), (9) (11) и монографию (8)). В дальнейшем, ко­

гда Л . Хермандер (12] ввел класс і ипоэллиитических операторов, стали изучать 

мультианизотропные пространства С. Л . Соболева. Долгое время не удавалось 

получить подходящее интегральное представление для функций из этих клас­

сов. В  данной работе получено такое интегральное представление для функций 

из мультианизотрониых пространств, с применением которого получены теоре­

мы вложения. При получении соответствующего интегрального представления, 

используются ранее полученные интегральные представления |13) и |14|.
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1. Я д р а  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  и  и х  с в о й с т в а

Пусть R2 -  двумерное пространство, Z * множество двумерных мультиин- 

дсксов, т.е. а  =  (« ւ,« շ) 6 если « 1 , a-շ целые неотрицательные числа. Для 

Հ ,ղ  €  Я2, a  € Z + ,t >  0 обозначим через t4 =  ( i41 (С.*?) =  Cityi +  £2^2*М  =
«1 +  <*2»£° =  Dk =  D Q =  обобщенная соболсвская произ­

водная.
Для конечного набора мультииндексов через Н  обозначим наименьший вы­

пуклый многоугольник, содержащий все точки данного набора. Н  называется 

вполне правильным, если а) содержит точки в начале координат и во всех ко­
ординатных осях, б) внешние нормали всех одномерных некоординатных сторон 

имеют положительные координаты.
Пусть Н  вполне правильный многоугольник. Через Н \ , t  =  1 ,..., М  обозначим 

некоординатные стороны многоугольника Н . Пусть /**,* =  1 ,..., А / такая внеш­

няя нормаль стороны Я /, что уравнение данной стороны задается формулой 

(а ;//1)  =  1,« =  1,..., М . Обозначим также А =  (А і, Аг) =
Известно (см. [15]), что если оператор P (D ) с вещественными коэффициен­

т а м  гилоэллнптичеи, то характеристический многогранник дашюго оператора 

вполне правильный, и вершины имеют четные координаты. Для таких операто­

ров в работе [14] было получено интегральное представление через гипоэллип- 

тический оператор. В настоящей работе будем применять идеи работы [14].

Будем рассматривать случай, когда многоугольник Н  имеет одну вершину 

анизотропности, т.е. вершинами многоугольника Н  являются точки (0 ;0 ); (/і;0 ); 

(0;1շ); а  =  (<»ւ.£*շ), а  ՛օ շ  փ  0. Н \ сторона соединяющая точки ( іі;0 ) ; а  =  ( « і, <*շ) 

и задается формулой ( /і1;/?) =  1 , Н \ сторона проходящая через точки (0;/շ ) ; 

а =  ( о і, օ շ )  и задается формулой (/і2; 0) =  1 .

Для V >  0 и натурального к обозначим

(1.1) Р (« /;0  =  Բ (ս ;Հ ս Հ շ )  =  (Վ  i ‘ )2k +  « ‘ £ a)2fc +  ( ,v $ ? k

(1.2) G o fa v) =  է ՜ * ™ ,  G ij  =  2 к { и ^ ) 2к- 1е~р^ К  j  =  1,2.3,

где a 1 =  (Z i,0 ),a2 =  ( օ ւ , օ շ ) , օ 3 =  (0 ,li) . Очевидно, что для любого значения 

параметра ѵ >  0; Go, G \tJ € S ,j =  1,2,3, где S =  S(H?) множество быстро убы­

вающих на бесконечности бесконечно дифференцируемых функций. Далее обо­

значим через Go{t: i/) ,G \։j( t ,  и), j  =  1,2,3 преобразования Фурье соответственно
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функций Go(€; т.е.

(1.3) G?i,j(t; v) =  c - ‘(*= « G ,j({;i/)d e ,j =  1,2,3

R?

К ак известно, преобразование Фурье переводит S на S, т.е. G0(t; v)‘, G ij( t; и) 6 S. 
Изучим свойства Go, G ij-  Справедлива следующая лемма.

Л ем м а 1.1. П усть Ѳ и а такие числа, ч то  Ѳ • ц \ =  1; о ■ =  1, а N  такое
натуральное число, ч то  N0 и N o четные. Тогда для любого мультииндекса т  = 

(тпьгпа) и любого такого числа N  существуют постоянные числа a i,b i,a  (t =  
1 , 2) такие, ч то  для любого и : 0 <  ѵ <  1 имеют место неравенства

(1.4) I Д - G U t ;  „ ) |  <  е п ^ н - ՜ »  _  _ І  _  -  _  (а,| In И  +  «,), 

при щ  <  аг,

(1.5) <  у -  Я й< І-‘ І W ) ,  _  ̂  +  ( Ц  М  +  W ,

при а \ >  « շ,

( 1.6)

D mG \j( t,u ) \ < і/  S ^ k l + ( ^ ‘))(cillni/1 +  c2)

________________________ 1_______________________

( i  +  И *  ( ( Ш " °  + 1 ™ )) ( ւ  +  * ֊ *  { ( կ է 2ք °  +  $ • ) ) '

при а і =  օ շ  =  a .

Доказательство. Сначала для любого мультиішдекса m =  (ա ւ ,ա շ )  изучим по­

ведение интеграла

относительно и € (0; 1).
Для этого достаточно изучить интеграл

ОС оо

1 = J  J Հ*')М)# А-
о о
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Р оі ^ 2 U ± i, то после -замены переменных Հ  =  ղ  интеграл I  прим ет вид
ЪСЛИ ^  m i 11 ’

г. А. КАРАПЕТЯН

«а

м> я?*"». . .  /■ /■ 2Ы1 -„'■'‘ С-»3 ^a ) „ aw2 . .
/ в | , ч И +<'й;й ) } / у  * /Г ,ЙГ*е

о о

տ  с „ - < И + < ...... ' n j j n r ՜ ” X

о о

О О

т.к. m i -  g  -  >  *• г л.м '* Л- ՝:. Й ѵ :-
Если же 2 1  > ■ то после замены переменных £ =  і/ ֊#і т) аналогичным

образом получи м , что /  <  Ct - ^ +(֊nv'll*)). Изучим случай, когда g - =  £ Է± }. 

Так как

1 _  (  1  1  ~ а Л \
еі

շ _ ք հ ^ ջ շ . լ \

-  V <*ւ • h  ’ Ш /

и ^  +  ^ > 1 , т о /і } > / і ? ; / 4 < ^ .  Разделим /  на следующие интегралы:

и  " І  | / ~ ' 4  «/“ * *}  0 0  0 0  І / - - 2  о с  ОО

է = J <1Հւ J ձՀշ + J ՃՀ1 J  ԺՀշ + J  ԺՀյ J  (1Հշ + J  (1Հ\ J  ԺՀշ
0 0 0 | й  , - н  0 Й І  В

=  / і  +  / շ  +  /з  +  І 4 .

Оценим каждое слагаемое по отдельности.

D / 1  произведя замену переменных Հ  =  ս ՜ ,լ г/, получим

/ ,  <  k - I H W #  j  I  d t ,l d m  <  с . „ - ( |л М + ( т : „ ‘ )1

О о
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В 1շ произведя замену переменных Հ — и բ г;, имеем

ւ/*՚ք •”<*! —„ " ‘ - '• і оо f  a y **1

յ2=ս-(ІмаІ+(т?я*» J J f/j"1 Պշ1*e՜7*'*'1 f~ \ 0,~ j (հ1Հ(1դշ<
о

< C i / " ( H + (m w t* ) )  J  J  e ՜ 1? ' *  e ' f a  )  *
о

< C f, - ( H 4 W ) >  J t m 'c - * ko'd t  J  <

0

<  і/_ Ф ‘аІ+ т̂ ; / , ’ ^ ( с і |  ln i/| 4- С2У

,.2 _ 1 ս ՞ շ  ՚՚ձ

т .к . m 2 — ^ ( ո կ  +  1) — —1, a vb  <  1.

В հ  после замены переменных Հ =  ѵ ^ г), имеем

«1  \  2ко«
1  է  ֊ I ,

7я =  I/ - ( І /*1 !+("»•-*

1 о
оо ЭкІ|

X < p-(lc‘IW )| J  J — ֊ і т <
О 1

<  С і /  И й Ч И »":/*1)),

Наконец, для Ա  сделав преобразование Հ  =  і/ ՜ '* ' 77 получим

/4 ̂ ^ » յ ] ^ ո ք \ Հ ոթ,ռ)''՚\:՝
1 1

X d  ( 77̂ 7/2)  Ц  <  С Ѵ - (І^ , І+(Т" ;#4,)) J r * e - ^ n id t J  — - Л / ,  <

О 1

Из полученных оценок для /* ,  к  =  1,2,3,4  с некоторыми постоянными с і,сг 

имеет место иеравенство

— п і л х ( | / і ' | + ( т ; / / ) )  . . ,
7 <  1/ •»>-з (С| I In  І/| +  Со).
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Применяя полученную оценку докажем лемму 1.1. Рассмотрим G i, i{ t ;u ) .  Для 
любого мультииндекса ш  =  (тяг, т -շ) имеем

D " G \  , « ; * )  =  ֊  f  
’  2-к J

я*

Пусть Q i  <  Օ շ .  Если к  такое число, что %  <  то производя замену

переменных Հ  =  ѵ՜** *), имеем
00  00

|d"-Gu ((;„)| <С „-(і» ‘ і+("«-‘ !)у  J  , ™ . e֊ " ” " < * - dm<*» <
О о

<  С и - (^ ' ^ ( т У ) )

Слѵчай 2 1  >  ,n>+(2fc~x).*i оценивается как и выше при оценке I .
J Q j -  էՈդ
Оцепим v~N t ^ ' t ^ * 2 D mG \,\{ t,v ) . По свойству преобразования Фурье имеем

=  i -  J  v - n d £ ° 'D * a2e - i{t-()t™‘ Հ Ր 2k ( к і 1 ) 2  1  е~р(і,- ° г і£ і# 2 ,

՝  я 2
которое после интегрирования по частям сводится К  интегралу

— J  u-Ne-i(t՝VD?ta'D‘l a2 (к!1)2* 1 е"Я(,/'€)̂ dfrdfc,
щ

и вопрос сводится к  оценке интеграла

^ 1^ 2-v~N J  խ > Ո ? “2 (հհ ՝Հբշհ (̂ !')2k 1
я*

Для производной функции Ф(£)ер(Ѵ։̂  имеет место формула

Л К Ф И в '- М )  =  £  c J f jB '’ Ф ({ )  Ё
/3+тг=а ff, +...+<rl'»l=7 І= 1

ІДІ
где Cw  некоторые биномиальные коэффициенты, а произведение берется для 

тех (г3. для которых |aJ| > 0 . Следовательно, нуж но оценить следующие инте­
гралы

оо со

"՜" Е  c\t J / ^ ( е г ч г ^ И Г ՜ ՛)
А + л ՛* հ  г \  /

< 7 ՛+ . . .+ < 7 ^ 1 = - )  j - 1 \ r = l  /
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Рассмотрим суммы в формуле (1.8). Степень £ і֊го  в данном слагаемом обозначим 

р і , а степень Հշ-ro - թշ. Если а) ֊£  <  то сделаем преобразование Հ =  і/՜ **' і/, 

б) յ է  >  р£+Т* то сделаем преобразование Հ =  в) ^  , как и выше,

разделим иитеграл на отдельные слагаемые и в каждом сделаем преобразование 

Հ  =  ѵ ~ ц і  т) или Հ  =  В каждом из случаев вычислим степень ѵ .  (Заметим,

что если Հ =  то £>| =  vW '^DP).

В случае а) имеем

v  N + { N a y ) + ( 2k  1 )(1  1, . Հ )  Д | /» ( і - ( а ' ; / . , ) ) ѵ - ( | | * , | + ( т : і . , ) ) |

г=1

т .к  (N o t\ / і 1)  =  N , 11 • ц \  =  1 ; 1  — (a r ; / j 1)  >  0 t o  имеем, ч то  степень v  больш е или 

р а в н а  чем — ( j /ձ 1] +  ( m j/Հ1) ) ,  следовательно, в случае а ) имеем, что

| в - 'й л К 5 ) |  <  с і Г В В ^ И - * »

В случае б) сделаем преобразование Հ =  1/՜**%/, тогда в степени ѵ все ц1 заменятся 

на թ 2 и так как / і  • / і2  <  1, [N a , f i2) =  N , 1 — (л г , / і2) >  0, то опять получаегся 

аналог случая а).

В случае в) после разделения интеграла на отдельные слагаемые, как и выше, 

имеем, что для некоторых постоянных а і ս  а2 имеет место неравенство
.  .  , I — піах (| «*  |-f(m;/i'

(1.8) DmGւ ,ւ (է ;ւ / ) |< ւ /  1 1  " ( d i l M + ’ва)

Оценка выражения v t i* G iti(t;v )  производится аналогично, если зам етить, 

что N 9  ■ f i \  — N  >  0. В итоге имеем, что для некоторых օ յ  и а2

Н И И  <  ^ • - “ < խ ,|+ (" ;" ' ) ) (<.ւ | 1ո , |  +  <4 ) ,

что и доказывает оценку (1.5). Неравенство (1.6) доказывается аналогично. До­

кажем неравенство (1.7). Д ля этого оценим

I  =  ( і  +  и ֊ "  ( ( t , f a ) Ne +  U)N°)  ( l  +  ս ՜ *  {(tit2)Na + 1 * ) " * )  DmG\A[t,u) =

= — ք *-««*> (i + v֊ndN9 + v-ndn* + + v 2N {DxD2)NaD™
Щ  J

r 2N ( D M Na D2a + 1r 2ND?eD $°)  ( v f i ‘ ) 2* e " P(^ ))  <Հւ<Հշ.

Здесь каждое слагаемое оценивается как и в предыдущем случае, кроме послед­

них трех слагаемых, где при вычислении степени и нужно учитывать, что если 

делается преобразование Հ  =  то N 6 ■ / і\  >  N , N o  • ц \  — N , а при преобра­

зовании Հ  =  и ՜ 113 N 0 ц \  =  N , N o  ■ ц \ >  N  и во всех слагаемых степень и будет
29
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больше или рашіо чем — шах ( |/ t '|  +  ( т ; / і ՛) ) ,  следовательно, для некоторых по-
1= 1,2

стоянных С], օ՛շ имеем оценку

1 < С и  - 1 1 Ѵ (с і In ||/| +  c2).

□
Зам ечание 1.1. В  неравенствах (1-5) -  (1 .7 ) м н о ж и те л ь  | In ;/| появляется 

только в т е х  случаях, когда в формуле (1 .8 ) е сть  слагаемое, для которого ^  =  

^ ֊ ֊ . В  остальных случаях неравенства ( 1-5) - ( /. 7) справедливы без м н о ж и те л я

IM -
Л ем м а 1.2. П усть  как и в лемме 1.1 Ѳ и а  та ки е  числа, ч т о  Ѳ ՛/ ւ յ  =  1 ; а  - / Հ շ  =  

1, а N  такое натуральное число, ч т о  !ЯѲ и  N o  чцтны е. Тогда, сущ е ствую т 

постоянные С \, Շ շ, Сз, С^ та ки е , ч т о  для любого и : 0 <  і/  <  1 и м е ю т м е сто  

оценки
Г ժ կ ձ է շ  _  і„ 2|

(1.9) /  ----------j —— —-г- <  С\ѵР I, при а і  <  а-շ
У 1 +  t j ' - . + t w )

(1 .10) f ------------- , -г- <  С гіЛ К І, при а , >  օ շ
I  1 + » - » ( է ? “ 4 ի + է ! ք " )

Г (1է\մէշ

(1.11) I  0  +  { ^ No +  • ) )  0  +  ^  +  * ? * ) )  ՝

<  i/I** l(C 3| ln i/| +  C 4), при Qi =  օւշ *  а  

Доказате.пьство. Достаточно оценить интегралы от нуля до бесконечности. 

Пусть օ լ  <  օ շ ,  обозначим через

Г. А . К А Р А П Е Т Я Н

յ  _  [  [ __________ (ԱւԺէշ__________

I  I  l + U ֊ N ( t " a ' t% a* + t N 0y

После нрсобразоваішя т  =  ս ,լ է, имеем

<Х 30

/ = > ’1 [  [ — ,p p ._____ „И  ք £ ւ  Г 1 (Гі"ІТ2)
1 1  1 +  Հ * " Հ - + հ »  J ՜ * ]  /  щ.
0 0 0 1 О 1 +  f г  j 3 Т2 J  +  Т

О I

Обозначим щ =  т \ , і } 2  =  т "*т а , имеем
30 60

I  <  С > *1  [  [  - д ___ dn id ' t l

1 1 чГ ( ւ+ Հ ^  + ւյք™)՛
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Т .к. <  1, то  интеграл сходится и /  <  С і/И .

Аналогично доказывается неравенство (1.11). Докажем неравенство (1.12). 

Тик как « 1  =  ուշ =  or, то  |//.‘ | =  |/ і2|, //.} >  //?, следовнтелыіо /4  <  и ин­

теграл разделим на следующие слагаемые
00 00

յ  [  [  ժէւմէշ

И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  И  Т Е О Р Е М Ы  В Л О Ж Е Н И Я

1 1  ( l  +  * ֊ »  ( « , * , ) " "  +  c ) )  ( l  +  ( ( « .« ,) " "  +  « ? ') )

I/**1 I/1' 2 no I / "2  l/* * l oo  4 0  QO

=  J d t'i J d tշ +  J d t\ J ժէշ +  J d t\ J dt. 2  +  J d t\ J (Է շ  =

0 0  p i 0 0 Я  ✓*? Л
=  Щ +  Щ +  la  +

Теперь оцепим каждое слагаемое по отдельности.

В 1\ производя замену переменных է =  ѵ ^т ), имеем

7і <  С Л  /  / --------- ^ ----------<  с > ’ 1 =  с > ՝ \ .
I  I  І  +  Ы Ѵ 2) + V i °  ~

.2
После преобразования է =■ r\ 1շ примет вид

о с  1

Կ  =  Ж  [  Щ  f ------------ \  -  <  с > ’1 (  ֊ % ,  <  с>'1 =  с и  И .
/  /  l  +  ( 4 l 4 2 ) " “  +  4 f "  J  і + ч і ™ ՜1 о ------- - g  1-

Д дя /3 сделаем преобразование է =  іХ  ту, имеем

/з = > ‘« [  dm I  ____ ^ ____ < ,>*1 [  ՛եւ [ __
7 7 і + + ̂  ՜  У m i 1 + ( Ч іЧ а ^  +  Ч ^*

0

I 00 00 00

7 ѵг J  \  +  t N*  J  rn  J  l  +  t Na +  r i? ՞
0 1 0

В /4 сделаем преобразование է =  ѵ ^ т ]. Тогда

/ .  <  с ѵ И  J і ,  У  <  с > ’ 1 = С > '1.
У У 1 +  +  »/іѵв
1 1

Лемма 1.2 доказана. □

Л е м м а  1.3. Д л я  любого мультииндекса гп =  (m iim o ) и любого натурального 

числа N  сущ ествую т постоянные числа С і , і  =  1 , 2 ,3 ,4  та кие , ч т о  для любого
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Г А. КАРАПЕТЯН

Г Г ,  при t t j  =  « 2

и > 1 имеют место неравенства 
( 1. 12)

I .1 л  — п іііі (І/յ՚ |+ (» ո;/ւ') )  1
{ и ч и м !  * л в  -  « I <  -

(L13)

\D mG \ j { t \ v ) \  <  Շ շ ս ՜ ( , й l+ ( ,', : f , , ) ) ----------------  — - ------ --------т т г у .  п р и  J  >  а 2
'  1 1 +  u ~ N  ( ք . ^ օ , է շ Ո0 +  է շ  )

(1.14)

I j r d j a ^ l  <  с ь у ~ л ( И + ( т * ‘» х

_____________________________ 1 ____________________________

* (і + »֊я ((«!<,)"" + (l + ((Աէշ)"° + С ]}

(1.15) խ ’"Օ Ա (է ;ւ/)| <  O j ^ W + f a l ------------J j - ------ — r
1 I |  1 + u~N \ ti + էշ )

Д о ка за т е л ь с тв о . К а к и в лемме 1.1 для получения оценок (1.13)-(1.15), напри­

мер для (п ,і(4 ;і/) , нужно оценить интеграл
эр оо

I  =  J  J С Ч Г  е - Р Ы ) ^ 2 .
О о

Пусть о і <  «շ- Если ^  то после преобразования £ =  ս ՜ ,լ г/ и из того,

что Zi • /і{  =  1 , имеем

/ < С і/ ~ ( И + ("*:'*1)).

Если ^  > т ‘ +}> го после преобразоиания Հ  — и~''*т) имеем
9 0  ОО

/ ,ѵ - ( и+о-а**)) J („{‘-І.к!)
О О

- И 1! ! *г ՝  /х е  ՝  /  d r) id r j2 .

(  ( l —/іМ *) /, Հ 2*՜՜1 -

Функция (И  1 ’ ^ ւ ՚ յ  -е V ՛ /  ка к ф ункция от двух переменных

равномерно ограничено по і/ и по тд. Следовательно, имеем оценку
оо  оо

/  <  о ֊ ( И + М )  / у с г ^ - ' ^ Л щ Л щ  <  с Л Й + М ) ,

О О

■гак как | Է  >  Случай =  2Է±1 оцениваеі-ся аналогично.
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 

Для оценки и) нужно исследовать интеграл
9 0  9 0

/  B f'-D j'- (с ч г  
0 0 <

К ак и при доказательстве леммы 1.1, применяя формулу производной функции 

Ф (()е **^ ' получим, что нужно оценить интегралы типа (1.8). Обозначим степень 
Հ հ через р \ , а степень &  - p-չ.

Если а) յ է  <  то после преобразования Հ =  ііХ іу, имеем

9 0  0 0

„-(]#»»|+(minl))-N J  J  uNDpLmVj]mi2k Л .
0 0

£  ը  Հ  յ շ  іщ іщ
' 0,1+ ...+ 0,1', 1=1 ՜  յ =|1 г =1

Выделим те множители uY~(a' ՝ * ') i f ' ,  для которых (а г ,ц 1) <  1 (т.е. это аз =
/  2/с (  ( ՜̂՜^շ^ւ) /д \  ՛

(0; /շ )). Д ля данного множителя имеем выражение: i2 ,‘l j § |  е V 1,2 /

которое равномерно ограничено и, следовательно, в этом случае, для интеграла 

/  имеем:

I  <  С і / ^ І ^ И " 4**1) ) .

Случаи յ է  >  и յ է  =  оцениваются аналогично. Оценим теперь 

v~ Nէ™ 'D " ‘G i 'i ( t :  и). Для этого нужно оценить иптеграл
00  00

Iг "  {  J  D™* (СЧГ (KS1)2A:֊1fi"P(,,!0) ՀւՀշ-
о о

Здесь, аналогично, учитывая то, что если делается преобразование Հ  — ѵ *  ղ, то 

в степени и появится показатель —N + N l \  չ ղ , но так как N l\  դ ղ  <  N  и ѵ > 1, то 

степень можно оценить через единицу. Остальные рассуждения ана­

логичны. Неравенства (1.14) и (1.15) доказываются аналогично. Докажем нера­

венство (1.16). После преобразования Հ  =  ѵ~хг] имеем, что I  <  (7 ւ/- (1* 1+(՞»;*)). 

При оценке v~ Nt ^ lxD mG \\{ t \u )  в степени и кроме - ( |А |  +  ( т ;А ) )  появляются 

выражения типа (1 — (а г ; А)) 2к (г =  1,2,3), которые неположительны ((аг: А) > 

1) и так ка к и >  1, то |/( і- (« г ;*))2* <  1. В итоге имеем опять оценку



Г. А. КАРАПЕТЯН

Аналогично, как и в лемме 1.2, в случае ѵ >  1 имеем:

Д ем ма 1.4. Для произвольного натурального числа N  и мультииндекса т  = 
(m ,;m 2) сущ ествую т постоянные С і,С 2 ,Сз,Сл такие, ч то  для любого и >  1

(1.16) [ ------------ при t t l <  “ і
I  l  +  v~ N ( t ? a it * a* + ' • )

(1.17) f ------------- . Լ̂ 1(1է?---------------г- <  Շ շ Ա ^ Լ  при а і >  օ շ ,I  ւ + ^ Հ է ի է ^ + է ? 1' )

(1.18) У
(1.կ(1էշ

I  ( i  +  V - "  ( t ? a ' t : ? a* +  i f " * ) )  ( l  +  U֊N ( r e  +  *£” ’ ) )
<  С з і/І" I,

п р и  Օ ՜ւ =  Օ շ .

(1.19) / -------------ֆ ^ է շ ---------- л <  С4*/|А|.
I  1 +  v~N ( * " А‘ + « " Аз) х

Доказательство. Проводится аналогично доказательству леммы 1.2. П

2. У с р е д н е н и е  ф у н к ц и и  с  я д р о м ,  п о р о ж д е н н ы м  н а б о р о м  

м у л ь т и и н д е к с о в

Для любой функции Ս  рассмотрим усреднение с ядром усреднения С?о(£; ѵ)

(2 1 ) U y ( х )  =  —  J  U { t ) G 0 ( t  -  х :  u )d t

щ

Функция Uy (х) обладает следующим классическим свойством, характерным для 
усреднения.

Лемма 2.1. П усть 1 <  р <  оо, тогда если /  €  L V{R?), т о  / „  G L P(R2) и 
\\fy\\ -4 0 при V —► оо.

Доказательство. Пусть и >  1. Так как C fi°(R n) плотно в І Р(Я 2), то для произ­

вольного г. >  0 существует ф, € С’о°(Д2) такая, что | | /  -  ф, |І£р(л») <  «•
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 

Применяя неравенство Ю нга, оценим \\ք „\\լթ. Имеем

я2

2тг J Go (է ֊ х\ v) (/(<) ֊  Փէ (է)) d t  + ֊ ք շ 0 ( է - X ; i/)0f(i)dt 
Ra լ .  *  U

- հ INL!|/" +հ |°M L  =7ւ+/շ-
Оценим Д . Из оценки (1.20) при m =  0, ІѴ >  2 имеем, что

J |G0(t;i/)|di < CV-W J

լ .

dUdt
< C U

m  1 + ֊ - »  ( Հ *  + < ? '* )

которая получается после замены в интеграле переменных է =  Следователь­
но, і  <  С і«.

Оцепим /շ . Опять применяя неравепство (1.20) имеем

Т. к. բ  >  1. и интеграл сходится. го /2 стремится к  нулю, когда і/ —» +оо. 

Лемма 2.2 . Если/  6 LP(R2), 1 <  р <  оо, т о  f „  €  LP(R2) и Ига ||/„-/||/,,(я » ) =  0.

Доказательство. Так как ^  /  G o(t;t/)df =  Go(0;i/) =  1, то /(.т) =  57 /  /(х )х
Я* я3

xG o(i; і/)Л  и для разности / „  -  /  имеем

/Л*) ֊ /(я) = ̂  J (Я* + О ֊ /(*)) С0(т; v)dr.
яа

Применяя обобщенное неравенство Минковского получим:

і |  -  / І І Х ,  <  ^  / 1  +  ’■ )֊ Л О І І І ,  |G o (t ; у )I dr.
Щ

К ак и при доказательстве леммы 1.1, можно показать, что дня любого нату­

рального числа N  существует такое число С >  0, что 

fO  ON I / »  / —. .Л  I <  |A |+ (1 —(a ,A ) )2 k ------------------------- ^ --------------------

ւ4 ' 1' 1!-  ւ+„-*(Հ-՚+Հ1-)
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Пусть Л / >  О произвольный параметр, р \(х ) =  ( x f1' +  х%І3^ . Последний инте­

грал представим в виде

ИЛ -  f h ,  J  ||/(. +  т) -  /(ОІІІ, |с„(г; *)| іт
Рк(т)<*М

+ с  J  ll/f- +  Г) -  ք(-)\\կ  |tfo(r^)| Лт =  +  л 2(„)
р> Щ щ ш

Учитывая неравенство (2.2), для ճ շ(//)  имеем

Ы » )  < 2 0 II/IU  (д, )4/-|Л |+(1-(а .А „и  Г ----------- ֆ ֆ --------------
ѵ ՚ У 1 4- u~N ( Т 1

Рк(т)>і/М g  + T 2 I

который после преобразования т =  ѵ^г) примет вид

J  I  - f i l l  ՜է՜ </շ 
Ра(*?)>А/

Пусвь М  =  յ / ՜ 1+7, где 7  G (0 ,1 ) пока произвольное число. Оценим последний 

интеграл с помощью А сферического преобразования (см. [8]), т. е. обозначим 

П\ =  r A,u/i,Tfc =  r Aawa, где ա ք ' -t- w |,a =  1. Если a =  m in (ю 2ЛГ̂  +  ш \т Л  на
ЯІ ЛІ ՚

многообразии ս»լ 1 +  w2 2 =  1 , то для Л2(г/) имеем
QO .

2  » І Л м -i)» 0 ՜ ^  /  /  ֊ ^ а ( Е Ц I  -ь

ОО

1/ - 1+1

Пусть N  такое число, что показатель и положительный, тогда А 2(і/) 0, когда
и -> 0.

Оценим Применяя лемму І . І  для случая ац <a2,m =  0 ,N  =  0, имеем

М ” ) <  С  sup ||/(- +  ѵ) ֊  /(•)IU „<«a)|/~ I [  clrjidm .

Ш ШШш

Так как |А| >  max |/t'| (это следуег из выпуклости многоугольника Я ), то суще­

ствует число 7 ;7  €  (0; I)  такое, что 7 |А| >  шах |/і*|.

После А сферического преобразования имеем

. . . „  Т|АІ— max I//‘ I
Л ,М < С Ѵ  sup И/(■ + Ч) ֊ / ( - ) | | і „ (д !).

PA (*»)£✓» * %
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Учитывая, что показатель степени ѵ положительный, а функция /  из Lp 
непрерывна в целом при 1 <  р <  оо (см. [8]), то имеем, что А \(і/) -> 0, когда
и —I о.

В случае a j =  օ շ  в оценке А \(і/) появляется множитель |1пі/|. который не 
нарушает сходимости А і(и ) к  нулю. Лемма 2.2 доказана. □

С ледствие 2.1. П усть /  € L P(R2) (1 <  р <  оо). Тогда существует последова­
тельность i/fc —> 0 при к —> оо, ч то  lira f Uk(х) =  f (x )  для почти всех х € Я2-

к-* оо

Доказательство. Результат непосредственно следует из Lp сходимости (тогда 

для подпоследовательности /„ „ ( * )  сходимость к  /(х )  почти всюду). □

3. И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  с  я д р о м ,  п о р о ж д е н н ы м  н а б о р о м

м у л ь т и и н д е к с о в

Теорема 3.1. П усть  для функции /  сущ ествуют производные Dn' f . i  — 1,2,3, 

где а* вершины вполне правильного многоугольника Н  и D ° /  € LP{R2) (1 < р < 

оо). * =  1 ,2 ,3 . Тогда для почти  всех х  € R2 имеет место представление

3 ^
(3.1) f ( x ) ֊  / /,( * )  +  lim  £  U f  Da'f ( t )G \A t - x :u )d t

і= 1 < да

Доказательство. Из формулы Ньютона-Лейбница и из усреднения (2.1) имеем

(3.2)
հ  հ 

=  ^ ֊ J ֊ J  f ( x  +  t)G 0{t; v)dtdv =  J J  f { x  +  t ) ֊ G 0{t]u)dtdu

« У  «да

Вычислим -ff^Goft՛, t/). Имеем

т

= ֊'52 J c-î )e-p̂ ){-2k)u2k-iC2kaJĉ =

=  ~  5 3  A 0> J c - iW )c- p(,,-f l ( ֊ 2fc) ( | ^ ) 2А =  շ '՝-ձէՀ1/)
I  ц  я*

Подставляя полученное выражение в (3.2) получим

И Н Т Е ГРА Л ЬН О Е  П РЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМ Ы  ВЛОЖ ЕНИЯ ...

du.
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Так как для функция /  существуют обобщенные производные D ° / ,  то но опре­

делению обобщенной производной имеем

(3.3) л | ) .  -  / . ( * )  =  Y , J  ( j  n f f { x  I  t)G u (t\ v)d t j  du

Применяя в соотношении (3.3) следствие 2.1, завершаем доказательство теоремы

3.1. ռ

4 . Т е о р е м ы  в л о ж е н и я  д л я  м у л ь т и а н и з о т р о п н ы х  п р о с т р а н с т в

Докажем теорему вложения для функций, принадлежащих мультианизотроц- 

ному пространству =  { / ;  /  € L P(R~), D " /  €  L p(R ~ ).i =  1 ,2 ,3 }, кото­

рая при I I  =  {а; |а | <  т )  совпадает с соответствующими теоремами вложения 

из работы [1]; |2|, а при Я  =  {« : (о ;/і) <  1} совпадает с теоремами вложения для 

анизотропных пространств (см., например, |8)).

Теорема 4.1. П усть 1 <  р <  q <  оо или 1 <  р <  оо при q =  оо; т =  (пц; ա շ )  - 

мультииндекс. Обозначим через

X  =  шах ( | / і ‘ | +  ( r n .  / / ) )  — | / / 2 1 • если ռ յ  <  ft-շ,

X =  m a x  [ \ц * \  +  (тга, д ’ ) )  -  \р}\ • ^  ^  если « і  >  f t-շ,

X =  max ^(m , /**)) ~  ( ՜  +  ՜ )  |/* ՚|)  ссли =  "2-

Тогда, при \  <  1 D,uWp {R2) «-> Lq(R2), т.е . любая функция f  € Wp (R l ) имеет 

обобщенную производную Dmf ,  принадлежащую классу L q{R2). При « і փ  «շ 

или 2^ ф UMet'm место неравенство
(4.1)

3
l |D ” / |U , ( B = )  <  +  Օ շ )  Y ,  \ \ D ° ՝ f h . r (TP) +  Խ հ |  +  b j ) | | / | | M B >).

І=1

где постоянные 0ւ ,0շ ,6ւ,ծ շ  не зависят о т  ք  и հ , а Ել,Եշ не зависят та кж е  о т  

q, a h - произвольный положительный параметр.

Доказательство. Пусть а і <  օ շ . Тогда в силу представления (3.3) имеем



И Н Т Е ГРА Л ЬН О Е  П РЕД СТАВЛЕН И Е И ТЕО РЕМ Ы  ВЛОЖ ЕН И Я

В правой части данного представлении, применив неравенство Юнга, получим:

հ

и * * / »  ֊  <  t  J  H K 4 , <  J
1

Оценим \\D 'nG i . Используя неравенство (1.5) получаем
II Н М Л ? )

ІИ ііііі , < ѵ - я « (|- ѵ ( т - ,,) ) (0 і ц п И + в і) Х
l lL r (R  )

Г ______________ ժ է ւ մ է շ _______________\

I  ( ւ  +  («{‘ ‘■ '<7՞* + ' ! " ) ) /

После преобразования է =  і/ ^ т , учитывая лемму 1.2. получим

լ ա  я»)

Подставляя полученную оценку в (4.2) имеем

з
(4.3) \\D mfh  -  D mf t ||м д а ) <  Л1" х (« і|1пЬ| +  а2) ^  | | о ^ / | | ^ яа)

т.е. при հ  -4  О Dwfh фундаментальна в Lq{R2). Но по лемме 2.2 / » . - > /  в 

LP{B?) (1 <  р <  оо) при е -> 0. Отсюда, и из известного свойства обобщенной 

производной по Соболеву (см. лемма С.2 работы |8|) получим, что существует 

обобщенная производная D mf  G Lq{R2) и \\Dmf  -  D mft\ \Ltl(R») 0 ПРИ с -+ 0. 

Отсюда, и из неравенства (4.3) имеем

ІІД "7 ІІм я » ) <  И ^ Л І Ім я * ) +  Н Л "7  -  ^ ” 7 *1 և ք(*>
3

< І І^ Л ІІ ! . ,» ,  +  Л1 '(« . |ЬЛ| +  0 :, ) Е К 4
і =1

(Я2)

Оценим теперь \\DmМ щ п * у  Применив интегральное представление 2.1, свой­

ство функции Go(t: и) (см.лемму 1.1) и неравенство Ю нга, имеем:

ււ0"7»ւև,<*> 5с ВШг I Got-, «լ (JP. ■
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Т ак как <*і <  <*շ, то  в силу неравенстве (1.5) имеем, что

I .  ո  — т п х ( Ы 4| + ( т , м ‘ ) ) „  I, . .
b wt f 0(-,» ') < C v  1 (ծ ւ I In v\ +  6շ)-

ձ է \ ձ է շ

( ւ  +  u~N ( է ք 0 4%0Գ է Հ ° ա .

После преобразования է =  и учитывая, что N 6  • ц \ =  N , (N a-.p2) =  N

Ч2
,2

получим:

1 1  "  "  0 > i|ln A | +  M -

d riid tft
Կ ձ & ) ՝

Так как последний интеграл сходится (см. лемму 1.2) имеем:

\\DmM Lqm  Հ  М  +  Ш м * )  •

Теорема 4.1 доказана. □

З ам ечание 4 .1. 1) В  неравенстве (Հ.1 ) логарифмический м н о ж и те л ь  появля­

ется  только в то м  случае, когда в формуле (1 .8 ) появляется слагаемое, для 

которого В других случаях постоянные а \ и 6і  м о ж н о  в зя ть  нуля­

ми.

2) В  случае <*і =  ուշ, если т а к ж е  в формуле (1 .8 ) е сть  та ко е  слагаемое, 

для которого =  т о  в неравенстве (4-1) появляю тся м н о ж и те л и  ти п а  

(օ լ(1 ո /յ)2) + օ շ | 1 п /і|+ а 3) в первом слагаемом и  (6і(1п / і)2 4-6շ| 1пЛ| +  6з) во втором  

слагаемом.

3) В  неравенстве (Հ.1 ) при =  ֊ Է  появлении логарифмического м н о ж и ­

те ля  естественно как п о ка ж е т следующий пример.

П р и м е р  4 .1 . П усть  / ( * , , * , )  =  «‘ H r ) ” ՜ ^ )  ֊ № ֊ < " ) “  _ Q l հ  0 շ . To. 

гда ք  6 Տ , и, следовательно, ք  € W ^ iR 2). Имеем

( /  ( d № i ) / ( * i , * » ) ) *  ~  G . ^  lu  խ>

^ ( f { x i , x 2 ) ) 2d x id x2 ^  ~  "=“ 2^ ,
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і
У. 1 [  ( р а > i,® a )) dx\dx2 ]  ~ C  v
ւ=1

t< для оценки D 1։1f  через f  и D a% f  необходимо в правой части  неравенства (4.1) 

добавить логарифмический м нож итель. 

Отсюда можно получить вложения D a W ’, (R 2) *-* С (Я 2), а именно: 

Т еорем а 4 .2 . П усть  1 <  р <  оо; т  — (m i; ա շ )  - мультииндекс. Обозначим 

через

І
ш ах (\բ * \ +  (m , it* )) -  խ 2| • ( l  -  j )  , при « і <  а 2,

max (|мМ +  (т .,/ і') )  -  I / i1 1 • ( l  -  j )  , при а , >  « շ,

m ax +  (m ,/i’ A  . ՜ при ո հ  — а 2.

Тогда, если х  <  1 . т о  D mW '1(K i )  *-»■ C (R 2) т .е . для любого /  €  \V ^ (R 2) произ­

водная D ,nf  п о ч ти  всюду непрерывна в R2 и им еет м есто  неравенство
з

sup \D mf( x ) \  <  Л ^ Ы Іп  h\ +  a2) չ )  ||В “ '| |М Я =, +  In ft| +  6շ)||/||էւ,(ո.,-
т€Я» i= i

Д оказательство . Применяя неравенство (4.3) при q =  оо имеем, что функции 

D mf f фундаментальны в L x ,(R 2) и. следовательно, сходятся к  £ )'"/■  Но гак как 

ф ункции D " ' f t  непрерывны, то  сходимость Loo(R2) совпадает с равномерной 

сходимостью и предельная ф ункция D 'nf  непрерывна. Так как D " 'f  определена 

лиш ь с точностью  до эквивалентности, то в теореме на самом деле утвержда­

ется непрерывность производной исходной функции почти всюду. Теорема 4.2 

доказана. 0
A b s tra c t. In  th is  paper we obtain appropriate integral representations for functions 

from  Sobolev m u ltian isotrop ic spaces, and apply them to obtain embedding theorems 

fo r these spaces.
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