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А н н о т а ц и я .  Изучаются последовательности действительных измеримых функ
ций քո  на пространстве с мерой ([0,1], ц), где ц-мера Лебега. Доказано, что 
если քո  сходится к /  по распределению то существует последовательность 
автоморфизмов Տո пространства ([0,1], it) такая, что fn(Sn(t)) сходится к 
f( t)  по мерс на |0, 1). Обсуждается связь данного утверждения с другими 
известными результатами.

M SC 2010 num ber: 28А20, 60Е05.
Кл ю чевы е  слова: Изоморфизм; метрический тип; сходимость по распределе
нию.

1. В в е д е н и е

Пусть ո  =  1, 2, . . .  и /  -действительные измеримые ф ункции, заданные на 

измеримом пространстве //(Q ) =  1. Пусть, далее, Fn, ո  =  1, 2, . . .  и F -их 

функции распределения, т.е.

Fn(x) =  ц(ш €  П : / n(w) <  х ), —оо <  х  <  оо,

F (x ) =  /і (ш € f t  : /(ս>) <  x ), —oo <  X  <  oo.

Говорят, что последовательность f n сходится к  /  но распределению, если Ff,(x ) —► 

F (x ) при ո  -У оо в каждой точке непрерывности F . Записывается это так: /  =

D  — lim  քո  . Известно ([1), стр. 31), что из сходимости по мере следует сходимость
п—юо

по распределению. Обратное, очевидно, ие верио.

Нам понадобятся еще понятия изоморфизма пространств с мерой и метриче

ского тина измеримых функций, введенных В. А. Рохлиным (|2|, [3]).

Отображение одного пространства с мерой на другое называется изоморф

ным, если оно взаимно однозначно, и как оно, так іі обратное ему отображение 

переводит всякое измеримое множество в измеримое множество той же меры. 

В том случае, когда оба пространства совпадают, изоморфизм называется авто

морфизмом.
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Два пространства, допускающие изоморфные отображения друг на друга, на
зываются изоморфными. Две функции f u g ,  определенные, соответственно, на 

пространствах М  и N . называются изоморфными, если существуют такие мно

жества М 1 С М  и N i С N  меры нуль и такое изоморфное отображение Т  
пространства М \  М \ на пространство N  \N \ ,  что для всякого է € М \  Мі 

/( * )  =  g (T (t)). В этом случае говорят также, что функции f u g  принадлежат 
одному метрическому типу.

И з очевидной цепочки равенств

/* {* € [0 ,1 ]: / ( * ) < х )  =  /* {*€ [! 0 ,1 ]: g(T (t)) <  ж} =  р {(д  о Т )֊ 1(—оо.х]} =

=  ѵ {Т ~ '(д ~ 1(т<х>,х])} =  n {t € [0. 1] :  g (t) <  х }

следует, что функции, принадлежащие к  одному метрическому типу, одинаково 

распределены. Обратное не верно. Вот простой пример

քշէ  если 0 < * <  1/ 2,
f i t )  =  է, 0 <  * <  1, q(t) =  <

V '  W  Լ 2(1 -  է) если 1/2 <  է <  1 .

Необходимые н достаточные условия для того, чтобы две функции принадлежа

ли одному метрическому типу, получены В. А. Рохлиным в его квалификацион

ной теореме ([2]).

В настоящей работе доказывается следующая

Теорема 1.1. П усть ք  и քո , п  =  1, 2, . . .  -измеримые функции. заданные на 

[0,1] и f  =  D  — lim  f n. Тогда сущ ествует последовательность Տո , п  =  1. 2 ,...
П - + 0 0

автоморфизмов пространства ([0, 1], ц) такая, что

(1.1) lim ք „[Տ ո {է)) =  ք(է) по мере на [0,1].
яЦ- оо

В работе [4], с помощью упомянутой выше довольно сложной квалификаци

онной теоремы Рохлина, доказывается следующая'

Теорема 1.2. Если последовательность измеримых функций / ь / շ , . . . .  опре

деленных на [0, 1], сходится по мере к  функции / ,  т о  сущ ествует последова

тельность Տ ւ ,Տ շ ,... автоморфизмов [0,1] такая, ч то

(1.2) lim  U S J t) )  =  f ( t )  почти всюду на [0,1],
в г»~>оо

(1.3) Я  i f *  I [0, 1] :  Տ Հ է ) փ  *} =  0.'  £ n—*оо
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Отметим, что в теореме 1.1 условие (1.3) гарантировать нельзя.

Комбинируя теорему 1.2 с нашей теоремой 1.1, мы получим следующий ре

зультат.

Теорема 1.3. Если последовательность / „ ,  п  =  1, 2, . . .  -измеримых функций, 
определенных на [0, 1] сходится по распределению к  функции / ,  т о  существует 
последовательность Տ \, Տշ, .. . автоморфизмов [0,1] такая, что

(1-4) lim  f„(S n(t)) =  f ( t )  почти всюду на [0, 1].п-*оо

Так как функции, принадлежащие к  одному метрическому тину, одинаково 
распределены, то из теоремы 1.3 следует известная теорема Скорохода о пред
ставлении (|5|).

Следствие 1.1. (Скороход) П усть Х п, п  =  1, 2, . . .  и X  -случайные величины, 

заданные на вероятностном пространстве ([0,1], ц) и пусть X  =  D -  І і т  Х п.
V П —¥ 0 0

Тогда существует послсдовательность'случайных величин Yn, п — 1, 2, . . .  

такая, ч то

a) при любом п — 1, 2, . . .  случайные величины Х п и Yn одинаково распределены;
b)  П тТ1_юо Yn(t) =  X (t) почти наверное на [0,1].

Сформулируем еще одно очевидное следствие из теоремы 1.3, которое пока

зывает, что одинаково распределенные функции в определенном смысле близки 
по метрическому типу.

Следствие 1.2. Если f u g  -одинаково распределенные измеримые функции ни 
[0, 1], т о  существует последовательность Sn автоморфизмов [0,1] такая, что

lim  f(S n(t)) =  g(t) почти всюду на [0 ,1].п—»оо

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я

Нам понадобятся два вспомогательных утверждения, которые приводятся здесь 
в виде лемм.

Лемма 2.1. Пусть А и В  - измеримые множества, содержащиеся в [0,1], 
причем t.i{A) =  ц(В ) >  0. Тогда пространства (А .ц) и (В ,/г) изоморфны.
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Доказательство. Достаточно доказать, что (А. ц) изоморфно ([0, ц{А)\, ц). М о ж 

н о  считать, чго все точки А являются точками плотности. Рассмотрим функцию
t

/(* ) =  J  XAdfi =  /t([0, է] Ո  A),
о

где Хл-характеристическая ф ункция множества А.
Функция /  возрастающая и абсолютно непрерывная на [0.1]. Следовательно, 

образ f(E )  любого измеримого множества Е  С [0.1] будет измеримым. Очевидно, 
/  взаимно однозначно на А. Докажем, что /  сохраняет меру подмножеств А. 
Проверим это для А.

Пусть е >  U-произвольное число. Так как / /(т) =  1 на А, то  существует счет

ная система интервалов Д * . к =  1, 2 ,. . .  такая, что
ОО

(21) I  с լ յ  Д»,
к» 1

■ж>
(2.2) /*М)<Х>(Д*)<мМ)+«.

§=|

(2.3) (1 -  ф .(Д * )  <  /* ( /(Д *  Ո  Л )) <  (1 +  е )/*(Д *) , к  =  1 . 2 , . . .

Суммируя по к  всс части (2.3), получим
ОО оо

(1-е)£ МД») < < (! + £ ) £ МД*).
к= і к—1

откуда, в силу (2.2), будем иметь

(2.4) (1 ֊  ф (А ) < М Л ) )  < ц(А) +  еЫ А ) +  1 +  е).

Наконец, из (2.4), в силу произвольности с, получим fi( f{A ))  =  /х(Л), что и тре

бовалось.
Нам понадобится еще следующее совсем очевидное утверждение

f
Лемма 2.2. Пусть т  > 1-натуральное число и £ >  0. Тогда для любых двух 
систем положительных чисел а і, ... ,ат  и 6і§. . . ,  Ьт , удовлетворяющих усло

виям
т  т

^ аі =  ]Г Ч і =  1 и |ві -  Ьі| < 5, * =  1 , . . . ,т .
<-1 іші

Справедливо неравенство
т

У ' тіп{а<, Ել} > 1 — те. 
і=1

О МЕТРИЧЕСКОМ ТИПЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ ...
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3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1

Пусть Fn и ^-ф ункции распределения / „  и /  соответственно. Обозначим через 
C (F ) множество точек непрерывности F . По условию теоремы

(3.1) lim  Fn(x) =  F (x ) для всех т  £  C (F ).п—юО

Сначала рассмотрим случай, когда последовательность / п равномерно ограни

чена на [0,1). Возьмем отрезок [а, 6] так, чтобы а, Ь € C (F ) и

(3.2) а <  f n(t) <  b для всех п  =  1, 2 ,.. .  и է €  [0,1].

Построим последовательность разбиений отрезка [а. 6]:

Qk =  {о  =  ifc.o <  хк, 1 <  • ;•  <  x*,mfc =  ft}, к  =  1, 2, . . .  

такую, что для всех к  =  1, 2, . . .  и г =  0, 1, . . . .  т *  выполняются условия

(3.3) Ц  С Qk+i С C (F )

-  \  К ‘ * *  ‘ ՞ * -  - v j
(3.4) m ax{(x* i+ i -  xk, i ) : 0 <  t <  mk -  1} <  •֊.

k

Теперь построим последовательность Sn автоморфизмов пространства ([0,1], ц). 

Сначала возьмем числа £* >  0 так, чтобы

(3.5) mfc£fc - f  0 при к  -> ос.

Затем возьмем последовательность натуральных чисел 1 <  п \ <  ո շ  <  • • • <  щ  < 

. . .  такую, что для всех к  — 1, 2, . . . ;  ո  >  ո*, и г — 0, 1 ,...,Ш к  выио;шялись 
неравенства

(3.6) | i^ ( x fcfi) ֊ , ^ ( x fcji) | . < ^

Автоморфизмы Sn будут построены группами. Сначала для 1 <  ո  <  Ո լ ,  затем 

для 71-1 <  ո  <  ո շ  и т.д. Для 1 < п <  щ  положим Տո  =  / ,  где /-тождественный 

автоморфизм пространства ([0, 1]./х).

Пусть построены автоморфизмы S i, . . . , ՏՈհ- 1 и пусть ո *  <  ո  <  ո *+ ւ. Введем 
обозначения

^ fc .t  =  { t  e  ( ° * Ч  : <  / п ( 0  <  ® ы + і }  *  =  0 ,  1 , . . . ,  ГПк  Г  1 »

=  {է 6  [0 ,1 ]:  Xk,i <  f i t )  <  x * . j+ i }  i  =  0, 1 , . . .  , m *  -  1 •
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Так как ц(Е%л) =  F „(xfe,t+ i) — Fn(xk<i) и ц-(Ек.і) =  Е (х к ,і+ і\ — F (xkti), то, в силу
(3.6) имеем

(3.7) \ К Щ і) - № к.і) \< 2 е кі ո > ո Խ  і  =  0, 1 , . . . , т к -  1.

Для каждой пары Щщ  и Ек,і возьмем множества Л ^ с £ ^ и  А к,і С Ек,і такие, 
что

/»М5?.і ) =  * М м )  =  ш ш { м И ,,М £ м ) } .

Тогда, по лемме 2.1, существует изоморфизм множества А к<і па А%ѵ  Обозначим 

этот изоморфизм через Տ Է Վ, пк < п <  пк+ і, і  =  0, 1 ,...,т п к -  1.

Теперь для каждого ո  такого, что пк <  п  <  пк+1 построим автоморфизм ՏՀ 

пространства ([0,1], /л) следующим образом. Положим

1 И  =  при է 6 к |^ ;  г =  0, 1, . . .  § т |  ֊  1 .

т * - 1
На дополнительном множестве [0,1] \  (J А'{. і  за Տ Հ возьмем по той же лемме

і=0
m *—1 ir*fc—1

1.1 произвольный изоморфизм [0,1] \  (J Л”  і  па [0,1] \  (J S£(A\1; і ).
*=о ’ »=о

Далее, для каждого ո  из промежутка пк <  п <  пк+ і положим Տ „ =  Տ ” .

Продолжив этот процесс неограниченно, мы построим последовательность авто

морфизмов Տո  пространства ([0,1], /х). Докажем, что ք ս {Տո (է)) сходится к  ք{է) по 

мере на [0, 1].
Действительно, если пк <  п  <  пк+ і, то согласно построению Տո и в силу 

леммы 2.2, имеем

>  <  2т кек

Из (3.5) и (3.8) следует, что / „  о Տո - у ք  по мере.

Теперь рассмотрим общий случай. Пусть / п. п  =  1 ,2 ,.. .-произвольная (не 

обязательно равномерно ограниченная) последовательность измеримых функ

ций. j 9
Возьмем произвольные точки а, ծ 6 C(F), а <  6, и пусть «^-непрерывная, 

строго возрастающая функция, отображающая (—оо, оо) на (а. Ь). Можно взять, 

например,
1 . а — а X  а +  Ь

=  ~ Т ~  ' Г + w  +

Таким образом, <р и обратное отображение ір ՜1 непрерывны и сохраняют поря

док. Пусть, как и выше, Fn и F  -функции распределения / п и /  соответственно.
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Докажем, что суперпозиции <р° քո  сходятся по распределению к  tp о / .  Пусть Gn 
и G-это функции распределения у? о / п и о f  соответственно. Тогда имеем

G„(x) =  բ  {է 6 [0,1): *>(/«(<)) < х ) =

= /* {/п 1 (^՜1 ((-оо, *])) } = М {/п 1 (а. V?"1 И ]} =
(3.9) =  ц {է  € (0 ,1 ]: а <  /( է )  <  f|j№ ? )} =  Д ,(^ -1 (* ) )  -  Fn(e). 

Аналогично,

(3.10) с (г )  =  Я ^ М ] - а д .

Если .т € C(G), то, в силу непрерывности ip ՜1, <р~*(х) € C (F) . Отсюда, в силу
(3.9) и (3.10) и условия а € C(F) получим

(3.11) lim Gn(x) =  G(x) для всех х € C(G).
п—юо

Тогда, согласно доказанному случаю, существует последовательность автомор
физмов Sn такая, что

(3.12) <р о f n о Sn -¥ tp о /  по мере .

Известно, что взятие непрерывной функции сохраняет сходимость по мере (|1], 
стр. 39). В силу этого, из (3.12) следует

քո  о Տո =  Փ~1կբ  о /я о Sn) р  о / )  =  /  по мере.

Теорема 1.1 полностью доказана. □

Abstract. In the present paper, sequences of real measurable functions defined on a 
measure space ([0,1], /г), where ц  is the Lebesgue measure, are studied. I t  is proved 
that for every sequence f n that converges to f  in distribution, there exists a sequence 
of automorphisms Sn of ([0, 1], թ) such that f n{Sn(t)) converges to f( t )  in measure 
on |0 ,1]. Connection with some known results is also discussed.
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