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А н н о т а ц и я . В единичном круге ограниченной окружностью Т  =  { շ , |z| =
1} рассматривается граничная задача Римама в весовом пространстве L 1 (р), 

m
где p(t) ш |t — 4fc|**fc • Ik € T, k =  1 .2 ,„.,m . и a * , k =  1,2, ...,m  дей-

fc=  I "
ствительные числа. Требуется определить аналитическую вне окру ж  ногти 
Т  ф ункцию Փ (շ), Ф(оо) =  О, такую , чтобы имело место lim r _ i _0 ||Ф+ (r f)  — 
о ( 0 Ф - ( г - Ч )  -  /(0 1 1 і. '( „ г ) =  0, где /  €  Ь 'Ы ,  «(<) 6  С * (Т ) . 6 >  0, а рг 
некоторое продолжение функции р  во внутрь окружности. Устанавливается 
нормальная разрешимость этой задачи.

M S C 2010  n u m b e r: 35J25

К л ю ч е в ы е  слова: Задача Римана; весовое пространство; интеграл типа Коіпи; 
ф акторизация.

1. В ведение

П усть Г  простая зам кнутая кривая Ляпунова в комплексной плоскости г . G+ 

внутренним, a G ՜  внешним области ограниченные кривой Г. Хорошо известна 

граничная задача Римана или задача сопряжения (см. [1] [6]).

Ф+ ( і)  -  Հ է ) Փ ՜ ( է )  =  ք (է ) ,է  €  Г,

где a (t)  заданная кусочно непрерывная на Г ф ункция из класса С °, а /  принад

леж ит классу (Г ) или £ Р(Г)(1 <  р <  оо). Искомые ф уикіщ и Ф * аналитиче

ские G  соответственно ф ункции из класса Еѵ (см. [12]). При исследовании этой 

задачи важ ную  роль ш раег то т ф акт, что интеграл типа Кош и явлиегся ограни

ченным оператором в соответствующих пространствах. Исследование граничной 

задачи Римана когда /  €  Ь г(Т) связана с определенными трудностями поскольку 

интеграл типа Кош и не является ограіпіченным оператором в этом пространстве. 

В  работе (7J предложена новая постановка задачи Римана в этом пространстве. В 

случае, когда Г-едіш нчная окруж ность, эта задача формулируется в виде: Опре

делить аналитические в D ± , где D + =  { г ,  |г | <  1 }, D~  =  { շ ,  |г | >  1 }, ф ункции
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ф± так, чтобы имело место

(1.1) г Шп о ||Ф+(гі) -  ս(ւ)Փ֊(,--կ) ֊  /«111 = о; ф-(оо)-о,

где ||.||і -норм а  пространства L l {T ), Т  =  {z, \z\ =  1}.

В настоящей работе граничная задача Римана исследуется в весовом простран

стве /  е  L l {p) (ф ункция /  G L l [p) если

Г. М. АЙРАПЕТЯН. В. Г. ПЕТРОСЯН

•(р) =  [  l / i ) b ( O r f
JT

<  оо)

где p(t) =  J J  \t -  tfe|a‘' . tk €  T , к  =  1 , 2, га, и a *, fc =  1. 2,.... m  действительные
A.-1

числа. Д ля формулировки задачи приведем некоторые обозначения. Пусть
m m

(1 .2) м « ) = /> * ( * ) П і'а * - * ‘ і" * ’ =
*=1 fc=i

4  =
1, если a-fc <  — ] , Г [cvfc] +  1, если a *  нецелое,

О, если « * > —! ,  I а/ь, если a *  целое,

/3fc =  ftfc -  ո * . Ясно что /5fc €  (-1 ,0 ] и p *(t) G L ^ T ) .

Рассмотрим граничную задачу Римана в следующей постановке:

Задача R . Пусть /  произвольная измеримая на Т  ф ункция из класса L l {p). 

Следует определить аналитическую в D + U D ~  ф ункцию  Փ (տ), Ф(оо) =  0, так 

чтобы имело место граничное условие

(1.3) r  Um o ||Ф +(П ) -  օ (է )Փ - ( r - ‘ t )  -  / ( ( ) |Ա , (ր„) ֊  О,

где a(t), a (t) փ  0 произвольная ф ункция из класса С Л(Т ), 6 >  О, Ф * сужения 

ф ункщ ш  Ф на D *  соответственно. Задача R при а =  1 и задача Дирихле в 

аналогичной постановке когда л * >  0 исследована в работах [8] и (10). Задача R 

в случае когда p(t) =  |1 -  исследована в работе [9], а задача Римана в весовых 

пространствах L p,p  >  1 в работе [11].

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  л е м м ы

В этом параграфе мы доказываем несколько лемм, которые будут использо

ваны при доказательстве основных результатов.

Л ем м а  2 .1 . П усть  կ  €  Г , կ  փ  t j . i  /  j  и Xk €  [0 ,1 ), к  =  1 S >  0

произвольные действительные числа. Тогда
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ЗАДАЧА РИМАНА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ (/>)

( 1 - г ) « |Л | < С ,
т

ր
а) sup J J  \tk -  r | Afc /

г€(<М)* - 1 J T U \ t k ֊ t f > \ T ֊ r t \
кш і

б) sup l i t / - 11 1 --------< C ,

«<■»>»_. П lf* ~ ‘ІЛ‘ІТ ՜ rtl*
e ; sup т а  - ,t|A* f  I — & <  с,

r€ (o ,i)  ՛ J t  \Կ  — rt\l+ * k\T -  rt\
где С  <  oo we зависит о т  т .

Д оказательство. Выберем полуинтервалы 7 * € Т , та к чтобы Т  =  Ս * ն յ  ^  €

Г *, Т і Ո  T j =  I ,  i  փ  j .  Д ля любого г  е  (О, I) ,  th e  Т  будем иметь

В гД И Я !  В Я І  ік И йяр
A=1

Достаточно установить, что для любого t() €  Т

I  Г { l ֊r ) * \ d t \
sup |io  -  r | A /  Т-1 ՛ ТЩ ,1 <  °°>

гб(0,1) Ут 1*0 -  *|л|т ֊  п\
Ввиду то го , что

sup /  ^ -j— — If— =  sup (1 -  r ) * /n | l ֊  r | ֊1  <  00, 
re(o.i) Jt  It  ~  Щ  r€(o,i)

получаем

«up Ь і - ^ Д іл ֊ і̂ ^ і и < 0 0 , 
гб (о .і) J t } l*o ֊  t |  | t  -  r f  | < 0 °

П оскольку

11*0 -  т\х -  |£0 -  t | A | <  C | r  -  i | A , 

то  достаточно доказать, что

sup
r € (0 , l)JT 1*0 I  * |A| r  -  7*̂ 1

Действительно, имеем

f  t t ֊ r ) 6\d t\ Г  ( 1 ֊ г ) ^ ‘ И  <

Jr  |*o ֊  * |A| r  ֊  r t | 1_A *  JT \t0 -  i | | r  -  H I1֊! - 5* ՜

Г ( l - r ) * ֊* M * l  f  ( l - r ) ^ M * l  
Jt l*o ֊  «I1՜ *  JT |r-r l|* ֊* i ’

где 5\ € (0,ճ ) . Утверждение а) леммы доказано.
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Д ля доказательства утверждения б), но аналогии, достаточно установить, что

(1 -  г 2)|Л |

Г. М. АЙРАПЕТЯН, В. Г. ПЕТРОСЯН

8иР 1 < 0 ֊т |А /  (1 Հ  < 00, А 6  (0 ,1 )
ге(о,і) Ут Fo -

и _ т ,л [  Р - г * ) И  [  (1 ֊ г а) И
Jt  |*о -  «|А|г -  г<р JT |#о -  *|А|т -  rt|2_A

то положим

/  (г л  -  f  й  - в и
U  ’ • 1<0 - i | A| r ֊ r t | 2- A ’

T ( r  t
2 ’ Լ 0- ւ« ւ_ ք. \էօ -  Ш р -  г і|2- Л

Учитывая, что при խ լ —1| >  1 — г. [ձօ — ճ| >  2-1 |էօ — r t \ .  получим

М іВ ІІН
ա ^ ա ւ ա լП оскольку

I f tM X  <  [  Т. =  С  <  00J\o\<i—r (1 - r ) 1" A|0|A 
получаем доказательство утверждения б) леммы.

Далее имеем
(1 -  г а) |Л |

Так как

іл _ іА Г _ JL z I ! ) И _ <
к Jt  ]4  -  r£|J+A|r ֊  r t\

֊  r 2)\dt
rt\ *

f  ( 1 - г 2) И 1 г  ( 1 - г 2) И  f  ( i - r 2) H

Jt  I** -  rt|lr  -  r*l Jt  \ * k - r t \2 JT |t  - § 8

f  (1 -  г2)Ц/>г -  r|A -  \tk -  rf|A||rf<| f  (1 - r 2)\dt\
Jt  \U -  r f |1+A| r - r i |  JT \tk -  r t \ \ r  ֊  r

то. применяя неравенства Гсльдера получаем
ւճ _  и. _  „*|Хf  ( l - r 2) | | tfc- T | A - | t fc- r t l Al M  ք  ( 1 ֊ г 2 ) И

Jt  IԿ  -  r t | I+A |T -  r t\ JT [/ft -  r#|1+A|r  ֊  r i|1_A

<  C ( /  (1 ւ ճ ւ ւ ^  +  / (1 ֊  ! i M )  <  oo
-  %  p  -  щ  Jt ւ  -  r t \2 }

Лемма 2.1 доказана. □

Пусть к  =  ind  a(t),t € Т . Хорошо известно, что ф ункция а допускает представ

ление (см. [1), [2] |

<փ ) =  Տ + ( է ) ( Տ - ( ( ) ) - \
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ЗАДАЧА РИМАНА В  ВЕС О ВЫ Х  П РОСТРАНСТВАХ ԼՀր)

где

ձ ո  7- J'p է — 2Г

r 1 f  ln { t~ Ha (t) )d t.s  {z) =  z «ехр{- ] т Л — f > - h z e D  ,

5 *  € С л( ^ )  и |5 - ( г ) |  =  0 (|^ |-л)'при г -»  ос.

Л е м м а  2 .2 . П у с т ь  otk >  —1, к  =  ІѴ =  շ ^ ո * ,  /  €  Լ 1^ )  и Ф (г) нско-

урос решение задачи R.

а) Если N  +  к >  0, т о

k= ւ
торос решение задачи R. Тогда ее м ож н о  представить в виде

<Р> փ(*) = ա եԼS(z) ք  f № W d t  + S (z)P (z)
2тггП(г) JT S + (t)( t -  z) П (г) 5 

где г  € D + U D ~ , P {z) некоторый полином порядка N  +  к  — 1,
т

іВ Д  =  { ] ( ( * - * ) ” ►, 
к=1

б) Если N + к  <  0, т о  Ф (с) им еет представление (2.1), где P {z) — 0 и функция 

ք  удовлетворяет условиям

(a-շ) Լ  տ 0- ի  °՝ •• -  jfe  1 1  в  I

Д оказательство. П усть N  +  к  > 0 .  Т ак ка к — 1 <  а *  — п * <  0, то

I  խ պ / թ  _  Ф71 Г 1 W )  -  Ш й р . , 0
r -> i-o J T ' S + (t) S ~ (t) S+(<) 11 1

Обозначим
_  Ф ֊ ( г - ‘ г )П (г ) 

r W  S+ W  ’ ՚ w  ՜  Տ + (յ)

I  փ + f a n w  _  ф - ( г - Ч ) п ю

М >  յՏ՚՚:(է) Տ + (է) ՚ 11 ՜

Получим граничную  задачу Гнльберта pH' (է) — Փ ՜ (է) =  f r (t)  относительно ф унк

ции Фг. Т ак ка к  ф ункция Փ ՜  имеет полюс порядка N  +  к  -  1 в бесконечности,
>14)

где Pr [z ) полином порядка N  +  к  — 1. Так как

,  (է) _> / № ( * )  *  Ы  . * ( * № )
M t)  *  s+(t) • Фг(г) ՜4
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ири г  —► 1 — О, то, переходя к пределу получаем доказательство утверждения

а). Если N + к< 0. то Pr(z) = 0 и
_, . s(z) г f№ ( t ) d t  

՜  2тггП(г) JT S+(t)(t — z)
Поскольку функция 5(z)(n (z))-1 имеет иолюс порядка — (А  + к ) в бесконечности, 

то иолу чаем утверждение б) леммы. ^  * ■*' ՛-* ^  "

Лемма 2.3. Пусть /  € Լ Հ{բ) и

К(іж\- S(Z) f im W L  շ С D+ U D~(2.3) K(f,z)---— JT— —— t zeD иD ,

тогда

\\K+U,rt) - « W -U ,r -4)\\L,M  < C ll/llfw

Доказательство. Положим /ѵ+( /, rt)  — a(t)K ~ (f, r~ l t) =  I \ (r, t)  +  /з(г, t), где 

S + (rt)~ a {t)S -(r~ H ) Г /(т )П (т )гіг
111 '  27ГІПИ) Jt  5 + (r)(r  ֊  r t)  ’

F Гг Л -  * ( * )3 - ( г -1*)( 1 Г /(г)П (т )гіг _  _ J ___  [  /(г )П (г)г іг
2тгі ' П(г<) 7r  5 + (r)(r -  r t)  n (r - 1t) JT 5 + (r)(r  ֊  г ֊ 4 ) ; ' 

Так как |5+ (rt) — a(f)S ~(r_ 1t)| < C(1 — г)д, <5 > 0, то получаем

I/  Гг г іі < с (1 ֊ г )* Г 1/(т )ЦП(т )1Мг 1 
| и , л ՝  |n (rt)| Jt  \ r - r t \  ’

Далее имеем /շ(?*, է) =  1 շ \է ,է )  +  І ^ \ т , І ) ,  где

HD/ _  а(05~(г~Ч ) Г /(г)П (т)(1  -  r 2)dt 
2тггП(Н) JT 5+(r)|r — rt|2 ’

. «л»! I
Так как функция a(t)5  (г 11) равномерно ограничена нрн г  -» 1 -  0, то

|г (%  ք4. I С Г |/(т )||П (т)|(1 - r 2)|dr|
I  ( ’01 < ШМІ Jt------- --------------- ’

i4 « (r , t ) i < o t - i -------------ւ _ ւ  f  i - f w j i g w M ,
' 2 1 ’ Л 'пи П(г-‘«)'УГ |т — rt\

Далее, предполагая а* > -1  будем иметь

K M b i s c  Г I  <Jt  |n (rt)| JT I r  -  r t|

Jt  Jt  k - r t |p * ( t )
18
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ЗАДАЧА РИМ AHA В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ £.'(*»)

где p*{t) определена в (1.2). В силу утверждения а) леммы 2.1

ч і  (1 ֊  r ) 6\dl\
sup р (т) /  £ ----- -рГ^тк < °°՝
€ (0 ,1) Jt  |Т  ֊  rt\p m(t)

вательно

P i(m )IU h ^) ^С Н /ІІ լւ{ր). 

н Р м ь «  <  С լ  ш т М г )рЧг )

r€(0

где <5 € (0.1), г  € Т. Следовательно

Далее имеем

В силу утверждения б) леммы 2.1

. /  ч f  ( l - r 2)|dt| ^
81115/3 ( г ) / т  F ֊ ^ r °°-

Поэтому

l t f ’ ( r . O b w £ C | / i4.w .

Далее имеем
1 1 . . 1 1 1 1

'n ( r t)  П (Г -Ч ) 1 l \tk ֊ ո ի  n *(rf) H fc -r- ւ ք ի  Щ (г -Ч ) 1 -

1 I 1 1 I
-  Jffc -  rt|n* Щ(г£) П*(г“ Ч)

J ____ I____ I____ l____________ S_____, <  C( j i z i L  +  ( j - U i - )
|n *r(r-l t)n tfc ֊ r< |n- \tk - r - H \ n" 1 -  l |tfc- r t | " ‘  \tk -  r t\n-+ l h 

где Uk[t) =  Tl{t)(t — ifc)-n*. Следовательно

P ^ n , M < c J m r ) M r ) m ^  J J « М М к
Упитывая что

_____ /■ p(0 l(n (r t))_1 ֊  (П (г ֊Ч ))-Ч І*| .  ^  f  (1 -  r )p * ( r )H
г Ж )  ( Jt  F ^ i  -  Լ  | г - г ф к - г < |« * ֊ - Н

, f  ( І - ф - ( т ) Н
IГ ֊  rt||t*  ֊  r« h ֊« k+ i’ r  *

и применяя утверждение в) леммы 2.1 получаем

sup И 1  * ‘ж п и )> - ; -  (П (г-Ч ))-И 11 
г€(о,і) J t  I f  ~

Следовательно

ш В2 Ш Ш Ш
19



Учитывая, что

- Г (1 ЯВДд! В Щ Г (1-г)«|Д|
Р (  )  Jt  I f  ֊  Г«||П(ГІ)| ՜  Jt  g p ) g  -  r t |

и применяя лемму 2.1 завершаем доказательство леммы. □

Ф ункцию  а(£) отнесем к  классу Яа (a (t) е Ra); где а  =  {cvi, . ..,a m}, если

Г. М. АЙРАПЕТЯН, В. Г. П ЕТРО СЯ Н

(2.4) r  j im o l|5 + (r<) ֊  a{1)S ( r " l t) ||L. (/>r) =  0.t Ы 1

К  примеру a (i) €  R °, если А*,. >  — ո *  — 1 и
m .

a (է) =  (1 -  f ) A‘ )). *  6  T

где 7  целое число, А* неотрицательные целые числа. Тогда 7  =  ind  a(t). Очевид

но, что если 7  >  0, то S+(z) =  1,

Տ՜խ) = С0Б-^(|(П(1 ֊  ֊) ’"’))■ 
к=1

Имеем
m m

|S+ (r«) -  o (()S -(r- 'f) | <  c \  Ը ( կ  -  r - H f - - J i l i n - t ) * ‘ |
k=l k=l

Следовательно при է 6 2*

f \S +(H ) ֊  a (t)S ~ {r~ l t) \p r(t)  <  C(1 -  r ) | t fc -  ri|" ‘ + > * ֊4 է է -  (|“ > - '“

Имея в вида՛ что А д.- +  ո *  >  -1  получаем a(t) €  Rn . Аналогично можно доказать 

что а(£) €  Л °, когда 7  <  0. р

Л ем м а 2 .4 . П усть  ոՀէ) 6 Rn и a j  <  —2 для некоторого j  € 1, m . Тогда если

P (z) =  A x( t j  -  z) +  ճ շ ( է յ -  z)2 +  ... I  A - n i- i ( t j  -  z ) ՜ ” * ՜ 1 

удовлетворяет условию

l™  0 /  IS * { r t ) P ( r t )  -  Հ է ) Տ - ^ - կ ) Բ ^ - կ ) \ բ Հ է ) խ է \  =  0,

для некоторого 0 <  S <  ruin \ t j  -  f^ |, j  փ  k, mo P (z) =  0.

Доказательство. Т ак как

S + (H )P (r t)  - a { t ) S - ( r - H ) P ( r - H )  =  h ( r , t )  +  h ( r , t ) ,

где

/ i( r ,  t)  =  (S + (rt) ֊  a ( t ) S - ( r - H ) P ( r t ), 
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/а (г ,0  =  a ( t ) S - ( r - l t ) (P ( r t )  -  Р (г ֊Н ) ) ,  

то из условия а(е) 6  Я ° следует что ||/ i( r ,e ) ||L i (/Jr) -+  о. Пусть Л, 
имеем

H r O - P f r - 'O I M l - r ) ,  

де It j  — t\ <  0 (1  — г ) , С  >  0. Поэтому

/  |/a (rt)|* .(O I< tt| >  (  и  И Я ------J t J\lj-rt\<C{l-r) \ կ  -  r t \ ֊n* I tj -  է ի -at

Т ак ка к  | t j  — r t \  =  0 (1  — г ) при |t j  —1\ <  0 (1  — r ) ,  to
r r C ( l - r )  jn

/  \h { r t ) \p r (t)\d t\ >  (1 ֊  г Г +1 /  >  0 (1  -

Следовательно A \ =  0.

Предположим Ak փ  0. П усть к  нечетное число и Л і =  А2 =  ... =  А к ֊\  

при I t j  — t\ <  0 (1  — г ) имеем

Следовательно

I  ы м т  > /  Н И Н

>  (1 -  г )пь+1 /  =  0 (1  -  r ) fc+Q»+1.
Jo

П оскольку ձ' +  Qj +  1 <  0, TO

l i m /  | /а ( г ,О ІМ О И > 0.

Бели А; четное число, то
I і-ССі-г)
/ №ИЫ#*І > (1 - >rj+1 / iJ c ( l- r ) s

(1 -  г ) * +0>+1(Л  -  B( 1 ֊  r ) fc+aj- n0 -  '

Т ак ка к  к  +  ctj — պ  >  0, то получаем доказательство леммы.

В  дальнейшем будем предполагать, что

(2 .5 ) а \ <  Օւշ <  ... <  Qm, От0 <  - 1 ?Ояц»+1 >  ՜ 1

Л е м м а  2 .5 . П у с т ь  կ  >  ֊ Ո յ ,  j  =  1 ,2 ,..., т о ,  тогда  
mo mp

lim  II5 + (r«) Ա ( է յ  -  rt)kj -  a (e )5 " ( r "1e) l \ ( t j  -  r - ։ t)*j \\Ll{Pr) ։ 
t ֊ i  i =1
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/  0, тогда

r ) 2+e>.

=  0. Тогда

\dt\

□
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Доказательство. Так как

S+(rt)  П  ( կ  ֊  г ф  -  a (t)S ~ [r~ l t )  Л  ( t j  -  r~ U )kj =  А  (г, 0  +  h ( r , t ) ,
а ,< - 1  «><-1

где

=  (5 + (г£) — a(t)S~{r~.4) П  І Ь ֊ г Ф - ,  
ո յ Հ - ւ

I 2( r , t )  =  a ( t)S - ( r -H ) (  П  ( կ  -  r t p  ֊  Ц  ( t j - r - H ) k‘ ),
ocj <—1 « յ <—1

то учитывая, что |5 + (г£) — a(£)S ~(r~4)| <  C( 1 — r ) s и <5 >  0 получаем

Լ  ы г м щ  <  c (1 -  r f (± J r ։  _  Հ ՜ Հ Դ - . )

и

Km £  |/i(r,t)||< tt| =  0.
Г-+1-0 ./Т

Далее, так как при £ € T j

ւ П  f e - r t ) * ' -  П  (էյ ՜ ,՝է)է ււ <  с \ а ^ н ) к - ( ^ ֊ г - н ) к\ <  շ Հ ֊ Փ յ - ո Հ ՜ ՝ ,
Qj< —1 « ,<  — 1

то

[  \І2(гЛ )\р М )Ш  < С(1 -  г ) ( У  [  -----------֊ ֊ и -------- ).
Jt  ЛИ 1 Л 1 "  Ѵ Д £ -  JTi I % ֊  Щ  В  g P f

Учитывая что Ո յ — a j <  1, получаем

ton ո /  |/2(r,t)||d£ | = 0.г - ^ 1 -0 у т

Лемма 2.5 доказана. □

Л емма 2.6. П усть  a * <  —2 ժ/ія  некоторого k , l  <  k <  т ,  a(t) € Яа и Փ ^(շ) =
т

( Կ  — z)~n* JJ (£ j — z)n* • Если функция 
з= і

В  1 11В  -

удовлетворяет условию

I \s+{rt.)tp+(rt) - Վէ)Տ՜^-կ^խ)^փյխէ\ ֊> о,
•/ г

mo ^ fc(z) представима в виде <pk{z) =  А0 +  (£fc ֊  где Փ „(շ) аналити

ческая функция в точке t k, А0 некоторое комплексное число.
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Доказательство. В силу леммы 2.5

/  \(tk- r t ) - n֊ Vb(n)S + (.rt)-a (t)(tk- r - H ) - n> M r ~ ^ ) S - ( r - ^ ) \ p r ( t m  -» О,
J\h.~t\<e
когда г  —> 1 — 0, то функция

ЗАДАЧА РИМАНА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ L*(/>)

Фь{*) =  <p'k(h)(tK- - z )  +  ... +
( - ո * ) !

также удовлетворяет условию

ւ IS+(rt.)(fik(r t)  ֊  a(t)S  ( r  l t)<l>k(r  1t)\pr (t)\dt\ -4 0.

В силу леммы 2.4 числа A y,..., ճ _ ոյէ однозначно определяются из условий 

X _ nfcF '( t k) +  =  0

A-nkF  (tfc) +  A _ fllk_ iF  (tfc) +  ձ - ո հ֊ շ Բ ( կ )  =  0

І + Л_Мь_ ,^ ֊Л-֊1)(^) +... + AtF(tk) = 0.

Выбирая i4_nfc произвольным образом из этой системы однозначно определяем 

числа А і,А 2 , . . . ,А - Пі, - \  Учитывая леммы 2.4 и 2.5 завершаем доказательство 
леммы 2.6. □

3. О с н о в н а я  те о р е м а  

Теорема 3.1. П усть  /  € L J(p). Тогда

, Ա ա 0 11*+ ( / , . - է )  I  a(t)K-(f,T-H) -  m \ \L,M  =  О,

где K ( f ,  z) определяется формулой (2.3). Таким образом K ( f t z) решение задачи 

R, когда N  +  к  >  0. Если N  +  к  <  0, т о  K ( f ,  z) является решением задачи R 

тогда и только тогда когда /  удовлетворяет условиям (2.2).
9

Доказательство. Пусть /  =  0 в некоторых ыепересекающихся окрестностях 

Т\іс € Т  точек tk. Обозначим через Т\ объединение этих интервалов. Тогда функ
ция

փ Л И ՛ — *■
П '  Jt S + (t ) (t - z)

аналитична в І \ .  Ряд Тейлора этой функции в точках կ ,  i  — l ,  ...,m  имеет вид

Ф, (z) =  -  կ )  + ... I  Հ 0 (* ֊  կ ) հ  +  ...,
В  A:! f  f ( r ) n ( r ) d T  . ,

ГДѲ *  2тгi  JT S + ( r ) ( f  -  < i)fc+1 ’ ’  m ‘
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Имеем

А '+ (/,г« ) ֊  a ( t ) K - ( f , r - ' t )  =  Л  (г, 0  +  / а(г ,0 ,

где
Г Л. ,4 5 + (г £)Ф і (г «) -  а ( 0 5 ~ ( г " 1£ ) Ф і ( г '1«)

/ , ( , ՚ °  = ---------------------------П Н ----------------------------'

/ 2( r , t )  =  « ( ^ - ( г - ^ ф ^ г - Ч ж п и ) ) " 1 -  (П (Г -Ч )Г 1).

Так как

|Ф і(г£) -  Ф і(г_1і) | <  Ճ ( 1  -  г ) , է €  Т ь

то учитывая что

| 5 + (г< )Ф 1( г е ) - в ( 0 5 - ( г - 1< ) Ф і( г ‘ 1«)| <  С (1 - г ) д, 6 >  0 , է €  Т ь

получаем

I ք  / ,  (rt)pr (t)dtl < с  [  ( і - г ) Ѵ ( « ) И І  <  С ( 1 -  Щ  f  |p *(t)l і О, Г ֊ է  1 ֊  0. 
J t, JTl JTl

Д ля է €  Т \ имеем

' / ,  b b ' M W  S C E / T f0  ֊ 0 ( ֊ r  +  <

< C ( l - r ) ± ( [  | | - « * Г ‘ - Ч Л | +  [  \t ~  tk\0)։~ nk~ l \dt\) ->  0 t r  ->  1.
Я  Щ  J t ՝

Далее, пусть է €  Т \ Т ь  Так ка к /(/.)П (і) € L l [T )  го ф ункции

Д  ;  2тгі J t  S+ (t ) (t  -  հ )
удовлетворяет условию

||Ф +(гі) ֊  a (f)Փշ ( г ՜ 1/.) ֊  / ( է ) Ո ( 0 | | լ ւ  ֊> 0, г  ->  1 -  0.

Следовательно, теорема доказана для ф ункции обращающейся в нуль в окрест

ностях точек կ ,  к  =  1 , m  Пусть теперь /  есть произвольная ф ункция из L 1 (р). 

Для любого е >  0 можно найти ф ункцию / е € такую , что / е =  0 в Т \ а

I I /  -  /г||ь>(р) <  е- И з леммы 2.3 следует

| | t f+ ( / , r t )  ֊  а (£ )Л - ( /,г ֊Ч )  -  № Խ { » )  <

<  IIK + ( f  -  f e ,r t )  -  a ( t ) K ~ [ f  -  f e , r - l t)\\L i {p,.)+

\ \K + ( f ' , r t ) -  a ( t . )K - ( fe , r -4 )  -  Л |U»(Pr) +  I I /  -  Л іи«(р) <

<  C \\ f  -  fe h H r )  +  l l ^ + ( / e . ^ )  -  n ( t ) I < - { fe, r - l t) ֊  f e \\Lx(Pr).

Так как

\ \K ՝'U e ,r t)  -  a ( t ) K - ( f e, r ~ l t) -  fe \\n (Pr) ->  0, Г Ч І - 0
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ЗАДАЧА РИМАНА В ВЕСОВЫ Х ПРОСТРАНСТВАХ /,'(,>)

получаем доказательство теоремы 3.1. □

4. И ссл е д о в а н и е  за д а ч и  R в сл уч а е  а к >  ֊1 . к  =  1,2, . . . , т

Теорем а 4 .1 . Справедливы следующие утверждения:

а) Если к  >  0, т о  общее решение однородной задачи R м ож н о  представить  

в виде

( т  п* <№) \

PPiiB ral ’

где P (z ) полином порядка к  — 1 при к  >  0 и P (z) =  0 при к  =  0.

б) Если к  <  0 и  N  +  к  >  0, т о  общее решение однородной задачи R м ож но

представить в виде ~

Щ фоМ =^у.
где P {z ) некоторый полином порядка N  +  к  — 1.

в) Если N  +  к  <  0, т о  однородная задача имеет только  нулевое рехиение.

Д оказательство. П усть P (z ) =  Y ,l=o  ŷ z h- П оскольку \S+ { r t ) - a ( t ) S ~ ( r - l t))\ < 

.4(1 — г )  , то  будем иметь

\S+ ( r l)P ( r t )  ֊  a ( t ) S - { r - ' t ) P ( r - l t )I <  C(1 -  r ) s.

Поэтому

\ \S + (r t)P (r t)  -  a ( t ) 5 " ( r _1 t ) P ( r " 11) IIL I (p) -»  0 ,r  ->  1 -  0.

Положим

=  S (z )(tk -  z)~ j , j  <  iik , k  =  1......m .

Получим

! * } » ( * )  ֊  e ( 0 * 7 » ( r ֊ , t ) |  <  | s + ( r i ) ( i *  -  r t ) ՜ 1 -  a { t ) S - ( r - 4 ) ( t k -

<  \S + ( r t ) ֊ a ( t ) S y H ) \  ձ __ 1 _  1
\ t k - r t \ J  1 '  ( m (tk -  r t y  (tk -  г - Н У  ՛

<  c ( ~  ~ r ^  + 1------ !------------------- !_____I) <  C ( -  ~ r ^  +  0 ~ r ) \

Поэтому

» * ;* (« < )

f  (1 -  r)‘ p(t)\dt\ [  ( 1 ֊Ф Й | Д | ,
J t  l<Jb-rt|-» JT |< J t֊r£ |i+ i  *՝



Поскольку j  <  Пк и Пк — с*к <  1 то последние интегралы стремится к  нулю при 
г —¥ 1—. Утверждение а) теоремы доказано. Аналогично доказываютоі утвер
ждения б) и в). □

Теорема 4.2. Справедливы следующие, утверждения

а) если N  +  к  >  0, т о  общее решение задачи R м ож но представить в виде

(4.3) Ф (г) =  Л Г(/,г) +  Фо(г),

где K ( f .  г) определяется формулой (2.1), а Фо(г) общее решение однородной за
дачи R,

б) если N  +  к  <  0, т о  задача R разрешима тогда  и только тогда когда /  

удовлетворяет условиялі (2.2). При этом  решение м ож но  представить в виде 

(2. 1).

5. И с с л е д о в а н и е  з а д а ч и  R  в с л у ч а е  произвольны х а *, к  =  1,2, . . . , т

Теорема 5.1. П усть a(t) € R °. Тогда

а) Если N  +  к >  0, т о  решение задачи R м ож но представить в виде

(5.1) Ф(г) -  K ( f ,  X) +  S(z)(Ao +  Я (г ) ( ІВ Д ) ՜1,

где Aq произвольное комплексное число при к  >  0 и A q =  0 при к  <  0, P(z) 

полином порядка N  +  к  — 1.

б) Если N  +  k. < 0 u k >Q,  т о  Ф (г) имеет представление (Հ.Յ), где Փ0(շ) =  О 

и ք  удовлетворяет следующим условиям:

(5'2) Լ  ^ П )  П(<)‘ *л  =  ° ՝ *  =  ° -1........... - ( л г + к )  - 1

в) Если N  <  0 и  к  <  0, т о  задача R имеет единственное решение Ф (г) =  
K ( f ,z )  +  i4o5(z), где

Г. М. АЙРАПЕТЯН. В. Г. ПЕТРОСЯН

(5.3) Ац- и f № №  
Г S + (0 <*+1

и ք  удовлетворяет условиям (5.2), если к  փ  —N  — 1.

г) Если N + к  <  0 и N  >  0, т о  т о  задача R имеет одно решение Ф (г) =  К ( / ,  г) 

и ք  удовлетворяет условиям (5.2).

Доказательство. Если Ф решение задачи R, то будем иметь

lim  f I 
r-п -о  JT lШ Я хШ Ш ^Ж
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где
j  т

ա թ )  =  П ^ - « г .  рі( г )  =  П  ( 4 ֊ *)"*■
І =1 t a j +1

Обозначив

* t t * >  I  « ֊ ( г )  I ̂ j ^ ± P 1T(z)P,(z),

получаем задачу Гильберта для функции Фг (г)

н  I|і§«К,
где / г ( і)  =  д + ф P jr(t)P j( t) . Так как функция Фг (г) имеет полюс порядка -щ .

в точке է =  r~H k, к  =  1,2, . . . , j и в бесконечности |Փ + (շ)| <  C\z\N+K՜ 1, то обо
значив

q U h  +  Ո

ЗАДАЧА РИМАНА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ £,'(#>)

(է* -  rz ) (tk -  rz )֊n *
главную часть разложения Лорана функции Փ ՜(շ )  в точке г ֊1 £*., будем иметь

то  то

д а  -  (փ,՜(<) I  р QkrW)= ш + Y ,  < м *)-
к= 1 Ів=1

Далее положив Аг +  к  >  0, получаем

[ ■ ■ ■ ■ и
где Рг (г) некоторый полином порядка N  +  к  -  1 при N  +  к  >  0 и Pr {z) =  0 при 

ДГ +  к. =  0. Так как f r (t) ք(է)Ա (է)(Տ+ (է ) ) ՜1 в Լ 1 получаем
ЯЦI

З д ( £  < ? * (* )+ Ո * ) )  
ф (*) =  * ( / , г ) + _ ^ _ --------------- ,

где

Очевидно, что функция Удовлетворяет однородному условию (1.3). По

этому функция
то

Л'=1
П (г) I

тоже удовлетворяет условию (1.3). Учитывая лемму 2.6 получаем следующее 

представление функции Ф (г):

Ф (*) I  K ( f ,z )  +  5 (г)(і4 0 +  Р ^ Х Щ г )) ՜1).
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Предположим ЛГ +  к  <  0, к  >  0. Поскольку a(t) 6 Ra, то AoS(x) является 

решением однородной задачи R, следовательно общее решение задачи R. можно 

представить в виде:

Ф (z) =  K ( f,z )  +  S(z)Ao, 

где А  о есть произвольное комплексное число.
Бели N  >  0, к  <  0. То функция S(z) имеет полюс порядка —к  в бесконечно- 

сти, следовательно AqS{z ) не решение однородной задачи R. Чтобы имело место 

условие Ф(оо) =  0, необходимо найти Aq из (5.1) и потребовать чтобы /  удовле

творяла условиям (5.2) при к  փ  —N  — 1.

При N + к  <  0, N  <  0 очевидно что ճ օ  =  0 и /  удовлетворяет условиям (11). □

Теорема 5.2. Пусть a(t) G Ra . Тогда а) Если N  +  к  >  0, т о  общее решение 

однородной задачи R можно представить а виде:

Ф (г )  =  5 ( г ) 0 4 о +  / ’ ( * ) № ) ) - ' )

где Ло произвольное комплексное число при к  >  0 и Aq =  0 при к  <  0, P(z) 

полином порядка N  +  к  — 1.

б )  Если N + к  <  0  и к  >  0 ,  т о  Ф (z) =  A qS ( z ) ,  где А ц  произвольное комплексное 

число.

в) Если N  +  к  <  0 и к  <  0, т о  однородная задача R имеет только нулевое 

решения Ф(с) — 0.

A b s tra c t. In  the un it disc bounded by the circle T  =  {s , |г| =  1} we consider 

the Riemann boundary value problem in the weighted space L l {p), where p(t) =
171

[ l *  -  tic € T, k =  1,2, and a*» k =  1,2, ...,m  are real numbers.
fc=1
The question of interest, is to determine an analytic outside the circlc T  function 

Փ (շ), Փ (օօ) =  0 to  satisfy lim r_»i_0 ||Ф+ (г£) — а(і)Ф - (г-1 £) — /(£ )||լւ(^ Ր) =  0. where 

ք  € L 1(p), a (t) €  СЛ(Т), S >  0, and pr  are some continuations o f function p inside 

the circle. The normal solvability o f this problem is established.
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