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А н н о т а ц и я .  В статье рассмотрены введенные Шилдсом и Вильямсом опе
раторы типа Бергмана, зависящие от нормальной пары весовых функций. 
Доказано, что существуют значения параметра 0, при которых эти операто
ры ограничены на пространствах Цр, զ, Բ) со смешанной нормой в единич
ном шаре и з  С " .
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1. В в е д е н и е  и  о б о з н а ч е н и я

Пусть В — Вп :=  {z  =  ( z i, . . . ,2n) £ С" : \г\ <  1} открытый единичный 
шар в С71, и S :=  дБ — его граиица, единичная сфера. Скалярное произведение 
в С”  обозначим через (z, w) :=  z\w\ +  • • • +  znwn, z, w € С” . Всюду далее будем 
полагать z =  r£, w =  рі] € В, 0 < г, р < 1, Հ ,ղ  € S, г  =  \г\ =  y/(z,z).

Множество всех голоморфных функций в шаре В  обозначим через Н{В). Для 
функции f (z )  =  /(7*С), заданной в іпаре В , ее интегральные средние порядка р 
на сфере \z\ =  г  обозначены как обычно, через

М р іМ  -  Ц /И ІІ^ Л А Г ) ’ 0 < г <  1, 0 <  р  <  оо,

где do — (2/1 — 1)-мерна>і поверхностная мера Лебега на сфере S, нормированная 
так, что а (5 ) =  1. Класс функций /  € Н (В ) с "нормой" ||/||ля =  sup Mp(f;  г)

0<г<1
есть обычное пространство Харди Н Р(В) н единичном шаре В.

Определим пространство L(p, g, в) (0 <  p,q < ос, /3 € R) со смешанной нормой 
как пространство тех измеримых функций / ( г )  =  /(г£ ) в шаре В, для которых
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конечна квазшюрма

ш
| | / I I * W )  =  I I / IU /9  :=

, 0 <,

ess sup (1 — r ) fiM p (f',r) , q =  oo.
0<r< l

<  oo,

Подпространства L{p, q. в), состоящие из голоморфных функций, обозначим че

рез Н(р, q. 3) :=  І1(В)Г)Ь{р, q, ft), (3 >  0. Если 1 <  p. q <  oo, to  L(p, q. թ ), I I  (p, q, /3) 

являются баыаховыми пространствами с нормой || • При р =  q <  оо про

странства ІІ(р ,р ,в )  совпадают с весовыми классами Бергмана, а при q =  оо их 

часто называют весовыми пространствами Харди.

Пространства со смешанной нормой для голоморфных в единичном круге 

функций были введены Харди и Литтлвудом в [1], [2] и развиты в дальнейшем 

Флеттом (3). Смотри также монографии |4|. [5], посвященные весовым прост

ранствам Бергмана Н {р,р ,0) в единичном круге.

Много работ посвящено пространствам L(p,q ,0) со смешанной нормой или 

их подпространствам, состоящим из голоморфных, шноригармонических или 

гармонических функций в круге, шаре из Сп или К " . Пространства Н (р ,qy(3) 

для голоморфных функций в единичном шаре В  С С " и бергмановские опера

торы на них подробно исследованы, в работах [б] f 10], а для голоморфных и 

п-іармоиическнх функций в поли.щеке из С " смотри, например [11|.

Символы С (о, Р ,. . . ) ,с а и т.п. всюду будут обозначать положительные посто

янные, различные в разных местах и зависящие только от указанных индек

сов а ,Р ,. . . .  Через <1Ѵ обозначим лебегову меру на В, нормированную так, что 

Ѵ(В) =  1. В полярных координатах будем иметь dV(z) =  2 n r ճ d r do {Հ).

Вместо стандартных степенных весовых функций Ш илдс и Вильямс [12] впер

вые предложили использовать более общие нормальные весовые функции. Фак

тически это те весовые функции, которые имеют степенные миноранты и мажо

ранты с положительными показателями.

Определение 1.1. (Нормальная весовая функция, [12]^ Полоэіситмъпая непре

рывная функция ѵ?(г), 0 <  г  <  1 , называется нормальной, если найдутся по

стоянные 0 <  а <  £і ո  0 <  /'о <  1 такие, что  имею т место

(Ы ) ( j^ T ja  ^  0 и ( І~ 7 р  /  +00 при Г -*■ 1 ", Го <  Г <  1.
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Здесь и далее монотонность функций всегда будем подразумевать в широком, 

нестрогом смысле. Индексы а и b для нормальной функции определяются 
неоднозначно.

Типичными примерами нормальных функций являются функции вида

О пределение 1.2. (Нормальная пара, \\2 \) Скажем, ч то  пара функций {у>. V՛} 

составляет нормальную пару, если функция ір нормальна, и существует число 
а  >  Ъ — 1 (индекс пары) такое, что

Ввиду условия а  >  Ь — 1 функция ф будет интегрируемой на интервале (0,1). 

К а к показано в [12]. для нормальной функции <ք всегда найдется се нормальная 

пара, а при более строгом условии а  >  Ь функция ՜Փ сама также будет нормальной 

с индексами а  — Ь и а — а.

Расширим область определения таких радиальных весовых функций до шара 

В, положив .p(z) :=  (p(\z\) =  ср(г), ф(г) :=  ■</>(խ |)  =  yj(r).

Посредством нормальных весовых функций Шилдс и Вильямс [12] в единич

ном круге Ю> =  В і предложили обобщения операторов Бергмана, которые для 

шара В  определены в работах А. И. Петросяна [13], [14] в виде

(1 — r 2)d, c + d  =  а  операторы типа Бергмана (1.3), (1.4) также хорошо известны,

В настоящей статье мы доказываем, что существуют значешія параметра в, 

при которых общие операторы (1.3), (1.4) ограничены на пространствах L(p, q. 0) 

со смешанной нормой в шаре В.
Основным результатом статьи является следующая теорема.

( 1.2) (р(г) ф(г) =  (1 — г2)а , 0 <  г  <  1 .

В частном случае <р(г) =  (1 — г 2)а , ф =  1 операторы (1.3), (1.4) вводятся к 

классическим проекторам Бергмана. с.м. [4| [10]. В случае у?(г) =  (1—г 2)с. и>(г) =

см. |7] [11].



Теорема 1.1. П усть  1 <  р, q <  оо, /3 € R, {</?, -0 } нормальная пара функций с 

индексами a ub  (0 <  а <  Ь) и с индексом пары а (а >  b— 1) в смысле Определений 
1.1-1.2.

Если b — а  <  /3 <  1 +  а, т о  операторы Q<p,A и ограниченно действуют 

из пространства L(p ,q ,0) в себя, т.е .

(1.5) Qv ,v,: L(p, q, 0) — > L(p, ց, 0),

(1.6) : L{p, q. 0) — ► L(p, q, 0).

Замечание 1 .1 . В ■частном случае l < p  =  q =  l / 0 <  оо, т.е . для невесового 

класса L (p ,p ,\/p ), Теорема 1.1 установлена в (13), [14], но другим методом с 

использованием т а к  называемого те с та  Шура f[4] [7]), который не подходит в 

нашем случае. Еще более частные случаи операторов Бергмана со степенпъими 

весами изучены в [5] [10].

Замечание 1.2. В Теореме 1.1 мы фактически обобщаем результат из [13], 

[14] е трех направлениях: во-первых, предполагаем все значения 1 <  р <  оо, во- 

вторых, рассматриваем весовые пространства, в -третьих, вместо пространств 

Бергмана рассматриваем более обилие пространства L (p ,q ,0 ) со смешанной 

нормой. При этом  вместо неподходящего т е с т а  Шура мы применяем обобще

ния неравенства Харди.

2. Н е р а в е н с т в а  Х а р д и  и  д р у г и е  и н т е г р а л ь н ы е  н е р а в е н с т в а  

Ш ироко известны классические неравенства Харди (см. [3], [15]):

(2.1) / Ѵ *՜1 ( j ^ h ^ d t ^ d x ^  С (р,0) Լ  х Р -^ ф с Ъ .& с ,

(2.2) J \  1 ֊ r f ՜ 1 ( Г  հԼէ) d t^  dr <  С(р,0) Я 1 ֊ r f ^ ՜ 1 h.p(r)dr,

(2.3) J \ l  -  г ) " * - 1 И '  h(t) d t'j d r <  C(p, 0) j \  1 -  г ) * ՜ * - '  hp(r) d r,

где 1 <  p <  oo, 0 >  0, h [r) >  0.
Отметим, что неравенство (2.3) выводится из (2.1) линейной заменой перемен

ных интегрирования.
Для последующих доказательств нам понадобятся также обобщения нера

венств (2.2) и (2.3).

К. Л. АВЕТИСЯН, Н. Т. ГАПОЯН
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Л ем м а 2.1. П усть  1 <  р <  оо, 7  >  0, h(r) >  0. Д ля положительной непре

рывной функции ір(г), 0 <  г  <  1 , найдутся постоянные 6 € R. 7  — рі> >  0, и
0 <  т'о <  1 такие, ч то

(2-4) Щ при го <  I <  1 -

Тогда

Ц  I  I S  Я  ^

Доказательство. Применим неравенство Харди (2.2) но отношению к  функции 
^ ֊ у -  Л (г) и с индексом в  =  7  -  pb >  0,

г  (і- гг~*՜՛ ( ֊ ի ք  Ам)р *■
где постоянная С  зависит лишь от р, 7 , ծ. Ввиду условия (2.4), монотонного убы-

/| _\Ь
вания функщш па интервале (го, 1) и непрерывности на [0. 1) получаем

{ [Ht)dt)Pdr I C ( p . r b , r o ) j ^ ± ^ l h r ( r )J r , 

что совпадает с (2.5). □

Зам ечание 2.1. Схожее с неравенством (2.5) другое неравенство ти п а  Харди 

с участием нормальных весовых функций можно найти  в [10].

Нам понадобится также другая разновидность неравенства (2.5).

Л ем м а 2.2. П усть  1 <  р  <  оо, /і(г ) >  0. Д ля полооісителышй непрерывной 

функции (р'(ф, 0 <  7* <  1, найдутся постоянные а € R, 7 — ра <  0, и 0 <  г0 <  1 
такие , ч то

(2-6) ( l ֊ l ) u I !  при ro < r <  1 .

Тогда

Ц I  w 1  № ж -

Доказательство. Применим неравенство Харди (2.3) но отношению к  функции 

h (r)  и с индексом ֊/3  =  7 ֊  ра <  0,

В м  1 S  В Л  վ * # * - ֊ *  В  I
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где постоянная С  зависит лишь от р,*), а. Ввиду условия (2.6), монотонного воз

растания ф ункции на интервале (гц, 1 ) и непрерывности на [0, 1 ) получаем

J \ Ա -  т л ) г лт <  с ( р п , « , щ  (1

что совпадает с (2.7). ' *  _ ^

Л ем м а  2 .3 . Дб], \7\) Д л я  а  >  0 справедлива оценка

[  М &  <  С(а,п) ; j g
A | i - ( * . O I n+“  "  ( і - М ) в ’

Л ем м а  2 .4 . (\12\) При т  >  8 >  0 справедливо неравенство

0 <  г  <  1 .
Լ  ( 1 - . /> ) ” • Р -  ( 1 - г ) " ֊ » ’

Следующая лемма является вариантом схожих оценок из |9J, |12| [14].

Л ем м а  2 .5 . П усть  кр — нормальная функция с индексами а и b (0 <  а <  Ь) и с 

индексом пары а  (а  >  Ь — 1) в смысле Определений 1.1 1.2.

Если հ — (X <  0  <  1 +  а, т о

т  Г ( , -  r1 1 1  1 -  „ у  *>  s  с <°’I  “ ■ *  г°> դ Գ *  о 5 г < і -

Доказательство. Условие ,в <  1 +  а обеспечивает сходимость интеграла (2.8). 

Достаточно доказать неравенство (2.8) для г , близких к  1. Возьмем г, го <  г  <  1, 

и разобьем интеграл (2.8) на три части,

1 —  Г1 й і§  յ  _
Jo (1 — rp)1+°(l — pY p

( I +  Լ  f  I )  (1 ֊  1 1 յ լ + յ շ + * •
Интеграл ./լ ограничен некоторой постоянной С (а ,/9,7’о). Д ля  оценок интегралов 

./շ и .7з используем условия нормальности (1.1) и Лемму 2.4,

_  Г  ф )  (1 — р)ь , а <  Ф )  Г  (1  -  p)b- ft , <
2 "  Լ  (1 -  p)b (1  -  г р ) 1+<*(1  -  Р)Р Բ  -  (1 -  г ) *  Լ  (1  -  г р )1 + «  Р -

^  а ,л Ш Ш  1 И _  О ,Л Ѵ>(Г)<  C (q , 0 , b) ц  _  r b̂ ^  _  r j O+0_b -  С {а ,0 ,Ь )  ^  •

П оскольку 0  >  b — а >  а — а , то аналогичным образом получаем

г Г1 4>{p) (1 - р ) а Ип< ч>{г) Ր  о
3 J, (1 -  р)а ( 1 -  § ! 1+“ 11 -  р)0 р -  (1 -  г ) -  Լ  (1 ֊  / р )1+« р -

<  с (а ,д ,а )  յ ք ւ  ( ֊ ^ = с м  ̂  * т т
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что завершает доказательство Леммы 2.5. П

3. О г р а н и ч е н н о с т ь  о п е р а т о р о в  т и п а  Б е р г м а н а  н а  п р о с т р а н с т в а х  с о

с м е ш а н н о й  н о р м о й

Л ем м а 3 .1 . П усть  1 <  р  <  оо, а  >  — 1, {</?, гр} пара положительных весовых 

функций. Тогда им еет м есто  оценка

(3.1) M p{Q v , ^ f ) - , r ) < C { p , n , a ) ^ r )  f — - Щ ^ М Л Г , Р ) < І Р :  0 <  г  <  1.
Jo ®  ~  ѴР)

Д оказательство. Перейдем к  полярным координатам в интегральном представ

лении

w i  <  Щ  Լ 1 1  | и і  л » = '  ' ;

* ' •  11В 11 II -  ^ )բ2 ո՜ ' ձ բ ՝

и перепишем его в виде

(3.2) |Qv,v.(/)K)|<2nV<(r) Ц  Ա  Ա _ <,!̂ (р;̂ |І»+1+„ ̂ Й )] *Կ>)Ր՜' dp =

= 2nrj)(r) f  fj(r,p.X)<fi{p)p2n~l dp,
Jo

где обозначено

_/_ _ [  I / M lЩ Ш ВттШ Ш
Если р  =  оо, то немедленно получаем из (3.2) но Лемме 2.3. 

M»(Q„,*(/);r)<2*Vi(r) Լ  Afoot/:/0 s»P Ա  Ր

I  C(n,y|V(r) Щ (1 _ ^ | ,+Q M«,U;p)dp.

Если p =  1 . то интегрированием (3.2) немедленно получаем требуемое нера

венство (3.1), воспользовавшись теоремой Фубини и Леммой 2.3.

Если 1 <  р  <  оо, то из неравенства Гельдера и Леммы 2.3 получаем

( г  с ) <  ( [  \ П рп)\р М ѵ ) [  Z 1  М ѵ )
. Р -  \J s  |1 -  K,P»?)|n+,+fty \J s  |l -  K .w > lft+1+ft

C(j),n,a) /  Г \f(pn)\pda(n) 1 ,/p
՜  (1 -  rp)(1+a)̂ ՛ \Js |1 -  {Վ , / » / ) | r* + i + «  )  ՝
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где р ' сопряженный индекс, 1 /р  +  1 /р ' =  1. Далее проинтегрируем по пере

менной С на сфере S  и вновь воспользуемся Леммой 2.3,

l i f t  > І І ^ >  I  а - ^ і  £ է * Լ  Ա  Ц - Д г ^ )  т т ) Г ^ ]  2

տ  d - г  Py3 s & i - $ F =  L  | B  ̂  f

ИЛИ

(3.3) iLrlS-.dc) -  (1 _  г/?)і+ «

Теііе]>ь вернемся к неравенству (3.2) и применим неравенство М инковского, а 

затем — одепку (3.3),

M v { Q y A f ) \ г ) ^  2п ՜փկք) է  IM 7՝’ Ру i?ILp(5';d<7) v (p )  p2u_1 dP <

<  C (p , n , a )  V»(r) Լ  M p ( f ՛ '  p )  dP'-

что завершает доказательство Леммы 3.1. □
Доказательство Теоремы 1.1. Поскольку \Q v ,rp{f)(.z)\ <  то д о с т а 

т о ч н о  доказать лишь ограниченность (1 .6 )  оператора Q ^ .v d /D -  

Вначале положим  1 <  զ  <  оо. Пи Лемме 3.1 имеем

(3.4) М р ( д ^ , ( / ) ;  г )  <  С (р, п , а ) Ѵ»(г) Լ  Л/р( / ;  р) dp, 0 <  г  <  1.

Проинтегрируем теперь по радиальной переменной так. чтобы получить смешан

ную норму.

<  i n  1 1  г л - «  Ц  [ / ‘ Ш |  f f i f l

Далее воспользуемся уровнем  (1 .2) Определения 1.2 нормальной пары, а затем 

разобьем интеграл па две частп,

dr.

S ls i ШШшШв r fr  =

, f 1 (1 -  r ) “ ^ ֊ ‘

(3.5)

< c j
Jo

<  11 +  72.
V?4(r) Я ш ш ш Ш d r  <
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Интегралы 1լ и կ  оценим но отдельности, используя неравенства тина Харди из 
Лемм 2.1 и 2.2.

По отношению к  интегралу 1\ можно применить неравенство (2.5), ибо условие 
(щ +  0q — bq >  0 равносильно 0  >  Ь -  а,

m  -  Г)*я+Рч-1 г ր  у ( А  

J o  <Pq ( r )  Ա  (1 - r p

<cJJo

M p{J\ p) dp d r <

1 (1  ֊  r )«<7+fr>-i+y г

ifn {r)  [(1 _ r 2) i+ « AW ; r ) d r  <

< C  [  (1 - r ) s’ - ‘ A /’ ( / ; r ) d r  =  
Jo

=  C(n,p}q,p,LX,b,r0)(3,fi) վ -

По отношению к  интегралу կ  можно применить неравенство (2.7), ибо условие 

0q — q — aq <  0 равносильно 0  <  1 +  а,

/շ
1 ( 1 - г ) < ч + * - ‘  ք /-1 ѵ (р)

у?9(г)

I  (1 — r ) 04~q՜ 1 Г Г1

ա ճJo

<c [
J o  V>4 ( r )

'1 (1 —  r)Pq~ q~ 1+(I

(1 ֊  rp )1+f AW , p ) d p

- °IoJo v w )

If
J  v(p) p) dp j d r <

[ p { r ) M p ( f i r ) y  d r =

d r <

=  C  /" '(1  — r ) ° 4~ l A f * ( f ; r ) d r  =

(3.7) “ С К р .Ч ./З .о .а .Ы Ш Іо ^ в ,-

Неравенства (3.5) (3.7) вместе дают требуемое неравенство

где постоянная С  =  C (n ,p , q ,0 , a , a. 6,ro ) >  0 зависит лишь от указанных пара

метров.

Теперь положим q =  оо. И з неравенства (3.4) с применением Леммы 2.5 получаем

м Р($ ѵ, М ) ; т ) < с ( р , п ,0 )ф(г) ք '  (1 _ rpy ia {1 - py>V ~ M M p(f՝p )d p ֊

Щр)<  С  Щ г) U p ,o o ,/») I
Jo (1 - r p V + ^ l  ~ p ) a

dp <

Ф )
-  т Л « + 0  -( l - r )

<  C ( p ,  n , а , a, 6, r 0) ll/llL(,,.oc.^) •
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Отсюда

1 1  і / і « м . л . ; Ш

где постоянная С  =  С  (р. п. сѵ, /3, а, Ь, т*о) >  0 зависят лишь от указанных пара

метров. Теорема 1.1 доказана.

A b s tra c t. The paper considers Bergman type operators introduced by Shields and 

W illiams depending on normal pa ir o f weight functions. We prove tha t there exist 

values o f parameters 3 for which these operators are bounded on mixed norm spaces 

L(p. q, 0 ) on the u n it ball in C ".
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