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1. В в е д е н и е

Статья посвящена изучению свойств производных многозначных отображе­

ний и отысканию достаточных условий, при которых существуют производные 

многозначных отображений, графики которых являются шатрами Болтянского 

различной гладкости (|2|, [3]). Попытки дать различные определения производ­

ной многозначного отображения предпринимали очень многие ученые: среди них 

Хукухара, Демьянов, Рубинов, Пшеничный и многие другие. Однако использо­

вать касательный конус к  графику были н])сдложсны независимо в двух работах: 

Ж . П. Обеном 112| и Е.С. Половинкиным |8]. В работе |17| также используется 

указанная выше концепция производной в которой касательный конус к  графику 

отображения выбирается в виде некоторого шатра Болтянского. В работах [7J, 

[9] вводятся понятия производных многозначного отображения, опирающиеся на 

различные касательные конусы к  графику отображения. В частности, введено и 

изучено понятие регулярного касательного конуса, развивающее понятие шатра 

Болтммского. Отметим также, что в работах |5|, |6| Б. Н. Пшеничным развива­

ется метод шатров и успешно применяется к задачам негладкой оптимизации.

В настоящей статье рассматриваются достаточные условия, при которых мно­

гозначное отображение содержит непрерывные однозначные селекции, производ­

ные которых по направлениям содержатся в многозначной производной. Задача
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существования селекций многозначных отображений, обладающих определен­

ными свойствами, весьма интересна и находит разнообразные приложении во 

многих областях математики. В частности, задача о существовании непрерыв­

ной селекции многозначных отображений, восходящая к  классической теореме 

Э. М айкла ([13]) (полунепрерывное снизу многозначное отображение с выпук­

лыми замкнутыми значениями допускает непрерывную селекцию), получила в 

дальнейшем широкое развитие и многочисленные приложения.

Приведены некоторые специальные классы множеств, для которы х показа­

но, что контингентный конус к  ним являются строго дифференцируемым ша- 

тром (теоремы 2.1, 2.2). Доказана теорема о пересечении строго дифференцируе­

мых шатров(теорема 2.3). Следует отметить, что соответствующие теоремы для 

гладких локальных шатров доказаны в работах [3], (5] (теорема 1.4, §2, глава 5, 

стр.205).

Обобщена классическая теорема о неявных ф ункциях для систем неравенств. 

В §4 установлен оригинальный результат: если а- многозначное отображение 

с выпуклым замкнутым графиком, то существует селекция этого отображения, 

удовлетворяющая условию Гельдера с константой 1/2 (теорема 4.1).

В статье приняты известные определения и обозначения выпуклого анализа. 

Обозначим через В е(х ) замкнутый шар радиуса е >  0 с центром в точке х  € Л ";

<  и, it  > - скалярное произведепие векторов ѵ ,и  6 R n. М — замыкание множества 

М . Пусть д°д(х)~ субдифференциал Кларка  (см. |4), определение обобщенного 

градиента, §2.1, глава 2, стр. 34) ф ункции д в точке х . Если а : R n ->  R 2'"- 

многозначное отображение, то

g ra f(a )  =  {(ж , у) 6 Rn+m : у  е  а(.т)}, dom{a) =  { i €  R n : а (х ) փ  0}.

Однозначное отображение у  : RP -> R "1 называется селекцией для многозначно­

го отображения а, если у (х ) € а (х) х  € dom(a).

О п р е д е л е н и е  1 .1 . [14]. П у с ть  М -  подм ножество п р о с тр а н с тв а  Я " .  Тогда 

м нож ество

М °  =  { х €  М  : Ѵу 6 А / Ах +  (1 ֊  А)у е  Л/, ѴА е  (0,1]}

называется ядром звездности м н о ж е ств а  А /. Если М °  փ  0, т о  М  назы вается 

звездным м нож еством . Если in tM 0 փ  0, т о  М  называется звездным тел о м .
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Положим р{х, М )  =  i n f { \ \ x - y \ \ : у  6 А /} , Р гм (х ) =  {у  € Л / : \ \х - у \ \  =  р (х .М ) } .

Определение 1.2. [7]. К о н ти н ге н тн ы й  конус К м ( х о) для Л / в то чке  хо е А / 

определяется следующим образом:

Км(хо) = limxiosup- -  -  — =  {х  € Д" : Um\y>infp{x, Л ՜1 (М  -  хо)) =  0}.

т .е . вектор  х  G К 'м (хо ), если для любых о  >  0, е >  0 суи^сствую т и е 

Ве(х ), h G (0 ,а ] та ки е , ч т о  хо +  /ш  € Л/.

Приведем определение шатра (см. |2|, определение 34.1, §9, глава 4, стр. 278).
փ

Определение 1.3. Конус К  С К м ( х о) называется ш атром  для М е х  о € М , 

если сущ ествует отображение г, определенное о некоторой окрестности  Ս  

нуля, такое , ч т о

r fx )
хо +  X  +  г (х )  €  А/, если х  €  К  | |  U  и f p j j— > 0 при х  —» 0.

Ш а те р  К  называется липшицевым, если г  является липшицевым отображе­

нием. Ш а те р  К  называется строго дифференцируемым, если т строго диффе­

ренцируемо в нуле, т .е . для любого е >  0 сущ ествует 6 >  0 такое, ч т о

||г(*Г ) -  г (х г ) || <  е||х7 -  ք շ | |  ѴхГ,х£ € B s(0) С Ս .

В  дальнейшем, если а : Д п — > 2л ”  многозначное отображение, граф ик кото­

рого есть выпуклый замкнутый конус К ,  то  положим а *(у *) =  {х *  : (—х * .у * )  fc 

К ’ } , где К *  =  { г *  €  R u+,n :<  г * .и  > >  0 Ѵи € А '}  (см. оиределеыие локально 

сопряженного отображения в [5], §2, глава 3, стр.102). В дальнейшем нам пона­

добятся следующие результаты.

Теорема 1.1. |17j П у с ть  М  С Д " -  звездное тело и хо €  А /0. Тогда конус 

К м (х о )  =  соп (М  — хо) является ш атром  для А/ в то ч ке  хо- Здесь

со п {М  -  хо) =  {у  € Д "  : у  =  А(х -  х о ),х  €  А /, А >  0}.

Теорем а  1.2. (следствие 1 теоремы 3.1 [1 0 ]/ П у с ть  многозначное отоб}ю.же- 

ние а : Д "  — > 2Rm с выпуклыми за м кн уты м и  значениями липшицево на ком­

п а ктн о м  м н о ж е ств е  Е  С Д " ,  т .е . сущ ествует число L  >  0 такое, ч т о  любых 

х і ,Х 2 6  Е  и м е е т  м е сто  включение а(х і )  С а(хо) +  L ||x i — Х2І|Д і(0). Предполо­

ж и м  т а к ж е ,  ч т о  f  а(х) ф 0 х € 7Ъг<?а для любого (хо,уо) € graf(a), хо €
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E  сущ ествует липгиицево отображение y (x ), определенное на Е, такое , ч т о  

у(*о) =  ІЛ>. У(х) € а (х), х е Е .

2. Ш а т р ы  и  п р о и з в о д н ы е  м н о г о з н а ч н ы х  о т о б р а ж е н и й  

Пусть а : Rn — ► 2 ՞" ' многозначное отображение н (хо, у  о) 6  g ra f(a ) .

О пред еление  2.1. П усть  К  С К дгаІ(а) Ы ,  yQ) -за м кн уты й  конус. К-производной 

о т  многозначного отображения а в точ ке  его графика (хо,Уо) € <?га/(а) назы­

вается отображение D Ka (xo ,yo ): R " — ► 2л вида

D Kа(хо,Уо)(х) =  {у  €  Я’"  : (х ,у ) G К }>  &  ^  В.п .

В  дальнейшем, если К  — A'ffra/ (a)(xo,J/o), т 0  полож им

D K»r*f <a) (z0) s  D K a(x0, yo).

О пред еление  2.2. (11). Многозначное отображение а называется псевдолип- 

шицевым в точке  (хц.уо) €  y ra f(a ) , если сущ е ств ую т  о кре стн ости  V  и  U  со­

о тветственно  для точ е к уц и хо и ко н с та н та  L  >  0 т а к и е , ч т о

а(х і ) П  ̂  -  а(12  ̂+  - * 2 І І ^ і( 0 )  Ѵ х і,х2  G U.

В дальнейшем многозначное отображение а0 : R n — ► 2я  онределяется по 

правилу: а°(х) =  {у  G Rm : (х ,у )  G (< /га /(а))0} , х  G Я” .

У тв е р ж д е н и е  2.1. П усть  а : Rn —> 2л т - отображение со звездным и зам кну­

т ы м  графиком. Предположим, ч т о  (хо,уо) G g ra f(a ° )  и х  о G int. doin(aQ). Тогда 

у  G D *» re'<°>(zo)(x) в т о м  и только в т о м  случае, если

„  ( +  
аіо а

Доказательство. Согласно теореме 3.2(17] многозначное отображение а нсевдо- 

лиіішицево в (хо,уо) G g ra f{a )  и следовательно, в силу предложения 3(7] у  G 

D K»rafw (z o )(x )  тогда и только тогда, когда

l im in fp ( ф о  +  « Н Ь » 0 )  =  о.
<»іо а

Допустим, что «1 <  օ ՛շ . Поскольку график отображения а является звездным 

множеством, то

—-а(хо +  о2х) + (1-------)уо С а(— (хо + «гх) +  (1 -  —  )хо) =  а(хо +  а{Я).
<*2 « շ  Օ շ  « շ
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Отсюда следует, что функции а  -ѵ  р{у, (а(хо +  а х ) -  уо /а )) невозрастает. Следо­

вательно,

нш ьл Ц  ? ) ..- « , ) „  1іт/КВі « < « » ■ * •? ? - ■» ) ) = о.
а^О Ск а  4-0 01

Следствие 2.1. П у с т ь  у (х )-  дифференцируемая по направлению селекция для 

а та ка я , ч т о  у (хо) =  уо- Тогда

у '(хо , ж) € £ /Свгв/(“>(хо,Уо)(х) Ѵх €  Я ".

Следствие 2.2. П у с ть  отображение а с выпуклыми значениями удовлетво­

р я е т  всем условиям предложения 2.1. Тогда для любого х  €  Я ”  м нож ество  

D Kg™n*) (хи, Уо)(х) выпукло.

Д оказательство . По предположению множество а ֊ 1(а(хо +  а х ) — уо) выпукло. 

Отсюда следует, что ф ункция ѵ —> р{ѵ, ճ£ս± 2£ ճյս ւ1) выпукла. Т ак что для любых 

/ і  €  [0,1] и է»ւ,քշ €  D K<>ra/(a)(zo)(^) имеем

Іпп р(цѵ\ +  (1 ֊  р )и2, ^  — -  — — — ) <  
віо а

а (х 0 +  а х ) - у о  а (х0 +  а х )  ֊  у0
- і ---------  — )+ (1  -  / і ) 1іт р (У 2, --------— - —  ) =  0.

а | 0  а  а іО  О

Следовательно, ц ѵ \ +  (1 — р ) і»2 € £**՛-/<«> (хо, уо)(х). □

Определение 2.3. |1| Ф ункция g : Rn —> R называется строго  дифференциру- 

емой в то ч ке  xq, если для любого е >  0 сущ ествует окрестность  V  то ч ки  хо 

та ка я , ч т о

I 9ІУ) -  9 (z )~  <  9՚№о). У -  г  > |<  е||у -  z\\ Vy, z e V ,  

где <7; (хо) градиент функции g в точ ке  x q .

Теорема 2.1. П у с ть

М  ֊  {х  € R n : g (x) <  0 }, ѲМ  =  { х е й " :  у (х ) =  0 },

где g строго  дифференцируемая функция в точ ке  хо, д(хо) =  0 и д '{хо) Ф 0. 

Тогда подпространство Н  =  { х  6 Rn :<  у '(х о ),х  > =  0} и полупранство л /(х0) =  

{х € R n :< g '(xo )f x  >< 0} являю тся строго дифференцируемыми ш атрами для 

м н о ж е с т в  д М  и М  в точ ке  хо, соответственно.
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Доказательство. Сначала докажем первое утверждение теоремы. Поскольку 

1/4*0) Ф 0, то найдется такой вектор w, ||ш|| =  1, что <  д'(хо), w  > <  0. Так 

как д строго дифференцируема, то существует функция Я (х) =  о(х) такая, что

(2.1) д(х0 +  х) =  д(хо)+ <  д \х 0) ,х  >  +Я (2).

Положим ш(А) =  sup {R (x ): ||х|| <  А}. Очевидно, что w(A) монотонно неубывает 

и и(А )/А  -*■ 0 при А -> 0 и Я(х) <  w(||x||). Если ж € Я  и ц >  0, то из (2.1) иолучим

</(х0 +  X +  /<||і||и>) =  и(хо)+ <  д \х о ),х  +  /х||ж||-ш >  + Я (х  +  /i||x||w ) <

<  \\յ\\բ  <  д'(хо),іу >  +w (||x ||(l +/i||u>||)) =  ||х||(д <  gf(xo),w  >  +

| w(1WI(1 +  m1H D ) 1 1

Выберем <5i >  0 настолько малым, чтобы выражение в круглых скобках стало 

меньше, чем 1 /2р. <  g'(xo), w >  когда ||х|| <  Տլ. Таю что

(2.2) д[хо +  X +  дЦхЦш) < 1/2ц\\х\\ <  </(хо), w  > <  0, Ѵх 6 Я  Q  В ц  (0), ж Ф 0. 

Аналогично, существует такое число <5շ >  0, что

(2.3) д(хо +  X -  /х||ж||го) >  0 при х  G Я  Q  Bs.j (0), ж Ф 0.

Положим S =  т іп { 6 \ , <5շ}. Для фиксированного х  € Я  Ո  Яд(0) рассмотрим функ­

цию q(x. 0) =  д(хо +  X +  ,Й||х||го) па сегменте [—д. /і]. И з соотношений (2.2)-(2.3) 

следует, что д(5, ц) <  0, q(x, —ц) >  0. Следовательно, существует 0 (х) G [—fj, ц] 

такая, что q(x, 0(х)) =  0. Теперь покажем, что точка 0 (х) определяется одно­

значно. Для этого сначала заметим, что для фиксированного х  функция q(x, 0) 

монотонно убывает относительно 0. Действительно, поскольку д строго диффе­

ренцируема в хо, то для заданного е <  | <  д'(хо), w >  | и достаточно малых х  Ф 0 

имеем

U m s u p i i M + l b i M  =
г  АО Т

=  !ira8up g(*o +  *  +  (.0 +  т )Ц х |Н  -  д(х0 +  х  +  0\\x\\w) <  
т іО  I

< ІІ*ІІ(< » '(*o ),w  >  +е) <  0 

Отсюда следует, что функция q(x, 0) монотонно убывает относительно 0  и следо­

вательно 0 (х) определяется однозначно. Заметим также, что 0 (1 ) -> 0 при х  ->

0. Теперь определим отображение г  следующим образом: r (x )  =  p(x)w  Ѵх € Я",
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где р(ж) =  0 (Р г „ ( г ) ) | |Р г ; , ( х ) | | .  По определению г  для достаточно малых х  €  Н  

имеем д(хо +  7  +  г (х ) )  =  0. Нетрудно доказать также, что

І ->0 j j |

Наконец докажем, что отображение г  строго дифференцируемо в нуле. Д ля лю­

бого е >  0 найдется S >  0 такое, что для любых x f , x 2 6 I I  C \B f{0 ) имеет место

I <  д '{х о), (р(хТ) -  p (x i) )w  >  I =  \в(х о +  УГ +  р (х г)ш) -  д(х0 +  +  p(35)tr)

-  <  д 'Ы ,х Т  -  Щ  +  (р(хГ) -  рШ У ш >  I <  e ( l |x f -  *շ || +  ||ш|||р(хГ) ֊  р(х£)I)- 

Поскольку |խ | (  =  1, то  отсюда получим

\ т )  -  р ( т ) \  <

Теперь если хГ, x j  € Bs(0), то

Б  ֊  р Ш І  <  1 < я ,(хо)' ш > 1  -  Р г я № ) ||  <

I  | < ® ' ( * о ) , « > > | - £ В I Ш  
Первое утверждение теоремы доказано. Определим отображение V՛ следующим 

образом: ф (х) =  r (P rJ j( x ) )  =  a (x )w  Vx 6 Яп , где а (х )  =  p (P r]J (x )), PrJJ- 

оператор проектирования на Я  по направлению вектора tv. Пусть 0-угол, между 

вектором w  и подпространством I I .  Тогда для любого х, у  € Я”  справедливо 

неравенство

f e f e )  -  Р г Ш И  <  -  » ! .Տ1Ո и

т.е. отображение xfi строго дифференцируемо в нуле. Допустим, что х  € К м ( х о). 

Используя теорему о среднем значении для линшицевой ф ункции, получим

(2.4)

0 (Х(I +  X +  ф (х)) =  у (х о +  х  +  ф (х)) -  д(хо +  P r)u, ( t )  +  ф(Т)) = <  у * , х -  Р гц (х )  > ,

где у* € 0 ° ց (Հ ) , Q- некоторая точка из отрезка [хо +  х  +  tp(x), х 0 +  P rjy (!r) +  ф{х)). 

Если X € А'лу(.то), то  для некоторого А(х) >  0 имеем х  -  P r jJ (x )  =  А(х)ы». Так 

ка к  отображение 'дд°(х) полунепрерывно сверху u <  д '(хо), w  > <  0, то из (2.4) 

следует, что для достаточно малых х  € К м ( х о) имеет место неравенство

д(хо +  X +  ф {х)) =  А (ж) <  y * , w  > <  0.
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Т еорем а  2.2. П у с т ь  Զ  =  {х  € R n : £ ,(х) <  0, г 6 / } ,  где I -  конечное м н о ж е ство  

индексов, функции д,(х) строго дифференцируемы в то ч ке  Хо € П. Предполо­

ж и м ,  ч т о  сущ ествует вектор w, ||u»|| =  1 такой , ч т о  <  д \(хo ),w  > <  0, Ѵг € 

/(х о ), где / ( х 0) =  { » € / :  # ( х 0) =  0 }. Тогда конус

А 'іі(х 0) =  { х  € Я " :<  д \Ы ) ,1  > <  0, і  € / ( х 0) }

является строго дшференцируемьш ш атром  для 11 в хо.

Доказательство. Д ля каждого г 6 / ( х 0) построим отображение ір і(х ) =  сы(х)и), 

определенное вблизи нуля, так ка к было сделано при доказательстве теоремы 

2.1. Таким образом для достаточно малых х  € К і  =  { х  € R n :<  g (хо),ж  > <  0} 

имеет место неравенство: ф(хо +  х  +  Фі (х )) <  0 .

Так ка к отображения строго дифференцируемы в нуле, то для любого < >  О

найдутся такие числа <5< >  0, что \

(2.5) |№ (х) -  rj>i(y)\\ <  б||х -  у\\ при |х|| <  <5„ ||у|| <  Ճ», г е / ( х 0).

Обозначим а (х ) =  maxie /(Xn) а՛; (ж), 0 (х )  =  a (x )w . 6 =  ш іп і6д Хо) 5і . Учитывая 

соотношение (2-5), имеем

||0 (х) -  ф(у)\\ =  К шах а *(х ) -  max ог.(у)|| <  
t e l (x o )  * € / ( *  о)

<  max ||V»i(x) -  V»,(y)|| <  е||х -  у|| при ||х|| <  6, ||у|| <  S.
»€/(jco)

Значит, отображение гр строго дифференцируемо в нуле и Limy -►о ф (х)/\\х \\ =  0 

при X —> 0. Остается доказать, что Xq +  х  +  ф(2) € П при достаточно малых 

X € А 'п(хо). Имеем

9 і(*о +  ж +  ^ (ж )) -  5,(х 0 +  X +  ф (9 ) )  = <  ф(х) ֊  Фі (х ) , у* > ,

где у* € 0° # ( 0) а Ѳ- некоторая точка отрезка, соединяющего точки  хо +  ж +  ф(х) 

и хо +  X +  ф і(х). Поскольку а (х ) >  а , (ж) и <  у*, го > <  0, если х  достаточно 

близка к  нулю, то имеем у ,(х 0 +  ж +  ф (х)) <  ^ ( х 0 +  х  +  ф{(х ))  <  0. И так, если ж € 

A jj(x o ) достаточно близка к  нулю, то для всех і  € /(х о )  выполнены неравенства 

Уі(Хо т  X +  і/>(х)) <  0, И поэтому Хо +  X +  ̂ (ж ) 6 П.

Теорема 2.3. (о пересечении строго дифференцируемых ш атров). П у с т ь  вы- 

пуклые зам кнуты е конусы К \  и К  շ являю тся строго дифференцируемыми іиатра 

м и  соответственно для м н о ж е с тв  М \ С Rn и Л/ շ  С R n в то ч ке  xq 6 М \ Ո  Л/շ .
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О ПРОИЗВОДНЫ Х М НОГОЗНАЧНЫХ О Т О Б Р А Ж Е Н И Й  

Предположим т а к ж е , ч т о

(2.6) К 1 ֊ К 2 =  Я ".

Тогда конус Q  =  К \  Ո  К շ является строго дифференцируемым ш атром  к  мно­

ж е с т в у  М  =  М і Ո  М 2 в точ ке  Хо.

Д оказательство . Сначала покажем, что существуют положительно однородные 

и липшпцевые отображения Г \ : Я "  — ► К ь  Ր շ  ՛■ Я " — ► К г  такие, что любого 

х  € R n имеет место равенство:

(2.7) ъ =  Рх(х ) -  Р2(х ) Ѵ х Т я ” .

Положим а (х) =  { у  € А 'լ : (у -  х )  € А * } . Имея ввиду соотношение (2.6), легко 

заметить, что а- многозначное отображение с выпуклым замкнутым графиком и 

dorn(a) =  Я ". Следовательно, в силу предложении 2.4 из [17| существует лиішш- 

цево, положительно однородное отображение і- \ ,  такое, что Р і(х )  € а (х) Ѵх 6  Я". 

Положим Ра (ж) =  Р і(ж ) — ж. Очевидно, что отображение Р2 лшшищево, поло­

жительно однородно и Р2(х ) € А 2 Ѵх е Я” . Таким образом соотношение (2.7) 

доказано. И так, существуют числа L x >  0, Լ շ  >  0 такие, что

Ц Р і(ж і) -  Р і(ж 2)|| <  І іЦ ж і -  х 2||, ||Р2( х і)  -  P2(x2)|| <  L 2||x i -  х 2|| Ѵх( ,х 2 е Я'*.

Кроме того, поскольку конусы К  и I I  являются шатрами, то  существуют отоб­

ражения

Ѵі$) = Ж0  +  X  +  г,(х). ֊ -  -¥ 0, і -  1,2,
11*11

(отображения 74, і — 1,2 строго дифференцируемы в нуле) и число 6 >  0 такие, 

что ip, (х ) € M i Ѵх € Q  Ո  B f (0). Теперь рассмотрим сиетему уравнений, записав 

ее в векторной форме:

(2.8) q(x, у ) =  <рі{х +  P i (у)) -  < քշ(ւ +  Р2(у)) =  0.

Имей ввиду соотношение (2.7), уравнение (2.8) принимает следующий вид:

(2.9) q (x, у ) =  у  +  ո  (х  +  Р і(у )) -  г 2(х  +  Р2(у)) =  0.

Покажем, что уравнение (2.9) удовлетворяет всем требованиям теоремы 2.3.1 о 

неявных ф ункциях (см. [1], §2.3, глава 2, стр. 161). Действительно, имеем

a) (/-непрерывное отображение и q (0 ,0) =  0.

b) Д л я  любого е >  0 найдутся число ճւ >  0 и окрестность Ս  нуля такие, что 

если X 6 Ս  и Цу'11 <  S t, ||у"И <  <*,, то  ||д(х, у ')  -  д(х, у " )  ֊  (у '  ֊  у ")|| <  е||у' ֊  у"||.
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Следовательно, по вышеуказанной теореме сущ ествую т число С  >  0, окрест­

ность V  нуля и отображение у {х ). определенное в этой окрестности, такие, что 

9(х , у (х ) )  =  0 и ||у(аО|| <  C q(x , 0) Ѵх €  V. Отсюда следует, что

(2.10) у (х ) / | |х ||  Н? І  ко гд а  X ->  0 .

Положим теперь

Ѵ?(х) =  ѵ?і(* +  P i(y(%))) =  хо +  X +  Р , Ш )  +  П ( *  +  Л у ( ( х ) ) )  =  хо +  X +  r (x ) ,

где »•(*) =  Р і(у (х ) )  +  Г !(х  +  Л ( 2/(х ) ) ) .  В силу (2.10) и то го , ч то  п ( х )  =  о (х ), г ( х )  

обладает тем же свойством. Т а к ка к  К \ ,  /ւ՜շ-вы п укл ы е  конусы  , т о  имеем

X +  Р і(у (х ))  е А 'ь  X +  Р2(у (х )) G К 2 Ѵх 6 Q.

Далее, поскольку конусы К \  и К -շ являю тся п іатрам и соответственно для мно­

жеств М  ւ и М 2. то при достаточно малых х  G Q  имеем

Ѵ?(х) =  ѵ \ ( х  +  Р\ (у (х ))) =  tp2{x  +  Р2{у (х ))) €  М і  Ո  А/շ .

Осталось доказать, что отображение г (х )  строго  диф ф еренцируемо в нуле. Д л я  

этого достаточно доказать, что таковы м  является отображение 2/ ( х ) .  Д ействи­

тельно, имеем у (х )  +  г і ( х  +  Р і(у (х )) )  — r 2(x  +  Р2(у (х )))  =  0 Vx € V .

Отсюда та к  ка к  отображения г*, і  =  1,2 строго  диф ф еренцируемы в нуле, то 

для заданного е >  сущ ествует окрестность U  С V  нуля, такая, что  для лю бы х 

Х і,Х 2 е  и  имеем

Цу(хГ) ֊  У Ю Н  <  І Іп (^ Г  +  Р і(у (х Г )) )  -  г і ( х 2 +  P i(y (x £ ) ) ) | |+

||г2(хГ +  Р2(у(хГ))) -  г 2(х2 +  Р2(у (х2)))|| <  2е(||хГ ֊  xJll +  С ||у(хГ) ֊  y (x j) | |) ,  

где С  =  m a x {L i, L 2} . Отсюда следуег, что

ІІх/(жГ) -  у (х 2ІІ <  - _2c2 fC l | x r -  Х2ІІ, 

т.е. отображение у (х ) строго ди(1>ференцируемо в нуле. Теорема 2.3 доказана.

С л ед ствие  2.3. П у с т ь  м но ж е ств о  М  задано системой уравнений

Уі ( х )  =  0 ,  і  €  / ,

где I -  конечное м н о ж е ств о  индексов. П у с ть  х 0 € М  и  функции уД х) стр о го  

дифференцируеліы в х 0. Предположим такоісе, ч т о  градиенты д [(х0). і  €  I  ли­

нейно независимы. Тогда подпространство И  =  {х  € Я”  :<  д^(хо),х > = 0 ,  г € 

/ }  является строго  дифференцируемым и іатром  к  м н о ж е с ти у М  в то ч ке  xq.
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3. О С У Щ Е С Т В О В А Н И И  П Р О И ЗВ О Д Н О Й  П О  Н А П Р А В Л Е Н И Ю  О Т  С Е Л Е К Ц И Й  

М Н О Г О З Н А Ч Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

У т в е р ж д е н и е  3 .1 . П у с ть  а : Rn —► 2Л - оіпобраэісение со звездным замкну­

т ы м  графиком. Предположим, ч т о  (хо,уо) € g r a f ( a ) ,  xq €  in i dom(a) и мно­

ж е с т в о  a;(a.'o) ограничено. Тогда dorn{DK»ra^ a'> (#0, Уо)) =  Rn и сущ ествует Լ  >  

О такое, ч т о

(3.1) D K»ra'<a°>(хо,уо)(х) Я D K"r‘ /M (xо,Уо){х) +  L ||x ||B i(0 ) Vx € Rn .

Д оказательство . Сначала покажем, что существуют окрестность В в-(:г о) точки 

хо и константа L  >  0 такие, что

(3.2). a°(d!o) С а [х ) +  Լ խ  -  хо ||Я і(0) Vx € В$(хо).

Т а к  к а к  хо 6  in t  dom(a), то существует число 6 >  0 такое, что B s(xq) С dom{a). 

Д л я  X €  B s(xо) положим

_  - ж — Хц . S . S
X =  Хо +  d r---------- [7 — (1 — м---------- т)Хо +  J.---------- jfx .

||х -  Хоіі ||Х -  Хоіі І|х -  Хоіі

Следовательно,

д о
Отсюда получаем

1!—ШЦ I (11 I ф).
Т а к что для любого у  G а(ж), у0 € а°(хо) имеет место включение

Уо I ill I g  (V ֊  Уо)- 

Поскольку, по предложению 3.1 из [17] отображение а ограничено, то отсюда 

немедленно следует соотношение (3.2). Теперь допустим, что уо €  а°(хо). Тогда 

для фиксированного х  G и достаточно малых о  >  0 из (3.2) следует, что

уо €  а°(хо) С а(х0 +  ах ) +  La||x||B i(0).

Отсюда, для каждого a  >  0 найдегся такой элемент уп € а(хо +  а х ), что 

(у« -  У о)/а  € L||x||jBi(0). Значит, существует последовательность (уа„  -  yo)/an, 

сходящийся к  некоторому элементу D yrnf{a)(x0,yo ){x). Таким образом доказано, 

что dom (D Kar» M (x o ,y o ))  =  Я ". Теперь доказательство включешія (3.1) можно 

проводить таким же путем как  доказательство теоремы 2 из [7|.
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С л ед ств и е  3 .1 . П у с ть  выполнены все условия предложенья 3.1. Тогда суще­

с т в у е т  положительно однородное отображение Р  : Я ”  —► R "1 и ко н с та н та  

L  >  0 такие , ч т о  Р(ж) € D K»'a'< *(xo ,yo ){x ) и ||Р (х )|| <  L ||x || Ѵх €  Я” .

У т в е р ж д е н и е  3.2. П усть  а : Я "  -¥  2я"*- отображение, график которого яв­

ляется  та ко й  выпуклый зам кнуты й  конус, ч т о  dom (a) =  Я п . П у с т ь  (хц,уо) € 

g ra f(a )  (хо Ф 0). Тогда сущ ествует непрерывное и  полож ительно  однородное 

отображение Р  : Яп -> Яш и ко н с та н та  L  >  0 та ки е , ч т о  Р (хо ) =  уо и 

Р {х ) € а (х) и ||Р (х)|| <  Ь||х||, X  6 Я ” .

Доказательство. Известно, что (см. [11], теорема 1, глава 3, стр. 136) много­

значное отображение а полунепрерывно снизу на Я ". Поэтому согласно теоре­

ме Майкла существует непрерывное отображение z (x ) такое, что г(хо ) =  уо и 

z(x) €  а (х), X € Я ” .

Определим отображение Р  по правилу: Р (х )  =  ]|^Ц|2(^ | х | ^ ), если х  ф 0 и 

Р(0) =  0. Легко видеть, что Р  положительно однородно и непрерывно. С  другой 

стороны, поскольку граф ик отображения а есть конус, то  Р (х )  € а (х ). Далее, 

если
т а х іеВ||хов(0) ||z(x)|| 

llsoll
тогда ||Р (х)|| <  L ||x|| Vx € Яп .

У т в е р ж д е н и е  3 .3 . П у с т ь  а : Я”  —► 2я ’" -  отображение, график которого  яв­

ляется та ко й  выпуклый за м кн уты й  конус, ч т о  dom(a) =  Я п. П у с т ь  (хо,уо) € 

g ra f(a )  (хц փ  0) и для каждого х  6  Я ”  in ta (x )  ф 0. Тогда сущ еств ует  лип- 

шицевое и пол ож ит& іьно  однородное отображение Р  : Я "  —> Я т  такое , ч т о  

Р (хо) = У о  и Р (х ) G а(х), X €  Я ".

Доказательство. В  силу теоремы 1 из [11) (следствие 3, стр. 136) отображение 

а липптпцево на Я” . Следовательно оно липпгацево на компакте Е  =  /?цХ(|ц(0). 

Поэтому согласно теореме 1.2 существует липшицсвая селекция г ,  проходящая 

через точку  (хо,уо), т.е. г (х )  6  а(ж), х  € Е , у(хо) =  уо- Рассмотрим снова отобраг 

жение Р. определенное в предложении 3.2. Оно линшицево на Я”  (доказательство 

этого ф акта можно сделать таким ж е  путем как доказательство предложения 4.2 

из [17]). Следовательно, отображение Р  удовлетворяет всем требованиям нашего 

утверждения.
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У т в е р ж д е н и е  3 .4 . П усть  а : Яп —> 2й - многозначное отображение с выпук­

лыми за м кн у ты м и  значениями и график которого является звездным м н о ж е ­

ств о м  и п у с т ь  (хо,уо) G g ra f(a ° )  и  xq G in t  dom(a°).

Тогда для каж дого  (х ,у )  G g ra f {D K*r« i^  (х0, Уо)) (х  փ  0) найдется непрерывное 

и полож ительно  однородное отображение Р  такое, ч т о  Р (х ) =  у  и

Р(х) §  D Ko,af(a)(хо,уо){х) Ѵх е Я".

Д оказательство . Согласно теореме 3.2[17) отображение а псевдолиишицево в 

(х0. уо). Следовательно, но теореме 2 из [7] отображение D K*ra/(a) (хо,уо) удовле­

творяет условию Липш ица на Я ". Следовательно, в силу следствии 2 предложе­

ния 2.1, оно имеет выпуклые значения. По известной теореме М айкла существу­

ет непрерывное отображение z(х ) такое, что z(x) =  у, z (x ) G D Ka™fM (x0, уо)(х) 

Ѵх G R n . Положим

ШI pj| (иг) : IffII0IP(0) г “•
Повторяя доказательство предложения 3.2, получим требуемый результат.

Т еорем а  3 .1 . П у с т ь  а : Я "  —> 2й '" -  многозначное отображение с выпуклыми 

за м кн у ты м и  значениями, график которого является звездным телом. П усть

(хо,уо) G g ra f(n ° ) ,x o  G in t  dom(a ).

Тогда для любого (х, у ) G g ra f  (D AV°/<«> (хо, уо)) (ж փ  0) сущ ествует дифферен­

цируемое по направлению отображение у, определенное в некоторой окрестно­

с т и  V  т о ч к и  хо такое, ч т о  у(хо) =  уо, у (х ) G а (х) Ѵх €  V .

y '(x o jZ )  G ^ ^ ^ ( х о . і / о К ® )  Ѵ х € Я ” , у '(х 0,х )  =  у.

Д оказательство . В  силу теоремы 1.1 конус A'ffI.ny(u)(xo, уо) является шатром к  

граф ику отображения а в точке (хо, уо)- Это означает, что существует отображе­

ние r (z )  =  ѵ (х ,у )  =  ( г і( х ,у ) ,  г2(ж ,у )) =  o(z), определенное в некоторой окрест­

ности U  нуля, такое, что zq +  z +  r (z )  G g ra f{a )  для z G /ѵ,/тц/(а)(2о) Ո  те -

Уо +  У +  r 2(x ,y )  € а (х0 + x  +  Г і(х ,у ) )  V (x ,y ) G і^ га /(а ) (Х 0 .У о )П ^

Здесь, вместо у  поставим Р (х), определенное в предложении 3.4. После поста­

новки для достаточно малых х  получим

(3.3) уо +  Р (х )  +  г 2(х, Я (х )) G а (х0 +  ж +  ո (х , Р ( х ) ) ) .

77

О П РО И ЗВО ДН Ы Х М НОГОЗНАЧНЫ Х О ТО БРАЖ ЕН И Й



Т ак ка к а является псевдолшшшцевым в точке (жо.уо)* то  из (3.3) следует, что 

найдется константа L  >  0 и окрестность нуля V  такие, что

(3.4) уо +  Р (х ) +  '/՛շ(ж, Р(ж)) £ а(жо +  ж) +  Ь \ \п (ж, Р (ж ))||/? і(0) Ѵж £ V .

Поскольку г ,  (ж, Р {х )) ֊  о(х) и 7*2(ж, Р (ж)) =  о(ж), то из (3.4) следует, что суще­

ствует такое отображение гз(ж) =  о(ж), что

уо +  Р (х ) +  г 3(ж) € а(жо +  ж) Ѵж € V .

Таким образом, если V  =  х о + Ѵ , то  положим у(ж) =  у о + Р (ж —Ж о)+гз(ж—жо), ж € 

V'. Легко заметить, что отображение у  удовлетворяет всем требованиям теоремы.

Теорема 3.2. П у с ть  а : Rn —► 2я ՞  -  многозначное отобраоісение и выпуклый 

ммгснутый конус К  С А"Ѵга/(и)0г(ь Уо) является строго  дифференцируемым ша­

тром  к g ra  f  (а) в точ ке  (жо,уо)- Предположим т а к ж е ,  ч т о  dom (D K а(жо,уо)) =  

Rn и для каждого ж £ Я ”  in tD K а(жо, Уо)(я) Ф 0- 

Тогда для любого (ж, у ) £  К  (ж ф 0) \

1. сущ ествует липшицево отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности  V  т о ч ки  жо такое, ч т о  у(ж) €  а(ж), Ѵж €  V , у(жо) =  Уо- С ущ ествует 

производная у  (жо,ж) по каж дом у направлению х. Она липишцева по переменной 

X на Rn и у '(ж 0,ж) £ О л й(ж0,уо)(ж) Ѵж € Я ", ?/(жо,ж) =  у.

Доказательство. По предложению 3.3 существует положительно однородное и 

липшицевое отображение Р  такое, что Р {ж) € £>/са(жо.уо)(ж);, ж €  Я п, Р(ж) =  

у. Так ка к выпуклый конус К  является строго дифференцируемым шатром к  

g ra f  (а) в точке (жо; уо). то существует строго дифференцируемое в нуле отобра­

жение r(z ) =  ( ո (ж, у ) ,г 2(х ,у ) )  =  o(z) такое, что для достаточно малых z £ К  

имеет место включение: у0 +  у  +  гг(ж, у) £ а (хо +  ж +  г \ (ж, у )).

Покажем, что уравнение

(/(ж, и) =  и +  Г і ( ж  +  и, Р (X  +  и )) =  0

удовлетворяет всем требованиям вышеуказанной теоремы 2.3.1 из [1] о неявных 

функциях. Действительно, имеем

a) (/-непрерывное отображение и д(0 , 0) =  0 .

b) Д ля  любого с >  0 найдутся число S >  0 и окрестность U  нуля такие, что 

если ж £ U  и |խ | |  <  6, |խ " [| <  6, то  ':\\q(jx,u') -  q{x. и ") — {и‘  — u " | j |  -  £11ա/ ՜  

и"ІІ- Следовательно, согласно вышеуказанной теореме существуют число С  >  0 ,
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окрестность V  нуля и отображение и (ж), определенное в этой окрестности, такие, 

что q (x ,u (x ))  =  0 и ||и(ж)|| <  C q(x,0 ), х  € V . Отсюда следует, что и(ж)/||ж|| -> О 

когда X —> 0. М ожно доказать(как это было сделано при доказательстве теоремы 

2.3), что отображение и(ж) строго дифференцируемо в нуле. Положим h (x ) =  

(ж +  и(ж), Р (ж +  и (х ))). Очевидно, что /і(ж) € К .  Следовательно, при достаточно 

малых ж

Уо +  Р {ж +  i t(x ) )  +  >'2(Л(ж)) 6  а(ж0 +  ж +  а(ж) +  г і( / і(ж )))  =  а(ж0 +  ж).

Поэтому, если положим

V  =  жо +  V , у  (ж) =  уо +  Р(ж - і ц  +  и(ж -  жо)) 4- г 2(/і(ж  -  ж0)) Ѵж 6 V,

то легко заметить, что отображение у  липшицево и удовлетворяет всем требова­

ниям теоремы.

С л ед ств и е  3 .2 . П усть  многозначное отображение а задано при помощи си- 

сгпелі неравенств: о(ж) =  ( у  € Rm / ց Հ ւ .  у) < 0 .  і  €  / } ,  где I-  конечное множе­

с тв о  индексов.

Пусть(жо.уо) €  g ra f(a )  и функции gi t  і 6  I  строго дифференцируемы в 

|хо ւ Уо) ■ Положим /(ж о.уо) =  {г G ^/Уг(жо,Уо) =  0 }. Предположим также. что 

существует вектор w €  Rn такой, что

(3.5) <  діу {х0, уо), ы  > <  0, і  6  І ( х 0, уо).

П ри условии (3.5) по теореме 1.12 из [5| (§1, глава 4, стр. 140) для любого фик­

сированного ж 6  R n система

<  9іу Ы ,У о),У  >  +  <  у і,(ж о ,уо ),ж  > <  0, » 6  /(жо.уо)

разрешима относительно у  , т.е. in t D Ka(x0,y 0)(x ) փ  0. При сделанных предпо­

ложениях согласно теореме 2.2 выпуклый конус

К =  {(ж, у) € Rn+m/ < а'ѵ(жо,уо),у > + < у'*(жо,уо),ж>< 0, « е /(ж0,у0)}

является строго дифференцируемым шатром к  g ra f(a )  в точке (ж0,уо)- Теперь 

используя результат теоремы 3.2 получим следующее утверждение.

Т еорем а  3.3. (о неявных функциях для систем  неравенств). П у с ть  выполнены 

вышеуказанные предположения. Тогда для каждого (ж, у ) € К ,  (ж փ  0).
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1. существует липшицево отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности V точки  хо такое, ч то  д і(х .у(х)) <  0, Vx € V, у{хо) =  Уо >■

2. Существует производная у (хо, х) 110 каждому направлению х . Она липиіи- 

цеви по переменной ж на Rn и у  (хо.х) €  D Ka(xи,Уи)(х) Vx €  Д ", у (хц,х) =  у.

Теорема 3.4. Пусть а : R’1 —» 2Л многозначное отображение, график кото­

рого есть звездное, тело. П усть К - касательный конус Кларка(см .\\\\, опреде­

ление 3. fj1. глава 7, стр .397) к  м нож еству g ra f  (а) в точке  ( х о , У о )  € g ra f  (а). 

Предположим та кж е , ч то  dom [Dh а{хо: уо)) =  Rn.

Тогда для любого (х , у) € К ( х  ф 0)

1. существует отображение у, определенное в некоторой окрестности V то ч ­

ки յ՚օ такое, ч то  у(х) € а(х), Vx € V у ( х о) =  уо- 2. С ущ ествует производная 

у (хо.х) по каждому направлению х. Они липшицсва по переліеппой х  на Rn и

7/ (х0,х )  € D Ka(xo,yo)(x) Ѵх 6 Д п, у '(х 0,х )  =  у.

Доказательство. При сделанных предположениях по теореме 2 |11)(§5. глава 7, 

стр. 418) многозначное отображение а псевдолипшицево в точке (хо.Уо)- А  по 

теореме 4.3(17] конус К  является .шншицсвым шатром к  множеству g ra f  {а) в 

•гочке (жо.уо). Заметим также, что для каждого х  € Д п in tD K o{xq, 2/о)(х) ф 0. 
Тогда по предложению 3.3 существует липшпцево и положительно однородное 

отображение Р  : Rn —» Rm такое, что Р (х) =  у и Р (х) 6 D h а(хо,Уо)(х) Ѵх € Л ” . 

Теперь повторяя доказательство теоремы 3.1 получим требуемый результат. □  

Отметим, что в вышеуказанных предложениях существенным требованием 

является условие: dom(a) =  Я” . Поэтому важным является следующее утвер­

ждение.

Теорема 3.5. П усть « і : Ди — ► 2п , а2 : Д п — ► 2Л — многозначные отобра­

жения, графики которых являются такие выпуклые замкнутые конусы К і ,  К շ, 

что  dom(ai) — dom(aj) =  Rn. Предположим т а к ж е , ч т о  in ta i (0) Ո  օշ(0 ) Ф 0. 
Тогда dom(ai Ո  Օշ) =  Дп.

Доказательство. Положим К  =  А'і Ո К з , а(х) =  сц(х )П а г(х ), х  € Л ". В работе 

|5| (см. теорема 2.2. §2) доказано, что условия dom (ai) — Д” , dorn(aշ) =  Я'* 

эквивалентны условиям a j(0) =  Օշ(0) =  {0 }. Так ка к in ta i(O ) Ո  օշ(0 ) Փ 0, то 

дяя некоторого вектора и имеют место: и € in ta і(0), и  € a2(0). Поэтому, в силу
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теоремы 5.9 из [15], глава 5. стр. 155

(О,«) 6  in tg ra f(ax ) Ո  g r a f fa )  =  in tl< \ Ո  JST2.

Отсюда, в силу теоремы 3.2 (см. [5], §3, глава 1) имеем К * =  (К |Г іК 2)* =  К \+ К% . 

Поэтому а*(0) =  {ж* : (-ж * ,0 )  6  К *  =  І< [ +  К £ \.  Эго означает, что существуют 

векторы [х \ ,у І )  €  І< іЛ х 2 >У2 ) 6 Щъ* такие, что -ж *  =  х \  +  у\ +  у£ =  0. 

Поскольку и € in f а і(0 ), то существует окрестность Bs(u), такая, что (0, ѵ) € 

К х Ѵѵ б Bj(m). Значит, <  ® |,0 >  +  <  y j, t /  > >  0, т.е.

(3.6) < y J , « >  +  < y J ,w > > 0 V u ;€ 5 * (0 ) .

С другой стороны, поскольку (0, и) 6 К , ТО < и, УІ > > 0 , <  и ,  У2 > >  0. Посколь­

ку  у* =  —у£, то отсюда следует, что <  y j,u  > =  0. Учитывая это и соотношение

(3.6), получим <  Уі,ги > >  0 Ѵф € Bs(0). Отсюда немедленно следует, что y f =  0. 

Следовательно, у2 =  0. Окончательно, получаем а*(0) =  {0 }.

С ледствие 3.3. П усть  /і(ж ). і  =  1,2,..., fc выпуклые и положительно однород­

ные функции, определенные на Яп а д(ж) линейная функция. П усть  существует 

вектор w такой  , ч т о  f i(w )  <  0, г =  1,2, ...,k,g(w ) =  0. Тогда для любого век­

тора сх =  ( а і , օ շ , ..,а *+ і)  € Я  +1 система

Ա {ж) <  а i , t  =  l , 2....,fc, g(x) =  Ofc+i

разрешиліа.

4. О СЕЛЕКЦ ИЯХ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖ ЕНИЙ С ВЫ ПУКЛЫ М И 

ЗА М КН УТЫ М И  ГРАФИКАМИ

Теорема 4.1. П усть  а : Я'* ֊4 2Л"‘ -отображение с выпуклым замкнутым 

графиком определено в некоторой окрестности U  точки  хц. П усть  (жц, уо) 6 

g ra f(a ). Тогда

1. сущ ествую т число L  >  0 и отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности  U  C U  то ч ки  жо, такие, ч то  у( ж) €  о(ж), ж €  Մ , у(жо) =  Уо «

ІІІ/(* і) -  у(®2)|| <  і | |ж і -  ж2||1/2 Ѵжі,ж2 е Z7.

5. Сущ ествует производная у  (жр,ж) по каждому направлению ж. Оно липшице- 

ва по х  на Я " и у (жо.ж) € £ * » Рв/<в>(жо,уо)(ж) Ѵж 6 Я ".
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Д оказательство. Рассмотрим отображение b :  R u 2 я  , определенное по пра­

вилу: 6(ж) =  а(ж) Ո  В\(Уо) Ѵж е Ս .  Поскольку а  является полунепрерывным сни­

зу  отображением, то  существует окрестность Ս  Q Ս  такая, что Ь(х) փ  0 Ух €  Ս . 

Отсюда Ь - выпуклое отображение с выпуклыми компактными значениями. Сле­

довательно, оно является липпшцевым отображением с некоторой константой Լ \  

(см. [5], теорема 1.2. стр. 100). Значит, dom {D K»ran b' (жо, уо)) =  Rn (см. предложе­

ние 3.1). В силу теоремы 1.1 конус Л^га/ыО пьУо) является шатром к  множеству 

g r a f  (а) п точке (ж0,уо)- Л егко заметить, что К дга/(а)(хо,Уо) =  К д, п/(ь)(х  о-Уо)- 

Отсюда, существует отображение r(z ) =  г(ж ,у ) =  (г і(ж , у),го (ж , у )) =  o(z) такое, 

что для достаточно малых (ж, у) € Kgraj(a){x o, Уо) имеет место включение:

(4.1) Уо +  У +  г2(ж, у) €  6(ж0 +  ж +  г і(ж , у))

Т ак ка к  Ь липшицевое отображение, то из (4.1) немедленно следует, что для за­

данного е >  0 найдется & >  0 такое, что для любых(ж. у) € K graf(a)(x 0i Уо) Ո  Bs(0) 

имеет место включение:

(4.2) уо +  у  € 6(ж0 +  ж) +  е у / \ \П 2 +  ІІУІІ2Д і(0 ).

Заметим также, что отображение D K»Taf (-a'> (жо, уо) удовлетворяет условию Лип­

шица. Пусть г,-селсктор Штейнера для отображения D Keraf ia)(xo,yo). Известно 

(см. например |10], лемма 2.1.4, сгр. 192), что это отображение удовлетворяет 

условию Липшица с некоторой константой Լ շ .  Определим отображение Р  по 

следующему правилу: Р(ж) =  Ц ж Ц гД щ ), если ж /  0 и Р (0) =  0. Очевидно, что 

Р (ж) G »••«/(“> (жо, Уо)(х) Ѵж и Р(Аж) =  АР(ж) при А >  0. Покажем, что отоб­

ражение Р  удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой Լ հ >  0. 

Действительно, имеем

||Р(ЖГ) -  Р(ж*)|| <  | M ( z e( ֊ j )  ֊  z , (  I j l j j ) )  +  \\Хв{ М - Ш Ш \ -  ||ж2І|) <

(4.3) <  | | 5 Ո | Լ շ | ֊  -  — jjl +  С||жГ -  Ж2ІІ <  (2Լ շ  +  С)||жГ ֊  щ \ ,

где С  =  шахгб в і(о) ІІ**(*)ІІ- И з соотношений (4.2)-(4.3) следует, что для каждого 

£ >  0 найдется <5 >  0 такое, что

уо +  Р(ж) С Ь(ж0 +  ж) +  е^||ж||2 +  ||Р(ж)||2В і(0) С 6(ж0 +  ж) +  еф +  £,§||ж||Ві(0)
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О  П Р О И З В О Д Н Ы Х  М Н О ГО ЗН А Ч Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

Vx G Вй(0). Пусть у (х ) =  Р гц х)(у0 +  Р (т  -  х 0)). Д ля  каждого X, ||х|| =  1 имеем

ЯИШИШ!
Мо А ѵ '

Осталось доказать, что отображение у  удовлетворяет условию Гельдера. В ра­

боте |15| (определение 4(11), стр. 134) определено р- расстояние между множе- 

ствами С  и D  следующим образом:

</р(С, D ) =  in f { i )  >  0 : С  Ո  Вр( 0) С D +  В „(0 ), D  Ը  Вр{ 0) С С  +  5 ,(0 ) } .

Доказано (см. [15], упражнение 7.67, стр. 290), что, если множества С  и D - выпук­

лые ком пакты  и у (х )- непрерывное отображение на Bs(0), то существует число 

р >  0 такое, что

IIР гс у (х ) ֊  P rDy (x )И £  3^ 2dJ/2 (C ,D ) Vx € В 6(х0).

Т а к  к а к  Ь- липшицевое отображение с некоторой константой La и множество 

Ь(х)- компакт, то  число р можно выбрать настолько большим, что 6(х) С Вр{0), 

X €  B s(xо). И так, если х і ,  х -չ € B s(xq), то

||у (х і)  -  у (х 2)(| =  ||Р гЬ(хі)(уо +  Р (х I  -  Хо)) -  Р гЬ(хз)(уо +  Р (х 2 -  х 0))|| <

<  І|Р гЬ(*,)(Уо +  Р (х і I  х 0)) -  Р гЬ(Хі)(уо +  Р (х2 -  х 0)) ||+

"ЬIIР^Ь(хі)(уо +  Р{х-2 -  Хо)) ֊  Ргь(ха)(у0 + Р(х2 -  Хо))|| <

<  І з І І И  -1 -2 ІІ +  3W % 1/2( b ( x i ) ,Ь (и ) )  <  | |х і ֊  x z ll,/2 (L 3| | n  - 1 2||,/2  +  3 ( i , p ) 1/2) 

<  ((26)՝'2կ  +  StLip)1''2)!!*! -  »а||1/я < 4 * 1 -  **н1/а. 

где 1 1  ((3 « ) ‘ ^ і з  +  J ( L i r t l f l ).

A b strac t. The paper is devoted to  the question o f existence o f directional derivatives 

o f selections o f some set-valued mappings w ith  starlike graphs.
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