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Даннам статьи частично распространяет на случай полуплоскости результаты 

[1 , 2), относящиеся к  граничным свойствам подклассов мероморфных функций 

ы-ограниченного вида в единичном круге. А именно, подобные результаты полу­

чены дли некоторых ш-весовых классов гармонических функций с нсорицатель- 

ными гармоническими мажорантами в верхней полуплоскости. Кроме того, в 

статье дано w-весовое, гармоническое расширение результатов |3|, относящихся к 

факторизации и граничным значениям мероморфных функций «-ограниченного 

вида в полуплоскости.

Ниже рассматриваются некоторые классы гармонических в С + функций, чьи 

частные ы-производные принадлежат классу ОТ'" Б. Д . Соломенцева |4|, т. е. 

удовлетворяют условию

Д ля введения отмеченных производных, всюду ниже будем полагать, что и (х ) - 

функция класса Ո ,  т. е. w (x) >  0, нево «растает на (0, +оо) и

ш (х) ж  х а при некотором -  1 <  а  <  0 и любом х >  До >  О
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1. В в е д е н и е

г+ °°
sup /  |u(x +  iy ) \d t <  +оо. 
у>0 У—оо
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(ui(x) X  хп означает, что С іх п <  и і(х) <  Շ շ ւո  с некоторыми положительными 

постоянными С \ и Сг). Кроме того, полагаем, что

а » ,  ( х )  =  [  ա ( է ) ժ է  <  + о о ,  0  <  X  <  + 0 0 .
J о

Отметим, что н Ո  и частности содержат! все функции вида иі(х) =  х а при 

- 1  < а < 0.

Полагая, что иі(х) € П и функция u(z) задана в (7+ , формально введем оператор
О

(1.1) L wu{z) =  - L Ux — u(z), 

где
r+oo

(1.2) £« ,« (*)=  /  u(2 + tA)dui(A)
Jo

- оператор, рассмотренный в [5]. Отметим, что в |5] рассмотрено также некое яд­

ро типа Коши, связанное с оператором (1-2), с неубывающим на (0, +оо) функ­

циональным параметром ш (х). Легко видеть, что интегрированием по частям в 

знаменателе подынтегрального выражения ядра из [5] получаем
r+°° fit /Ч°°

(1.3) Сш( г ) =  I  e'։ t — r, Ա է )  =  է e~tXU{X)dX.
Jo J°

Всюду ниже будем пользоваться именно этим определением ядра Сы[г ) , что, 

между прочим, применимо и в случае неубывающего функционального пара­

метра ш (х), рассмотренного в (5).

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

2.1. Начнем с некоторых свойств ядра Сы(г).

Л ем м а 2.1. Если ш (х) € П, т о  функция Си (г) голоморфна в G+ , и при любом 

р >  0 сущ ествует постоянная М р<и1 >  О, зависящая только о т  р и  ш, такая, 
ч то

(2 1 ) \Си,(х +  іу )\ <  - о о < х < + о о ,  у > р .
V

Доказательство. Пусть 0 <  р <  у <  +оо -любые числа. Тогда при 0 <  է <  1 / Д 0
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e H z + iy ) t

Ա է )

Щ  <  1 e~pt 1  e - * t a
է Լ  50 e~xtoj(x)dx է Լ ™  e Xtxa dx  C i  f * ° °  e~xXa dX՝

а при  I /Д о  <  է <  -boo 
g * ( * + « y ) l

Ա է )
;-» i 1 e- *  Հ  1 e~pl

t  / 0+ос e~xtu)(x)dx ^ ( Д о )  t / 0Дп t ~ xtdx ՜  “ (Д о ) 1 ֊  e“ lA ® ՜
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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Таким образом, при любом р >  О подынтегральное выражение в (1.3) имеет 

Суммируемую мажоранту. Тем самым, интеграл (1.3) равномерно сходится в по­

луплоскости у >  р, и Сш(г) голоморфно в G+ . Кроме того, аналогично получаем, 

что для достаточно большого у >  0  и любого х  б (—оо, + 0 0 )

И Я т Ш  I  В  e - * tadt 1 Г+0° e-« ldt
"  Օ շ Jo в֊*АМА +  w(A0) Л/д., 1 ֊

1 I  ^+оо
<  р г  /  e~ytt a d t +  - -  - -  /  c ֊ * < f t

Щ  J0 С4^(Д о ) Jl/Ao
1 - /Ч»/До 1 /-+00 JV-

<  /  e~vu ad u  +  - Т /  e~udu <  ֊ ^ ֊ ,
У С3 Уо уС4ш(Д0) Jу/&а У +а

где >  0  - постоянная, зависящая только от и*, т. е. верна оценка (2 .1 ).

В частном случае Ц х )  =  *™, - 1  <  а  <  0, как нетрудно убедиться,

< ? „ ( * ) ֊  CQ(z) =  ( _ . г )1+<> "  С“ (г) L (x ) . i  =  2  J G+I

т. е. Cu (z) переходит в обыкновенное ядро Коши. Кроме того,

Я В И  I Н  z € с +.
— I Z

Действительно, если w(x) € f t ,  то по теореме Фубини

L uC u(z) =  - L U l- С и (г) =  -  [  — Сш{г +  і<т)вш\(а) =
Ш  Jo Щ

[+оо д  /  ,+оо еі(«-Н*)«Л  \  [+30 Г+оо g-otdui (а) I

Լ  £>У \ J o  t f 0+eoe ֊txdu1( x ) )  Լ  в J q ° ° e~txdui(x) * ~

2.2. Для применения Լ ա к  другим функциям нужны некоторые определения.

Определение 2 .1 . Область G С С назовем оо-звездообразной, если вместе с 

любой точкой  z 6  G в G содержится т а к ж е  интервал z +  ih , 0 <  Л <  +оо.

Определение 2 .2 . Функция и (z), заданная в оо-звездообразной области G, при­

надлеж ит классу М ш (ш(х) € П), если сущ ествует угловая область Д(д0, До) =  

{z  : |тг/ 2  — argz\ <  So, |г|' >  До} с какими-либо 0  <  So <  іг/ 2  ս  0  <  До <  +оо, 

такая, ч то
r+°° I д

(2 .2 ) sup /  — « (շ  +  i<r) u (a )d iт <  +oo
*еэс I о I Ш

для любого ком пакта  X  С G Ո  Д(£о. До)-

Л ем м а 2.2. Еслиш (х) € П, а функция u(z) € М ы гармонична в оо-звездообразной 

области G, т о  т а к ж е  функция Lwu(z) гармонична в G.
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Доказательство. Если X  - какой-либо компакт в G, то при некотором do >  О 

компакт Хо =  X +  ido содержится внутри области (7пД(Ло> До)- Тем самым, при 

любом г  € X  для функции щ {г) =  # и ( х  +  іу ) получаем

fda I Q г+эО I Q
^ա ,|« ւ(- ) | =  /  « -« (*  +  **) ա (յ ) ^  +  /  h r “ (* +  *Jo I Պյ j  do IШ

u>{a)da =  11 +  72,

где
րքկէ

s u p /i <  шах |и і(г  +  іст)| I  u (o )d a  <  + 0 0 , 
*63C i63C,0<(T<rfo y0

a no (2 .2 )
/.+00 I 3  r + o o  I g

/ — u ( *  +  i f f )  w ( f f ) d f f  =  / — и ( г  +  id o  +  i f f )  w ( t r  +  d o )< fo
У *  l " I /  io  |s«| ' I

/•+°° I ff I /•+eo
<  / — u ( ( *  +  id o ) +  i f f )  w ( f f )d f f  <  sup /

JO I " ! /  ֊ I  геЭСп Уо
— и (г +  iff) 
ay

w(ff)dff <  + 0 0 ,

поскольку функция w ( i)  невозрастающая. Отсюда, применением теоремы Фуби- 

пи заключаем, что для любого г  6  G и достаточно малого г  >  О

Н о  +  =  — /  L „ ։ ^ u ( z  +  re« )de  =

Jo (b irJ o  ^ y u(<z +  ге*в +  ІА^ Ѳ)  =  ՜  Լ  ^ « (*+ *A )d w ,(A )  =  L uu(x). 

Таким образом, функция Luu (z) гармонична во всей области G. □

Для доказательства того, что оператор Lu - взаимнооднозначное отображением 

на некотором классе гармонических в оо-звездообразно области функций, пона­

добится приведенный ниже результат, который является базовым дли установ­

ленных в дальнейшем представлений.

Теорема 2.1. (Е . Д .  Соломенцев [4]). Класс ОТ7"  субгармонических в G+ 

функций и (г) подчиненных условию

/+оо
|u(x +  iy )\d x  <  + 0 0

-00

совпадает с м нож еством  функций представимых в виде

Ф )  =  f f  log Z— i  du(С) +  ֊  Г  ֊  
JJg+ z - Հ  *  J -0 0  ( * -

dn(t)

где fi( t)  - функция ограниченного изменения на (—оо, +оо), а ս (Հ ) >  0  - борелев- 
ская мера на G+ такая, ч то

т
І т  С di/(C) <  + 0 0 .
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Л ем м а 2.3. П усть  оо-звездообразная область G содержит все полуплоскости 

G p  — { г  =  X  +  іу  : у >  р }  с р >  ро, где ро >  0  фиксировано. Тогда оператор 

Ьш является взаимнооднозначным отображением, с точностью  до слагаемого 

ао +  а \х  с вещественными постоянными а0 , а \, на множестве гармонических 
в G функций и (х  +  іу ) € М ш, подчиненных условию

г+оо

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...

Г  д
(2.3) вир /  h ֊ u ( x  +  ty)

Ѵ>Ро j-oo \ОУ
dx < + 0 0 .

Доказательство. При выполнении условия (2.3) гармоническая в G функция 

Ա ւ(*) =  $ ;и (х + іу )  принадлежит классу ОТ" в G * при любом р >  р0. Тем самым, 
из теоремы 2 .1  следует, что при любом г  € G *

1 Г+°° и і (է +  io ) 1 f +ao г+оо
u \{z ) =  Re—  /  —— ------ dt =  R e - /  u j (t +  ip )d t /  ex(-z~lp~ ^a da

m J-oo I +  ip  — Z v J-oo Jo
f+oo Г լ  ր+ՕՕ f+OO

=  R;e J  ei(* - ip)a լ -  J  e~ilo u i{ t +  ip )d t do =  Re J  е ^ *~ ^ а tp{a)da, 

где ввиду (2.3) функция <p(a) ограничена в 0 < о  < +оо. Поэтому

1 д ад Г ° °
L wu(z) =  - L Wl — и(® +  iy ) =  ֊  J  u x(z  +  i\)d u i (A)

r+oo. f+OO
=  -R e  /  dw,(A) /  e *։+iX- ip^ip{<j)d<T

Jo Jo
f+ o o  Г r+ oo

=  - R e у  |p(<r) J  c~aXdu!i(X)

для любого z =  X  +  i y  € G+, где преобразование Лапласаp

^ ( г ) = I o ° °  e i l t ~ i p ) a  I o ° °  e ~ a X d u i { x )

da

является голоморфной в G * функцией, а из тождества Ьши (г) =  0  в полуплос­

кости G+ (р >  ро) следует, что F (z ) =  іС  где С -вещественная постоянная. 

Теперь заметим, что функции <р(<т) ограничена в 0 <  а <  +оо, а ввиду свойств 

w(A) функция

e~aXdij)] (А) =  /  e -* Au>(A)dA 
й о ' Jo

ограничена и непрерывна в 0 <  S < о <  +оо, каково бы не было S >  0. Кроме

того, но теореме Абели (см. наир. [6 ], стр. 182, Следствие 1а) из асимитотики

ш(А) sc А“  (А —► + 0 0 , — 1 <  а  < 0) следует, что

յր+ՕՕ r+ o o  .

' e~oXdu)\ (A) =  /  e~vXu(X)dX a  . -» 0 при a  -+ +oo.

о Jo ?
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Таким образом, генерирующая функция преобразования Лапласа F (z ), тле.
ր + Օ Օ

ір(<т) I  e֊<rAdu»i(A), 0 <  <т <  +оо,
J о

ограничена, и поэтому |F(zj/)| <  М у ՜1 при у -> +оо, где М  >  0  - постоянная. 

Тем самым, С  =  0, и ввиду единственности генерирующей функции
/■+00

ip(<r) I  e~°xduJi(X) =  0, 0 <  а <  +оо,
Jo

где очевидно
г+эо .-(гАL е aAdujі(А ) > 0 , 0 <  о <  + 0 0 .
о

Таким образом ір(а) =  0 (0 <  а  <  +оо), т. е.

д Г+00
« і( х  +  іу )  =  +  *у) =  Re J  e '(՝։ ~ip)aip{a)<kr =  0 , у  >  p.

Однако, функция u \{x  +  iy ) =  ди{х +  іу )/д у  гармонична во всей полуплоскости 

G, и, тем самым, d u (z )/d y  =  0, z =  х  +  іу  6  G. Отюда следует, что

u (z) =  оо +  a ix , z =  X +  iy  € G,

где do и o i - вещественные постоянные, зависящие лишь от функции u [z ). □

3. П р е д с т а в л е н и я

Основной результат этого раздела относится к  представлениям определенных 

ниже классов гармонических функций.

О пределение 3.1. 91™ (w(x) € Զ )  - класс вещественных, гармонических в G + 

функций u (z), принадлежащих М и и удовлетворяющих условию (2.3) для неко­

торы х ро >  0 , и

/4-00

|Lwu(x +  iy )\d x  <  + 0 0 .
• ОО

Теорема 3.1. 1°. Класс 71™ совпадает с м нож еством  функций предста­

вимых в виде

1 f +0°
(3.2) u(z) =  а0 +  a jx  +  -  /  Re Cu (z -  t)d /i( t) . z =  x  +  iy e G + ,

ո  մ ա

где ao и a i - вещественные числа, a fi( t)  - функция ограниченного изме­
нения на (—ос, +оо).
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2°. Если им еет место представление (3.2), т о  при любом г  =  х  +  іу  € G+

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...

(3.3) u(z) =  ао +  а \х

+  Re f  
Jo

При этом ,

+ 0 0

֊  (է  Ր  J +°° e - itx d , i(A ) d f .

(3.4) l i m  u (.t  +  * y )  =  a0 +  o i ® ,  -o o  <  x  < +oo,У֊¥+00

а мера բ (է ) в формулах (3.2) и (3.3) м о ж е т  быть найдена при помощи 

следующего аналога формулы обращения Стилтъеса:

(3.5) И ) =  И т  [  Լ աս խ Գ ՜ iy)dx,
v->+o J о 0 0  <  է < + 0 0 .

Доказательство. 1°. Пусть справедливо представление (3.2). Ввиду оценки (2.1) 

интеграл в (3.2) равномерно сходится внутри G+ , и, тем самым, функция u(z) 

гармонична в G+ . Далее, легко видеть, что при любом z =  х  +  iy  € G+

I  S B
,+0° ei ։ ld t „

'+oo 7Z~, ГТ  =  ՜ ^ ւ  (z)>
Jo 0 0 e - t*dwa(x)

где СШі (г)  - ядро из [7], с неубывающей функцией w i(z) ж  х 1+га при х  -» +оо, удо­

влетворяющей условиям леммы 3.1 в [7]. Поэтому, ввиду (2.1), теоремы Фубини и 

оценки (3.2) из [7] заключаем, что при любом г  6  Gp при любом фиксированном 

р >  О и любом е € (0 , 1 )

г+оо

Jo
и  . , .

— « (г  +  гя) ду dwi(s)
Г+°° I я 1 г+°°

dbJi(s) =  /  ~—  /  Сы{г +  is  -  t)d fi( t)
J o  I cry 7Г oo 

j  r+ o o  I r+oo

=  — I  \ l  CUl (z +  is  — t)d fi(t) ա(տ)ժտ
*  Jo \J-oo

(Ш  fA o  f+ o o  \  +00

ր 2 + ռ - £ Լ  W ( S) d -4 +  M P,u,e Լ  S~2+£ds )  У  Ц  <  + 00 ,

где М р<ш<е, 'Щ§ш[е >  0 - постоянные, зависящие только от р, ш и е. Тем самым, 
u (z) I  М ш.

Далее, используя простую двустороннюю оценку (а +  6 )А ж  аА +  6А (а, 6 , А >

0 ), аналогично заключаем, что для любых у >  р >  0  и е € (0 , 1 +  а ) имеется
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постоянная М р,ш >  0 , при которой

/ +О0 I Я  /•+«> I я  1 г +ос
— і і ( і  +  iy ) dx =  I  аГ~  /  Cu (z — t)d fi( t) \d x  

• ОС \ду v /֊оо  \d y n J -o o  I

s / г  ( / ֊ г  щ  1  ‘ )i|rf" (i)|)  ^  1
ր+ՕՕ ք+օօ 1 Г+ж I

- M 'P '“ J -  oo |d / i ( t ) l / - o o  N 1+e +  P p d S S  W ’“ l - o o  ( H  +  I P 7  ° ° ’

где M 'iW >  0 и M PiP0,w >  0 - другие постоянные. Отсюда следует (2.3).

Теперь заметим, что нри любом z =  х  +  iy  € G+

Lwu(z) =  -  J  [ ^ u (z +  **)] (s)

- r j l i p f i  Г ы + * ֊ № * ) ]
гг J o  L a y  J - o o

լ  r+OO Г r+OO /  r+OO е»(*+»*-0€ ^

1 r+oo Г r+OO
=  Re — / /  (7աւ(շ +  ւտ -

7Г 7o U-oo

=  R e - [
Щ о 

■

f)d/x(t)

dwi(s) 

dwi(s)

[ £ »-  OO

+00 Г /»+00

d /i(t)

+00

dtjj,(s)

M * )

f o ° °  e * ° td u  i(< t)

-со  р о

=  Re i  Г  Г е ^  Ш  =  Re 1  Г  Ш  
*  У-no Մ օ  Я* У-оо * -  2

где все интегралы абсолютно и равномерно сходятся внутри С Ъ  Тем самым

■(3.7)
п  У-оо (X -  է)2 +  у2

, շ  =  X  +  iy  €  G+ ,

откуда следует условие (3.1):

/■+00 Г+ОО +°®
sup /  |Lw«(x +  iy )|d x  <  /  |Փ (է ) | =  V  ^  <  +00,
V>0 У- 0 0  У-ОО _oo

Тем самым, u(z) € OTJJ1!

Обратно, пусть u(z) € 91™. Тогда ս ( շ )  € M w, и по лемме 2.2 функция Լ աս ( շ )  

гармонична в G+ . Кроме того, Ьши {г) удовлетворяет условию (3.1), и поэтому 

по теореме 2.1 имеет место представление вида (3.7), где ц ( і)  - функция ограни­

ченного изменения на (-о о , +оо). Отюда получаем
г+оо

Ъ і )  =  I U  і  Г  Ш  =  R a  I  Г  ք
т  J-oo t -  z it У_оо [Jo

d /i(t), z € G+ ,
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а также, что в любой точке z  € G
1 ք + օ օ  ր + օ օ  r+ o o  g i(* - t+ iA )e ^ s

L wu(z) =  Re -  /  d n (t)  /  dwi(A) /  г+'гё~ --------
^  */—oo •/ 0  *  0  *о / 0+оое ֊ « ы И ^

i f e i=  -R e  ք ° ° [ ճ ձ  Г  (  Г  dfl(t)
Jo [ d v * J -oo  V o  a e -etu (p )d o )

f+°° 1 1  1 /■+«’
=  - /  -Г- Re -  /  C7w(z +  *A - t ) d f t ( t )

Jo oy լ 7Г у .,»
dwi(A) =  Լս,ս*(շ),

Щ  oy L 7Г 7-00 
где, очевидно,

1 /"f0°
u*(z) =  Re -  /  C j  +  *A -  t)d/i(t) € 9C-

^  ■/—oo

Очевидно также, что u(z) -  u*(z) € и £w(u(z) -  u*(z)) =  0, z € G+ . Тем 

самым, представление (3.2) следует ввиду леммы 2.3.

2°. Представление (3.3) следует из (3.2). Далее, (3.4) следует из (3.3) и (2.1), а

(3.5) - классически формула обращения Стилтьеса для меры n (t)  в (3.7).

4. Г раничны е  значения

4.1. Начнем с предварительных определений и лемм.

Определение 4.1. Пусть Е  С (—оо, +оо) - измеримое по Борелю множество 
(В-множество) и и  G П. Будем говорить, что Е - множество положительной 
и-емкости, или СШ(Е) > 0, если существует борелева мера (В-мера) т > 0 с 
носителем в Е (т -< Е) такая, ч то

<•+90
(4.1) I  Ճ Հ է )  =  1

J—00
и

/+оо
IСш(г  -  t ) ld r ( t )  <  +00.

•оо

Если нет такой меры, т . е. Sі = +оо для любой неотрицательной В -меры 

г  -Հ Е, подчиненной условию (4.1), то  скажем, что Е - нулевой и-емкости, 
или СШ(Е) =  0.

Лемма 4.1. Пусть В-множества Е \, Е? с  (-оо,+оо) таковы, что СШ(Е \) = 
Сш(Е і ) =  0 при некотором w e f l.  Тогда Си[Е і U E j) = 0.

Д оказательство. Пусть т -< Е \ U Е? - неотрицательная В-мера, подчиненная 

условию (4.1). Тогда интеграл (4.1), взятый по Е х или Е2, должен равняться 

некоему числу М  € (0,1). К  примеру, пусть это будет интеграл по Еу. Тогда
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также мера ո  =  М ~ лт |£ і с носителем в Е \ должна удовлетвоять (4.1). Однако, 

Сш(Е і)  =  0 и, тем самым

/ +оо г+оо

IСы(г  -  i)lrf-r(i) >  М  sup /  IСш(г  -  § |Й Щ §  =  + 00.
•оо *ес+ J -оо

О

Л ем м а 4.2. При любом ա  £ Ո  уравнение Волыперра

I  и і(х -  t)d u (t) =  1 , -о о  <  х  <  + 00,
Jo

имеет, неубывающее решение w(x) такое, ч т о  £3(0) =  0 и и>(х) <  [ш(х)]֊1  для 

всех —оо <  X <  + 00. Кроме того,

(4.3) С М )  =  Խ  , Z € G + , 

для оператора
г + о о

Լ ա ք  {г ) =  /  +  iff)d u {a ).
Jo

Доказательство. Взяв f t i( x )  =  1, П г(х) =  ш (х) в теореме 1.2 работы (8|, заклю­

чаем, что функция w(x) с отмеченными свойствами существует. Тем самым

(4.4) J տ ՜է,լ (^ J  u ( /i — a )d w (a )j d fi =  1/ i ,  0 <  t  <  +oo.

Однако, при любом է >  О
г + о о  г + о о  г + о о  рц

(4.5) I  e~tadu>(p) I  e~tXo j( \)d \ =  I  I и (ц  — a )du (a )
Jo Jo Jo Jo

ввиду абсолютной сходимости этих интегралов, что очевидно для тех, которые 

содержат w(A)dA, или d£D(c>-), поскольку для любого է € (—оо, +оо) найдутся числа 

М \ >  0 и а  €  (—1,0) такие, что .
г + о о  І+ о о  Г + о о  ՞ + օ օ  p - t a j -

/  e -^ d w io ) =  е-*°й(<т)\ + t  e - tawl(T)d<j <  է /  ֊ ֊  =
Jo և=օ Jo Jo w(a)

/  г Д о  г + о о \  ը - t o f o  t  г  Д о  г + о о

-‘Ա +L е da+mL
В силу (4.4) и (4.5)

1 /  Г+0°  \ - 1  г+ооա ~{Վ « §  =|
при любом է € (0, +оо), и, следовательно,
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Для завершения доказательства остается заметить,что при любом г  € G+
Г + О О  Г +  ОО Г + О О  /  Г+ О О

интегралы абсолютно сходятся, Поскольку

Г Щ Г « г й і < +  с о , , = * + і р  £ < г ,
Jo Jo Jo У +  <7

ввиду неравенства
•+°° И Г ,и \ 1 уд о |г+°° daГ ° °  ( і ы ( а )  ^  1 ր °  d a  , , ,  § Г С

I  ІЧ - f f  - Щ І І о  (1 +<г)2 +  2 УДо
< + 0 0

(1 +  a )2ff°

справедливых при некоторых числах А/շ  >  0 и а  6 ( - 1,0).

Л е м м а  4 . 3 .  П усть  ш G f l  и п усть  СШ(Е ) >  0 для В -м нож ества  Е  С (—оо, +оо). 

Далее, п у с ть  В-мера т  •< Е  удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2). Тогда, для 

любого X € (—оо, +оо)

/ + 0О Г+ОО
IСш(х  ֊  t) \d r( t)  <  S\ =  sup /  IСы(г  -  t) \d r(t) <  +oo.

оо г е с *  J - эо

Д оказательство. В силу (4.3) Re Сы(г) >  0, г  G G+ , и, тем самым, функция 

Сш(г ) обладает некасательными граничными значениями почти во всех точках 

—оо <  X  <  + 00. Далее но лемме Фату

/ +оо Г+ОО
I\Сы(х  +  іу  -  f) |d r(t) >  J Ііш  ա ք  |CW( *  +  іу  — t)\d r(t)

>  [ * ° °  \Сы(х  — t) |d r( t)
J —oo

при любом X  G (—оо, оо), и, тем самым,

/+оо Г+ОО
I<ы{» -  է)\ԺՎէ) >  /  |Сы( і  -  t) |d r( t) .

OO J —оо

Переход к  супремуму но х  G (-о о , +оо) завершает доказательство. □

4 . 2 .  Д ля  доказательства основной теоремы данного раздела нужна также 

Л е м м а  4 . 4 .  П усть  и  G П, о f ( z )  - голоморфная в G+ функция вида

/ +оо

Сш( г ~  *№ (է), z<=G+ ,
ОО

где ц { і)  - функция ограпичнного изменения но (-о о , +оо). Тогда м ножество 

т е х  X  G (—оо, +оо), где некасательное граничное значение f ( x )  не сущ ествует 

в виде конечного предела, обладает нулевой ш-емкостью.
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Доказательство. В силу (4.3), Re Сш(г ) >  0, z 6 G+ . Тем самым, f ( z )  является 

разностью двух голоморфных в G+ функций с неотрицательными вещественны­

ми частями. Следовательно, / ( г )  ограниченного вида в G+ и поэтому имеет ко­

нечные некасательные граничные значения почти во всех точках —оо <  ж <  +оо. 

Далее, в силу теоремы Лицделефа существование конечного некасательного пре­

дела в какой-либо точке ж 6 (—оо,+оо) эквивалентно существованию того же 

предела в перпендикулярном направлении:

(4.6) lim  /(ж  +  iy ) (=  /(ж )).
y ֊* + 0

Д ля доказательства существования последнего предела вне множества нулевой 

էմ-емкости, запишем

(4.7) / (ж  +  іу ) =  /(ж  +  іА ) — i f  / ;(ж +  i a )d a
Щ

с любыми у, А (0 <  у  <  А <  +оо). Так как ы 6  П, то при помощи оценки (3.6) и 

вычисления, аналогичного приведенному в начале доказательства теоремы 3.1, 

заключаем, что при любых у >  /5 >  0 и е 6  (О,1  +  а)
Г + о о  Г + О О  I  ո  Г + О О  I

J  |/ '(ж  +  Խ ) \ ւԽ  =  J  —  I  C M  +  ia - t ) d ii( t ) \d a

s  ’г  ( / ֊ г |с “ <* ■+ ՛* ■ - • ) « « « ) * £ р г ч :  і х + ' ^ - - ! і ^ .

E f E  <  I
где М Р։Ш, М'ры и M " w - положительные постоянные. Поэтому, предельным пе­

реходом А —► +00 в (4.7) получаем
г+оо

(4.8) / (ж  +  іу ) =  / (ж  +  іоо) — t  I  f ' ( x  +  ia )da, у  >  0 ,  — ос <  ж <  +оо,
Jy

где интеграл абсолютно сходится и / (ж  +  гоо) - конечный предел.

Пусть Е0 - множество rex ж € (-о с , +оо), для которых
г+оо

А. М. ДЖРБАШЯН, ДЖ . 9. РБСТРЕПО

=  +00,/ '(ж  +  ia )da
/о

и пусть Е  - множество тех ж G (—оо, +оо), где (4.6) не является конечным пре­

делом. Тогда Е  С Ео в силу (4.8), и равенство Си (Ео) =  0 влечет СШ(Е ) =  0. 

Действительно, если СШ(Е ) >  0, то существовала бы неотрицательная 5-мера 

т  -< Е , для которой были бы верны (4.1) и (4.2). Но £  С Ео, поэтому т  -< Ео, и 

получаем Сш(Ео) >  0 ввиду определения 4.1. Таким образом, остается показать,
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что Сш(Ец) =  0. Предположим обратное: Сш(Ео) >  0. Тогда найдется неотрица­

тельная В-мера то -< Eq, для которой верны (4.1) и (4.2). По (4.1),

f  dr0(x) =  [  dro(x) =  1.
J —oo J  Ео

Кроме того, очевидно, что

/ + О С  I  Г + О О

I  / ' ( х  +  io )da  d r0(x) =  +эо.
-оо Мо

С другой стороны, в силу (4.3) С'ш(г ) — — f£ ° • Поэтому, применив теорему

Фубини и (4.3) получим

/
+ 0 С  Г + О О  /  г + о о  \

/'(х + ia )dc = I  ( I  С'и (х + Խ  - t )d a \d / i( t )

1 Т  N  ( Г  F " }
՜= - *  У  d n (t) =  - j  Сш{г  -  t)d n {t).

Следовательно, для любого z =  х  +  *у € (7+

Г ° °  f \ x  +  йт)Ат| <  / +Э0 |C U * ֊  t ) l№ (t) l,
•/у I J —oo

и по определению (1.3) ядра Сш(г)

/
+ о о  I  Г + О О  I  г + о о  Г + О О  _________________________________

|У /'(* + *<y)drj <*о(х) < у t/r0(x) J  |C„(x + »y -  <)||d/j(t)|
Г + О О  Г + О О  + < * >

=  /  |Ф*(01 /  |Cw(t +  iy  -  x)||rfro(x)| <  S i у  ц <  + 00.
«/—OO J —o o  —oo

Отсюда, по лемме Фату
/ +оо I г+оо I г+оо I Г+ОО

\ l } '{x  + iy)dy\dr0(t) = / І1ІШ I  f '{ x  +  iy)dy\dTo(t)
•00 M O I J - o o  I»՜» •'»

/■+«*> I / + ° o  I

<  Ііш  in f /  /  / 7(x +  iy)</y d ib it)  <  S i \ f  p. <  + 00,
»-»U J - 00 I/ у  I - o o

что противоречит (4.9).

Приведенная ниже теорема дает описание граничного поведения функций клас­

сов 91™ (ш (х) € П) в терминах w-емкостей.

29

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...



А. М. ДЖРБАШЯН, ДЖ. Э. РБСТРЕПО

Теорема 4.1. Любая функция u(z) € 91“  (ш € ft)  им еет ненулевые, конечные, 

некасательные граничные значения во всех точках х  € (—оо, +оо), кроме, быть 

м о ж е т, м нож ества нулевой и-емкости.

Доказательство. Утверждение очевидно в силу леммы 4.4 и представления (3.2) 

функции u(z) € 91” ', где а0 и at - вещественные постоянные, a /i( t)  - функция 

ограниченного изменения на (—оо, +оо). □

Замечание 4.1. Ввиду (3.4), сужение класса 91™ дполнительным условием

Иш u (z i ,2 +  iy ) =  0  при каких либо значениях .ті փ  ւ շ  
»->+оо

является классом гармонических в G+ функций, представимых только инте ­

гралом правой части  формулы (3.2). Однако, Re Сш(г ) >  0, z 6  G + , ввиду (4.3), 

и поэтому функции суженного класса им ею т неотрицательные гармонические 

м аж оранты  в G+ и обладают граничными свойствами теоремы Հ.1.

Ниже приводим еще одну теорему о граничных значениях функций классов 9t£*.

Теорема 4.2. П усть  w € ft, В -м нож ество Е  С (—оо, +ос) положительной 

и-ем кости, и пусть  « і =  0 в представлении (3.2) функции u(z) € 91^. Тогда

и, тем самым, пользуясь теоремой Фубини и неравенством (4.2) получим

|u(x +  iy )\d r(x ) <  -  I  \dp.[t)\ I  \Cu (x +  i y -  t)\d r(x ) +  M a„  HP I J-oo J-00
< r+OO r+OO с +00

<  -  I  Hm(OI /  \C u{t +  i y -  x ) \d r {x )  +  Mao <  Y ֊  \ f  \ l  +  Mao <  + °°-

для т о й  ж е  В-меры т , ч то  в (4.2), для которой Си (Е ) >  0.

Доказательство. Очевидно 
1 г+оо
1 Г . ,|u(z)| <  — /  IСы(г -  t)\d n (t) +  ао, -о о  <  է <  +оо,
*  J - оо

”  •'֊оо J-00 Ц -ОО
Следовательно, применив теорему 4.1 и лемму Фату приходим к  (4.10). □

A b s tra c t. Some ա -weighted classes of harmonic functions are introduced in  the 

upper half-plane, the representations of these classes are found. A  description of the 

boundary values of the functions from the considered classes is given by means o f 

a notion of w-capacity on the real axis, which becomes an analog o f Frostman’s a- 

capacity in a particular case.
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