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А н н о т а ц и я . Д л я  допустимой последовательности 7  определяется ортонор- 
мированная система из кусочно линейных функций с нулевым интегралом 
на R. Найдены необходимые и достаточные условия на 7, для того, чтобы 
соответствующая система была базисом в Я 1 (Л).
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1. В в е д е н и е

В работе [1] введено понятие обшей системы Франклина на R. Там же доказа­

ны теоремы сходимости для этой системы. Д ля представления дели настоящей 

статьи, приведем некоторые определения и результаты из работы [1|.

О пределение 1.1. Последовательность (разбиение) 7  =  {£„ : ո  >  0} назовем 

допустимой на R , если 7  всюду плотно в R  и  каждая то чка  t G R встречается 

в 7  не более чем один раз.

Пусть Т  =  {է ո : и  >  0} допустимая последовательность. Для ո  >  2 обознаг 

чим 7 „ =  {է* : 0 <  і  <  ո  +  1}. Допустим тг„ получается из Т „ неубывающей 

перестановкой: 7Г„ =  { г ”  : т "  <  <  г <  п } , 7г„ =  7 п. Тогда через Տ „  обозна­

чим пространство функций определенных на R, которые линейны на [т",тД .,] и 

равны пулю вне (т о ,т ”+ і). Ясно, что dim S„ =  п  и 5 „ _ і  С S „. Следовательно, 

существует (с точностью до знака) единственная функция /  € Sn, которая орто­

гональна S n -i и || /| |շ  =  1. Эту функцию назовем ո -ой функцией Франклина на 

R  соответсгвующей разбиению 7.
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Для ф иксированного ո  через Лг" ,  0 <  і  < ո  +  1. обозначим Л-сплайны соот­

ветствую щ ие 7г„, т.е.

{1 , когда £ =  То
О, когда է ё ( - 0 0 . r j )  U [ r f ,  оо),

линейная на [т „ , т "  ],

{1, когд а  է =  т ” ,
О, когда է £ (-оо , т£_х] Ս  | i+ ja  оо), 
линейная на [т Д ц т /1] и [ т " , т ,^ ] ,

{I 1 , когда է =  т£+1,
О, когда է е ( оо, т ” ] Ս  (т£+1, оо), 
линейная на [т£, Հ +1].

Ясно, что N " € 5 „, 1 <  і <  п, и образуют базис этого пространства. Очевидно 

также, что N " 4- 5П, когда і  =  0 или ո  +  1.

Определение 1.2. Общая система Франклина { /„ (ж )  : ո  >  1} соответству­

ющая разбиению 7  определяется по правилу / і ( і )  =  (х ) и для п >  2

функция / „  (х) естъ ո -ок функция Франклина соответствую щ ая разбиению 7.

Э то  определение почти повторяет определение общей системы Франклина на 

[О, 1] (см. |2] [4]), частным случаем которого является классическая система 

Франклина (см. [С]).

При исследовании общей системы Франклина на [0 ,1] важную роль сыграли 

понятия регулярности последовательности 7. Эти понятии нам нужны также 

при изучении системы Франклина на R.

Определение 1.3. Д опустим ая последовательность 7  называется сильно ре­

гулярной с параметром 7 , если 
А”

7 ՜ 1 <  <  7 , для всех п  >  2 , г =  1 , ...,п,

здесь и далее А" =  т "  — т£_ 1.

Определение 1.4. Д опустим ая последовательность 7  называется регулярной 
по парам с параметром 7 , если

ДП ДП
7 ՜ ’ <  .է 2 Г Г7Г -  7. для всех те >  2, г =  1 ,2 ,...,те -  1. 

і+1 +  \
Так как последовательность 7  всюду плотна на R, то система является

полной ортонормированной системой в L 2(R).

В работе (1), в частности, доказано, что система является базисом в

£ Р(Д)> 1 <  Р <  оо и безусловным базисом в L P(R ), 1 <  р <  0 0 . Доказаны также
4
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теоремы о локально равномерной сходимости рядов Фурье-Франклина непрерыв­

ных функций.
/

Однако система {/n}5JLi не образует базис в I I 1 (R ), так как интегралы этих 

функций отличны от нуля. Стромберг |7| построил систему из кусочно линейных 

функций, образующих безусловный базис в //*(/? ). В настоящей работе опреде­

ляется одна система из кусочно линейных функций, определяемая допустимой 

последовательностью 7 . Находятся необходимые и достаточные условия на 7, 

при которых соответствующая система будет базисом в Я 1 (Я).

Условимся о некоторых обозначениях.

Через с, С, С \, С -,,..., обозначаются постоянные зависящие только от своих ин­

дексов. Значения этих постоянных в разных формулах могут быть разными. 

Длину отрезка I  обозначим через |/|. Запись а ֊~  Ь означает, что существуют 

положительные постоянные с и С , такие что с • а <  b <  С  ■ а, а запись а ~ 7  b 

означает, что эти постоянные могут зависеть от 7 . Через Хл(х) обозначим ха­

рактеристическую функцию множества А.

Результаты настоящей работы без доказательств анонсированы в [5].

2. О п р е д е л е н и е  о б щ е й  с и с т е м ы  Ф р а н к л и н а  и  е е  я д р о  Д и р и х л е

Через SJJ обозначим множество функций из 5 „  с нулевым интегралом. Ясно, 

что С 5 „, С 5 "  и dimSj) =  ո  — 1. Поэтому, для ո  >  3, существует

единственная (с точностью до знака) функция Fn е S®, со свойствами: ||!F„ | | 2  =  1 

и F „ ортогональна S j j - r  Эту функцию назовем ո -ой функцией Франклина с 

нулевым интегралом.

Очевидно, что .V" £ SJJ и поэтому нужно искать базис в 5®. Обозначим

N n(t)
(2.1) Я Ш  , і  - 1.2,...,п.

Лі + А »+1

Тогда / п M ? (t)d t *  I ,  i  =  1 ,2 , и для

(2 .2 ) ՏՐ(է) =  М №  -  МР+1 (t), t = l , 2 .....п -  1

имеем В " € 5°. Очевидно, функции Z?'*, г =  1 ,2 , ..., ո  -  1, линейно независимы и 

поэтому образуют базис в 5°.

О пределение 2.1. Система Франклина с нулевыми интегралами {F n(t) : п > 

2} соответствую щ ая разбиению 7  определяется по правилу F>{t.) =  и

для п >  3 функция Fn(t) есть п-ая функция Франклина с нулевым интегралом, 
соответствую щ ая разбиению 7.



Через D „( i,T )  обозначим ядро проектора из пространства L l (R ) в простран­

ство Հ ,  т.е. V n(t,T ) =  £ fc=2 Fk{t)F k(T). Очевидно, D „ ( t , r )  =  D „(r,« .)

Дли исследования ядра Дирихле т), напомним некоторые свойсгва ядра 

Дирихле K n{t, т ) системы Франклина { / п ( 0 } ^ и  т-е- ^ Л ^ ,т )  =  X)fc=i Л ( * )Л (Т)- 
Ясно. что если у  € 5 ,„  то </(t) =  / л К п({,т)д(т)<іт. Поэтому имеет место

(2.3) [  K „ ( t ,T)N?(T)dT =  N ? №  t  =  1 ,2 ,...,ո ,
JR

которое, с учетом линейности функции K n( t , r )  по каждой переменной на отрез­

ках равносильно

[  К п(т£.т)1Ч?(т)(1т =  N " ( t£ )  =  tfjfc, когда і  =  1 , 2, ...,n , fc =  1 , 2, ...,n.
Jr

Учитывая линейность функции К „ ( - ,т )  на интервалах [т” ,тД .1], получим
Ո

K n ( t , T ) - : 2 2 N ? ( t ) K n ( T £ , T ) .

Щ 1

В работе [1) для K „ ( t , r )  доказаны следующие леммы.

Д ем м а  2.1. Д ля  всех n u t  выполняется

[  \K n(t,T )\d r <  3.
J r

Л ем м а 2.2. Д ля всех п  е N , и 0 <  і  <  к  <  п +  1 выполняются

(2-4) l * n ( T ? , 7 f  )| <  91* ՜ ' 1 | П 4
lTfc+i ~ т» - іІ

где I  =  I  и  | | |  =  r j ,  т£+2 =  t ”+ j .

Фиксируем п и для удобства вместо D „ ( t , r ) ,  К „ ( і. т ) ,  N f( t) ,  M ” (t), B " ( t) , r ” , 

А" будем писать D (t, т), K ( t , r ) ,  N i(t) , ԽԱ{է), B i(t), r*, Aj. Поскольку 5® состоит 

из кусочно линейных функций, то
Ո  Ո

(2.5) £ (* ,  т) =  £  =  £  Й Ш в , т)
«յ'=ւ <=l

и
ո

(2-6) ©(Гі, т ) =  £  D(Ti, T j)N j( r ) .
j = l

Выразим D ( t £, t )  через K ( t j , t ) .  Очевидно, Ѵ (т і г ) €  S® и оно однозначно опре­
деляется из условий
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(2.8) I  а>(гь т)<£т =  0.
J r

Поскольку функции К (т і,т ) ,  і  =  1 ,2 ,...,ո ,  линейно независимы и принадлежат 

Տ ո , то Ѣ (т і,т )  можно искать в виде суммы £ ”ж1 а ^ К ( т г ) ,  где а ' искомые числа. 

Убедимся, что при подходящем выборе чисел а< для
Ո

(2.9) В(т,-,т) =  К { т і, т )  -  a i^ ^ K ( T j,T ) ( \ j +  AJ+i)

выполняются (2.7), (2.8). Действительно, для любого о,, из (2.1) - (2.3), имеем 

[  Ъ (ъ ,т )В к{т )(1 т  =  [  К { т і , т ) {М к ( т )  — М к+ \(г))(1 т—
Jr  - J r

+  Ai+ 1 ) /  (T j, т ) (М к (т ) -  M fc+. ( r ) ) r f r  =
j= i  J R

M k ( j i )  -  M k + l(Ti) -  o,(As +^ i+ i)-W fc(T fc)+

Oi(Afc+i +  Afc+2) M fc+1( r fc+1) =  Bk(n) ֊  <*• +  «■ =  5 fc (T i)’ 

т.е. (2.7) выполнено. Если положить
_____  L K ( T „ T ) d r _________

( } “ * Е " =1(А ,.+  А, +1 ) J n K ^ ' T)dT'

то из (2.9) получаем (2-8).
Оценим о ,. И з  Щ . Л Г , ( т )  =  х [тц.г„ +1,(т )  и (2-3) получим

(2.П )  /  Щ р *  =  /  ”£  K ^ ^ J r id /r  j y ^ , r m r ) dr  +  l +
J n  Ш  m« 0

Ր ՝  K (T j,T )N n + l(T)dT =  1 +  ~ ֊ K ( r j,n )  +  ֊ ֊ K ( T j , T n).
J rn

Следовательно, из (2.10) имеем

(2 .1 2 ) ւ  +  ^ * ( * , ո ) +  ^ № , ^ )  =

( Հ~^(\ ,  լ  \  ,  Aj .  . . .  .  \  Լ  Հ  ՜ ՝  K {T j,Tn)(Xj +  A j  +  l )  J
a.  I 2 ^ (A j +  Ai+ 1 ) +  ֊հ Ն  * ( 4 , 1 Հ ) ( ճ յ  +  Ai+ x) +  g у

\ i = l  j = l  
Негрудно заметить, что

ք է  К (ъ ,т т )(Х , +  Ai+ i )  =  շ Հ  K (T ,rm)d r,

Ц 1

откуда, используя (2.11 ), получим
ո  ! Ац+і
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Д л я  п  >  3 такж е  имеем (см. (2.4)):

(2.14) | у Щ г т , п )  +  *=± ІА Г(тт , г п )| <  1  {qm +  q " ֊ m) <  Ц .  

Следовательно, из (2.12) и (2.13) получим

(2.15) (4 = ----- ------ , где —  < с і <  2 ՜
Tn+i I  т0 54

О ткуда, применяя (2.9) и Лемму 2.1, получим

(2.16) Ր '  IЪ {п ,т ) \д т  <  [  "+1 |ЛГ(ть т ) |г іг  + ------  ------V ( A j  +  AJ+1) <  15.
J to J  to  Tn + 1  To .̂= 1

Из (2.5) и (2.16) вытекает следующее утверждение.

Л е м м а  2 .3 . Д л я  любого п  вы полняется

|2)n ( t , r ) | d r < 1 5 .
ւ я

Из (2.9) и (2 1 3 ) получаем другое представление для D (т , , г ) :
ո

(2.17) ® (т» ,т ) =  К ( п , т )  ֊  а і^ 2 К ( т у ,т ) ( ճ 3 +  AJ+i )  =

ո  ո

т ) - а і  2 ^ (A j  +  A j+ i)  ^  N m [r )K (T jy  r m) =
m = l

К ( п , т )  -  2a, f ;  N m ( r )  ( l  +  ^ ( r b r m) +  ^ t l t f ( r n , r  Л  .
m = l /  ;‘j

3 . О с н о в н ы е  л е м м ы

Напомним два эквивалентных определения пространства Я 1 (А ).

П усть rb (t) =  ш а х(0 ,1 -  | і |) ,  (է) =  խ ( ֊ ) .  Д ля  /  €  L * (R )  положим

/*(#■) =  sup I  [  ք { յ ) Փ Հ (է -  t)cL t .
C>o\J r

О п р е д е л е н и е  3 .1 . (см. [8]) Будем говорить, ч т о  /  е H 1{R ), если / *  е  L?(<R). 

П ри э т о м  полагаем Ц /Ця1 =  | | /* | | і-

О п р е д е л е н и е  3 .2 . Говорят, ч т о  ф €  L l {R ) является  а том о м , если сущ еству­

е т  интервал I  6  R , т а ко й  ч т о  supp^ с  I ,  sup|0 | <  ^  и Լ  Փ (է)ճէ =  0.

О п р е д е л е н и е  3 .3 . /  €  H l (R ), если сущ е ств ую т а то м ы  фі и  действительны е 

числа а  та ки е , ч т о  f  =  аф {. При э то м  полагается | / | | Я і =  in f(X I~ 1 |с, |), 

где н и ж н я я  грань берется по всевозможны м представлениям  ф ункции f  а т о ­
мами.

8
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Определение 3.3 впервые было дано в работе |9) и там же было доказано, что 

нормы в определениях 3.1 и 3.3 эквивалентны.

Далее нам будет нолезна следующая простая лемма.

о
Л е м м а  3 .1 . П у с т ь  suppy? С [а,/?] и  Լ  ip (t)d t =  d. Тогда для любого Ь >  0  +  

2 {0  — а ) и м е е т  м е сто

б В Ш

ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ КУСОЧНО ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ ...

Д о ка за те л ьств о . Действительно, для / >  20 — а  и Հ  =  3 (t — 0 ) имеем

I

И нтегрируя последнее неравенство получим (3.1). □

¥>* ( t)  >  I [  <р{т)Ф< {է ֊  т)(1т
\J  а

П усть ф атом, т.е. для некоторого интервала I  выполняются условия:

(3.2) s u p p l e / ,  sup|0(<)| <  и ՜ 1, յփ ( է ) ժ է  =  0.

Через 7(ф ) обозначим проекцию ф на Տ ° , т. е. У (ф )(і) =  JR V (t, т)ф(т)с1т. Обозна-

чим та кж е

(3.3) K ՝ ( t , r )  =  £  N „,(t ) ( l  +  y / s r ( r b Tm) +  ^ i | f ( T n tr m) )  ,
t = l  m = l '  ՛

(3.4) P (4>)(t) =  f  К {։,т )ф {т )(1 т  и Բ \(Փ ){է ) =  I  К 1[г,т )ф {т)д т .
J n  J r

Тогда, из (2.17) будем иметь

(3.5) 3>(0)(է) =  Р Ш )  -  P i (Փ )(է).

Л е м м а  3 .2 . С ущ е ств уе т постоянная С \ >  0, т а ка я  ч т о

sup | |? (Փ ) |^ >  >  С і  • In  Д  — 8,

где Д  =  m ax /  а.+Л;+, ձՀ±ձ+ձւ±ձ1 а верхняя грань берется по всевозмож- 
1 < і< п  — 1 Լ  'м + і+ * і+ 2  А«+Л» + і J

ны м а то м а м  ф.

Д о ка за те л ь с тв о . Очевидно, что

(3 .6 )  Н И  >  р ՝ ш )  ֊  p ; m t ) .

И з (3.3), (2.15), (2.14) следует, что

(3.7) Й в Ш ! Tfi+ 1  — r 0
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Следовательно, с учетом (3.2), получим |А(^)(<)1 <  г Поэтому

(3.8) И р  <  I  - 8 -
Т„ + 1  — 7̂о

Дословно повторяя шаги доказательства леммы 5.2 из работы (3), получим

L P '( t)d t >  C i In Д.
Ո>

Комбинируя последнее неравенство с (3.8), (3.6) получим, что

sup II?(</>) II //• >  [  *  T { t) d t >  С \ і п Д - 8.
Jra

Лемма 3.2 доказала. О

Л ем м а  3.3. Д опустим  последовательность 7  регулярная по парам с пара­

метром 7  и с і/щ еств і/г.т та кая  постоянная Ѳ >  0, ч т о  для любой функции 

F  € / / ' ( Я )  выполняется

(3.9) I I W I I w  < Н И І Я ‘ .

Тогда сущ ествует постоянная С7іо >  0, та кая  ч то  

<з 1 П >

Доказательство. Допустим противное: выполняется (3.9) и не выполняется (3.10). 

Тогда для любого натуралыюі՝о к  существует щ , такое что

А ^ + А ? "  ^ І  ...... AS* +  A” ;+ i  „  1
(3.11) „и ни <  լ  ШШ ՈԱ _ пи < I ■

тп»+1 _ т 0  Л тп * + 1  т 0  К

Фиксируем достаточно большое к  (будет уточнено ниже) и допустим для п * вы­

полняется первое из неравенств (3.11). Далее, с целью упрощения записи, вместо 

пк напишем п, а вместо А", т /‘ , N " ( t)  будем писать А; , т,-, ЛТД*), соответственно. 

Итак, выполняются

7՜1 <  * ՛  + . \ + l -  <  7 . для і  =  1 , 2...,ո -  1 ,
A .+ l +  А | + 2

A i 1  І І  1

<з л 2 > <  i

Положим

Ш  Ш  I  V ՝ (№ (») -  ^ 1( *  +  Ai -I-
2 (A l +  A2 )

10
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Очевидно, что ф является атомом и поэтому ||ф||н ՝ =  1- Оценим ||?(Փ)||//> снизу. 

Пусть ош іть Ր (ֆ )(է ) и P i (Փ)(է) определяются формулами (3.4) и имеет место 

представление (3.5). Из (3.3), (2.14) и (2.15), получим

(з л з , і . а м < № < , & м ,
І ІѴ  (A i,+  . . . . + A | |+ | )  А і +  . . .  +  Лп+1

Из этого следует, что
8
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(3.14) |А (* ) (0 1  <
7п+І ~  'О 

откуда получим

(3.15) ІО ДС О Д <  -  8—~  I
Tfi+ 1 ”  Պ)

Заметим, что Р(Ф) — Р { ДД,+\а) ЛГі) =  շք аТ+а-і) 1 c',,eA0DHTCJIb110՛ используя
(3.14) и (3.12), будем иметь для к  >  64

(3.10) Г  П Ф )№  >  I  -  8 —  — ^  >  I
Jro 4  *п + і ~  ’ to о

Положим P j( t)  : =  1Р(0)(О • Х|тъ.т,|(0. и

(3.17) Р;,(<) :=  0>(*)(է) ■ Х|г2,т„+І](«) =  А ( * ) ( 0  • Х[г,,гя+1](0- 

Применяя Лемму 3.1, из (3.16) получим

(3.18) /  K ( t jd t  >  С  In ՜̂1՜1 ՜  -  >  С  \п (к  -  1).
Л »  т - і- т о

Откуда, применяя (3.15) и (3.17), получим

1 № ) | | я ‘  >  /  ,М  P * m t ) d t  >  С \п (к  -  1 ) -  8,
•/то

что противоречит (3.9), если взять к  >  64, так чтобы С  ln(/c -  1) -  8 >  Ѳ. Лемма

3.3 доказана.

4. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

Теорема 4.1. П усть  7  допустимая последовательность ս {^ ո (է ) } ո * շ  соот՜ 

ветствую щ ия система Франклина с нулевыми интегралими. Тогда для того, 

чтобы  система {^ п (0 }пш3 была базисом в Я 1 (Л ) необходимо и достаточно вы­
полнение условий:

(i) последовательность 7  регулярна по парам с параметром 7 ,

(ii) сущ ествует постоянная Ѳ >  0, токам ч т о  для всех п  выполняются

______________________ > 0  и  ______* І + Л п±і______> * .
А? +  AJ +  . . .  +  А "+ ,  “  А? +  AJ +  . . .  +  А;*+ і

11



Доказательство. Необходимость условий ( і ) ,  ( і і )  следует из лемм 3.2, 3.3.

Д остаточность . Из всюду плотности последовательности 7  следует, что (Jn 5° 

всюду плотно в Я 1 (А). Поэтому достаточно доказать, что существует постоянная 

C-y.fl, такая что для любого п  и любого F  6  H l (R ) выполняется |

(4.1) І ІУ п М я »  <

Учитывая определение 3.3, достаточно доказать (4.1) в случае, когда F  является 

атомом, т.е.

(4.2) suppF С [х, у], sup|F (t)| <  — и [  F {t)d t =  0.
У х  Jx

Зафиксируем п. В дальнейших занисях для простоты индекс ո  опускаем, т.е. 

вместо г/*, A” , J *„(F ), будем писать г,, А „ 7 (F ), соответственно.

Возможны следующие случаи.

(1) X <  гь

(2) У > т„,
(3) [ і ,у ]  С [Tj.Tfc], где 1 <  j  <  к <  п.

В  первом случае обсудим два нодслучая: у >  тз или у <  Тз. В первом иодслучае 

из второго условия теоремы и из регулярности последовательности 7  по парам 

имеем

1 Ѳ
(4.3) |[х ,у ]| >  А2 +  Аз >  — (Аі +  А2) >  ֊ ( т „ + і  -  т0).

Следовательно sup |F (t)| <  с»,7 (т „+ і -  то) ՜ 1 и с учетом леммы 2.3, получаем

|3*(jP)(t)| <  Се,у(тп+ і -  т о )՜1.

Принимая во внимание supp3>(F ) С (ть,т„+і). f n J>(F )(t)d t =  0, получим ||3>(^*’)||л/> < 

С$п . Во втором иодслучае (у <  т3) из (2.4) нолучим

|P (F )(i) | <  [  \K (t,r)\\F (T )\d T  <  max |/C (t,r)| <  ֊ Г Г  K с о ,у Ы + і - т о ) ՜ 1-
Jx т€1х,ѵ] AJ ~г

Из (3.4) и (3.7) следует

\P i(F )(t)\ <  С  .
ТѴ|+ 1  “  Го

Следовател ьно |? (F )(t)| <  Сѳ,7 (т „+ і -  то)-1 . Отсюда, с учетом suppiP(F) С

[то,т„+ і]  и f n J>(F)(t)dt =  0, имеем ЦСР(Р)Ци і <  Св։1.

Второй случай доказывается аналогично первому.
12
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Т р е ти й  случай. Допустим P (F ){t) =  / „  К (t, T )F (r)d r имеет представление
Հ  Ո

w w  =

Обозначим ІѴГ =  N t • N ?  =  N i ' X(r,".r- ,)• Рассмотрим функции

1 2 1
(4.4) ipt =  -о ч - іЛ Г ^ , +  Для l < i < n ,

где оо =  а „+ і =  0. Учитывая, что JV,- =  N ~ +  Л',+ . го (4.4) получим
Ո

(4.5) P (F )(t) =  У > ( * )  +  — N f ( t )  +  ^ K ( t ) .
<=i I  * *

Обозначим L t =  suppTVj. Напомним, что suppiV,- =  (т ,_ і,т ,+ і] ,  для 1 <  i  <  ո . 

Негрудно вычислить, что для 1 <  і_< я

(4.6) [  քիէ(է)<1է =  [  P {F )(t)N i(t)d t — [  F (t)N i(t)d t.
J r J § i n

Заметим, что если 1 <  i <  j  или к  <  i  <  n, то suppF Ո  L i — 0. Поэтому

I  F {t)N i(t)d t =  0.
Jr

Следовательно, из (4.6) получим

I  yj>i(t)dt =  0 , когда 1  < i  <  j  или к  < i < n .
Jr

Поэтому

(4.7) Ц^іЦ/ / I  <  |№i||<x>|£i|< когда 1 <  ։  <  j  или Ar <  i  <  ո .

Оценим норму | |E SuppFnL, = 0  , • Для і  <  j  из (2.4) и регулярности последо­

вательности 7  по парам с параметром 7  имеем

(4-8) M o o  <  max |P(F)(«)| <  max \K ( t,r ) \ <  I
t€ [r4_ i ,T 1+I) <6 |T,_i.rf+ i| _____ \ L j \  I

Аналогично получается 

(4.9)

Из (4.7) -  (4.9) следует

■  < С У.

ІІѴЦоо <  7 ՛ fc+2 ]7 7 , когда i >  к. \Ьі\

J 2  Фі
sU|>l>Fnt(=0

Обозначим

(4.10) *(0  = £  *№ • 
іші
13



Нетрудно заметить, что

к
(4.11) £ ^ < ( է )  =  1, когда է € [Tj.Tfc].

Поэтому из (4.10), (4.6), (4.11), (4.2) следует

Г +՝Ф №  = Т ,  \  F ( t )N i№ =  Г  F { t) J 2 m t)d t  =  0.
ТІ-1 im j Щ  Щ  imj

Отсюда, используя suppV» С [т ,_ і,т к+ і). имеем \\ф\\н՝ <  IM Io o ^ fc + i-T j- i)-  Чтобы 
оценить HV’lloo рассмотрим два подслучая: к  — j < 3 u k ֊ j >  4. В  первом 

подслучае из регулярности последовательности 7  по парам с параметром 7  мы 

будем иметь

|[т , - і ,т ѵ и ] |  ~ 7  1Ւ /.Ո + շ]|. для j - І  <  І <  к -  1 .

Следовательно, из (2.4) и ||-Р||і <  1, получим

.up WDI <  шах+ і { Ы )  <  |P(F)(T.)J <  |К((,т,)І <  Д .  .
— — “  *<е<у *

Откуда получим оценку Ц^Ци1 <  С֊,. Во втором подслучае мы имеем [т,-+1, тц_і] С 

( і,  у] С fa  ,т к ] и к  -  1 >  о ՛ +  1) +  2. Следовательно, используя сильную регу­

лярность по парам с параметром 7  последовательности 7  и Лемму 2.1 получим 

|suppV| С [Tj-bTfc+l) и

sup|V»(OI <  3sup |F (t)| < ------- -------- < --------— ------ ,
T f c - l  — T j+ l  T fc + i — T j - i

откуда будем иметь Ц^ІІн1 <  С-,.
Итак, для завершения доказательства теоремы достаточно оценить (см. (4.5))

Лգ дг- +  2 дДГ+ -  P i (F )\\h ՝ в третьем случае. Из (4.6) следует, что

Т  [  I  I  F { t ) T N i( t ) d t  =  Ր  F(t)d t =  0 .
іш\ •'Я •'я  І=1 щ

Следовательно, получаем

(4.12) Լ  ( y N f ( t )  +  у  K ( f )  -  P , ( F ) ( t ) )  dt =  0.

Используя (2-4), неравенство ||F ||i <  1 и условие ( іі) из Теоремы 4.1 получаем

(4.13) |« і|  <  — — -----, К І  <  С$

Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. А. КЕРЯН

Тп+ 1  7՜օ Лі+ 1  Тц
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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ КУСОЧНО ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Теперь оценим P i(F )(t). Так как в этом случае suppF С [т ,,г*] С [т і,т „ ], и
Ո

'  j  A lj( r)  а  1 , дли т  € (т і,тп] следовательно, имеем
ts l

[  F ( r )  Ѵ > , ( т ) А -  =  Г  F ( r )d r  =  О,
Щ  Щ  Щ

откуда используя (3.3), (3.4) (см. также (2.15), (2.14)), иолучим

(4.14) |F ,(F )(t) | =

! J  F ( t ) N i(t)a, #тп(т) ^ у /С ( т ь тт ) +  (тп,тта)^ d rl <

2 max la; I 
1< і< »  1 1 l<m<*»

Из (4.13), (4.14) следует

Св
| у ^ г ( * ) + — е д о ֊ л ( ж * ) | <

3  '  w  3  " w  * ՝  , w | -  T n + i - т ъ '

которое комбинируя с (4.12) получим

ц і і ѵ г + ^ л е - л ^ . і с . .

Теорема 4.1 доказана. О

Замечание 4.1. Несмотря на то , ч то  определения системы Франклина на 

[О, l j  t i на R  с нулевым интегралом аналогичны, однако, необходимые и до­

статочны е условия для базисности э ти х  систем соответственно в простран­

ствах Z/ 1 [0,1] и Н щ К ) не аналогичны. В  работе [10] доказано, ч то  общая си­

стем а Франклина является базисом в Я 1 [0,1]. тогда и только тогда, когда 

порождающая последовательность 7  является регулярной по парам. Д ля пе­

риодической общей системы Франклина теорема такого ж е  характера доказана 

в [ і і | .

П р и м е р  последовательности удовлетворяющ ий условиям ( і) , ( і і )  Тео­

рем ы  4.1. Пусть Հու, т  =  1,2,..., возрастающая последовательность положи­

тельных чисел. Определим допустимую последовательность 7  =  {է» : п  >  0} 

следующим образом. На первом шаге положим to — 0, і і  =  — & , էշ =  Հ \. На 

втором шаге добавим точки կ  =  -՜քշ, կ  =  -Հ լ /2 , է& =  Հւ/2 , կ  =  Հշ- допустим 

7 շո_շ =  {էյ : 0 <  * <  2”  — 2} определено. На ո -ом шаге положим էշ»_ւ =  —Հո-
15



Г. Г. ГЕВОРКЯН, к. А. КЕРЯН

I Іотом добавим слева па право средние точки интервалов образованные точка­

ми 7շ»_յ. И  положим էշ,,4i _ j  *  Հ „ .  I Іродолжая так до бесконечности получим 

доііусгимую 1 юследователы юсть 7 . Ясно, что если

і г \  „  .  .  է £ « 1 + 1  ՜ ՜  4 і »  { п і  +  1 ՜ Հ ա  .(4.15) 0 <  in f -  -  —■ и sup  ------  ------<  эр,
m > * s m  “  s m —1 m >  1 > m  s m - 1

тогда I юсл едовател мюсть T  сильно регулярна ( следовательно, и сильно регу­

лярна но нарам). Очевидно, что последовательность 7  удовлетворяет условию

(іі), тогда и только тогда

(4.16) in f >  1.
"*> і U - 1

Так как дли =  ат , при а >  1, условия (4.15), (4.16) удовлетворены, следова՜ 

тельно, последовательность 7  определенная как выше для Հ ո, =  s '" , при а > 1, 

будет удовлетворять условиям Теоремы 4.1, а соответствующая система Фран­

клина с нулевым средними {F „(< )}^ 2 будет базисом в Я 1 (Я). 

A b s tra c t. For an admissible sequence 7  we define an orthonormal system consisting 

of piecewise linear functions w ith  vanishing integrals on R. Necessary and sufficient 

conditions on 7  are found for the corresponding systcin to  be a basis in H ] (R ).
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