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А н н о т а ц и я . В  работе найдено необходимое и достаточное алгебраическое 
условие для сравнения с весом двумерных многочленов.
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1. В в е д е н и е

Пусть N  - множество натуральных чисел No =  Л Г и {0 }, N ft - множество п  €  N  

мерных мультиипдексов, т.е. точек а  =  (с*\, ...,а п) оtj G No j  =  1 ,..., n , R n

-  ո - мерное вещественное эвклидово пространство точек Հ  =  ( £ i, . . . , fu ) i Я + =

i t e R " ,  Հ յ >  0 j  =  1, . . . ,п } ,  R% =  { Հ  e  R n , t i  • • • &  Փ  о }, С  =  R x i R  

( t2 =  —1). Д ля любых £,77 6  Я п , і/ €  Я + , է >  0 и a  €  Nf f  обозначим ||£|| =

(fi I  + fn)1/2i (£.»?) I  £i • m 1 -  + €n • j?n> M = и + ... + |n, If I" 1
ІбГ -ІСпГ", է - Հ  =  ( t -1.....t  ■ £„), и | “ I  где

D j =  d /d £ j, /s i......n.

Характеристическим многогранником (х.м .) конечного набора Ճ  С Я 1 назы

вается минимальный вы пуклы й м ногогранник 9ft С Я ”  содержащий множество 

A  U {0 }. М ногогранник 3ft С Я+ называется полный, если 9ft имеет вершину в 

начале координат и отличные от начала координат верш ину на каж дой оси ко

ординат. Полный м ногогранник 9ft С R+ называется вполне правильный (в .п .), 

если компоненты всех внешних (огносительно 9ft) (ո — 1) - мерных некоординат

ных граней положительны.

Д ля в.п. многогранника 9ft через A(9ft) обозначим множество нормалей (п  — 1)

- мерных пекоординатных граней 9ft

A(9ft) =  {Л =  (A i,...,A n) : m in {A ;,j =  1, ...,n }  =  1 }.
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Через В  обозначим множество тех в.п. многогранников 9ft для которых

т а х {( і/, Л) : ѵ  6 Я } <  1 ѴЛ € Л (9ft).

Д ля  многогранника 9ft 6  В  обозначим:

9ft° - множество вершин 9ft,

09ft =  {и  е 9ft : 3 Л € A(9ft), (і/, Л) =  т а х {(д , А), д  € 9ft}}

и сопоставим следующую ф ункцию

і/€Я°
Известно (см. например [1] или [2]), что многогранник 9ft является х.м. набора

* i j f t  Числа

/>о(9£) =  т а х { |і/ | : ѵ  € 9ft0}  и pi(3ft) =  m in {|i/| : О Ф v  € 9ft0}

называется соответственно максимальным и минимальным порядком функции 

Нц. Т ак ка к, очевидно, 0 € 9ft° (9ft €  В ), то с некоторой постоянной с >  1

(1.1) с - 1 • ( 1 1  i l l s  I  И  <  I  ( 1 1 Ш Ш  <  I (1 +  И  Ѵ£ е Шп.

П усть Р (£ ) =  7а € С , многочлен, где сумма распространяется по ко-

і=о
где т  =  т а х { |а | : а  €  (Р )}  -  порядок многочлена Ր ,  a P j -  однородный

многочлен порядка j , j  =  0,..., га.

Т очка т  €  R n называется нулем многочлена Р  порядка 1(т) €  N q, если

Ѵ я М  :=  (D a P )( r )  =  0 V a € iV J , И  <  1(т ) и ] Г  \Р (а\ т ) \  փ  0.
М = і( т )

По определению при Р (т ) Ф 0 будем считать, что 1(т ) =  0. Д ля однородного 

многочлена Рт  порядка m  обозначим $ 3 (Р т) =  { т  € # Л, ||т|| =  1, Р т (т ) =  0} .

О пред ел ени е  1 .1 . (см. /S/, определение 10.3.Հ). Будем говорить , ч т о  много

член Q слабее многочлена Р  и записы вать Q -< Р , если с некоторой постоянной  

с >  0 <§(£, 1) <  с • Р (£ , 1) при всех Հ  € Д п , где скя данного многочлена զ и числа 

է > 0

а
нечному набору (Р ) =  { а €  JVjJ, 7а փ  0 }. 

Представим многочлен Р  в виде суммы
m
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О п р е д е л е н и е  1 .2 . Для  €  В  многочлен Q  /?эг слабее многочлена Р  и будем
hfn

использовать запись Q  -Հ Р , если с некоторой постоянной с >  О

, МО) < с • Р((, МО) ѵс € Я".

О п р е д е л е н и е  1 .3 . (см. [4] или [3]). Будем говорить, ч т о  многочлен Р  пред

ставленный в виде (1.2) гиперболичен (по Гордингу) относительно вектора 

О փ  г) € Rn, если Р т іѵ ) փ  0 и сущ ествует постоянная с € Я  для которого 

Р(£ + 1 • է  • ղ) փ  О при всех է <  с и ք  € Яп .

О п р е д е л е н и е  1 .4 . (см. [б]). Для € В  будем говорить, ч то  многочлен Р  

представленный в виде (1.2) /ія  гиперболичен относительно вектора 0 փ  rj € 

Rn, если Рт (ѵ) Փ 0 t i сущ ествует постоянная с € Я для которого P (£ + i՝t՝r j) փ  О 

при է <  с • Л»(0» £ € Я” -

И звестно (см. [5] или [6] при rj =  (1 .0 , ..., 0 )), что  если м ногочлен Р  հ&  гипер

боличен относительно вектора r j, то  его главная часть Рт  гиперболична по Гор

д и нгу  относительно г). В работах [5]-[7] найдены достаточны е условия на млад

шие члепы многочлена Р  при выполнении которы х м ногочлен становится h#  

гиперболическим  относительно вектора r j, если Рт  гиперболичен по Гордингу 

относительно rj. В  работах [3] и [8] доказано, что  м ногочлен Р  гиперболичен по 

Гордингу относительно вектора г\ тогда и только  тогда , ко гд а  гиперболичен по 

Гордингу относительно т/ многочлен Рт  и  Р$ <  Pm j  — 0 , т  — 1.

Цель настоящ ей работы  найти необходимое и  достаточное условие на  м ного

член Q  о т двух переменных, чтобы  Q  было /і&  слабее 91 €  В  заданного однород

ного многочлена.

В  следую щ их параграф ах будем считать, что  ո  =  2 и рассматриваемые мно

гочлены являю тся многочленами от двух Հ  =  (£ւ>£շ) переменных.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  

П р е д л о ж е н и е  2 .1 . П усть  ЗИ €  В  и

Xr№ )  =  m in  max(z/, А ) /А г  г  = 1 , 2 .
А€Л(Я) * € «  "

Тогда

(1) 1 > р0(Я) > рх(Я) > 0,

(2) И с { і / € Я *  : И < 1 ) ,

(3) для любого ѵ  е 9£ U Я§ ѵТ <  Х г(й) т =  1 ,2 ,
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(4 ) ( х і ( * ) - 0 ) . ( 0 . Х 2 ( й ) ) б 5 г ° .

Доказательство, тривиально и поэтому не приводится. □

Л ем м а 2.1. П усть В  € 9ft. Тогда

(1 ) X I ( * )  == :=  s u p W ( l  -  ւ / շ ) : V е  ՑՀէ, Աշ <  1 },

(2 ) Х г(Я ) է  “ 2 :=  sup W ( 1  -  * / i ) : і / €  3 » , u i <  1 }.

Доказательство. Так как утверждение пункта 1 доказывается аналогично утвер

ждению пункта 2, то мы докажем только пункт 2.

Пусть наоборот ռշ փ  Хг№ * Так как в силу пункта 4 предложения 2.1 օ շ  >  

X2(9ft), то это означает, что <ւշ >  зд(Я). Тогда из определений чисел а2 и Х г№  

существуют точка і/° € 99ft, i/ f  <  1 и вектор А0 Е A(9ft) для которых

і/2/(1  ֊֊ I/?) >  т а х {(і/, А°)/А§ : і/ € 9ft} = : Ѳ0/Х°2,

или, что тоже самое і/° во 4- А§ >  Ѳо- Так как А° >  1 >  0о (см. определение

множества В ) , то отсюда получаем, что ( і/ ° ,  А0) > 0о, т.е. і/° £ 9ft. Так как 98ft С 3ft, 

то это противоречит условию і/° € 99ft и доказывает, что Ռշ =  Х г№ - Лемма 2.1 

доказана. □

Зам ечание 2.1. П усть  К  Е В . Тогда в силу пункта  Հ предложения 2.1 

1'• Xi(3ft) =  ш а х {і/і/(1  -  ѵ2) : ѵ  Е 99ft, i/շ <  1},

^ • Хг(Я) =  т а х { і/2/(1  -  і^ )  : ѵ Е 99ft, і/ і <  1}.

Для многоугольника 9ft € В  обозначим

S i (Я ) =  {6  : / * ( * )  :=  т а х { і/ !  +  J • i/շ : і/  €  Я0}  <  Х і№ )},

2S2(9ft) =  {ծ  : g&(6) :=  тах{<£ • ւդ  +  i/շ : і/ Е 9ft0} <  Xa(3ft)}»

Xr(9ft) =  sup{£ : 6 € -Er (9ft)} г  =  1,2.

Нетрудно заметить, что для любого 9ft Е В , 0 <  Xr(9ft) <  1 г  =  1,2 и в силу 

замкнутости множества E r (K) x r (9ft) 6 £ Г(Я) г  =  1,2.
X

Л ем м а 2.2. П усть  3* 6 В. Тогда

( 1 )  Х г ( Я )  >  Х г ( Я )  г  = 1 , 2 ,

( 2 )  f« (S )  U  X i ( !R )  при S <  X i ( R ) ,  Х і  W  <  fa{& ) <■ 6 ս  fn (6 ) <  po(R) при

6 I  (Х і(Я ),1 ),

(3 )  9к{0 )  =  x a ( 3 l )  n p u  0  <  х г ( ® ) і  Х гО Ю  <  f fx W  <  Ѳ и дц(Ѳ) <  p o (R )  при 

« € ( х а ( » ) , 1 ] .
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Доказательство. Покажем, что Х і(Щ  >  Х і W - Доказательство х з (^ ) ^
>  Х г(^) аналогично. Так как /я  монотонно возрастающая функция, то для до

казательства неравенства Х і(^ ) 5  ХіОЮ достаточно показать, что /эг(хіОЮ ) < 
Хі(Э^). В силу замечания 2.1 имеем

Х і(Й ) > " 1 + Х і(И ) *'2 Ѵ і/€ 0 Я , */շ <  1,

и для некоторого і/° € Տ էԼ ւտշ <  1 X i(^ ) =  ^ і +  X i(^ )  * ^շ- Отсюда получаем, 

что

Х і(& ) =  sup{i/i +  x i(R ) "շ  : у  € в®, ւ/շ <  1}.

Так как иւ 4- X i№  * ѵ2 непрерывно п о і/и  X i(R ) >  О» то отсюда получаем, что 

XiОЮ =  sup{i/i4 ֊xi(Պ 'Ա2 •* ս € 0®} =  шах{і/і+Хі(Я?) і/2, і/ € Я0} =  /я(хі@&)),

следовательно Xi(9R) ^  X i(^)*

Из определения числа Хі(9£), замкнутости Е \(К ) и монотонности /а? непо

средственно следует, что /я (£ ) >  ХіОЮ при >  x iW -  Так как, очевидно, при
6 < 1 /» (£ ) ^  ро(9?), то для завершения доказательсгва пункта 2 остается по

казать, что

/я(<5) <  при S € (х і (^ ), 1]*

Пусть 6 € (хі(З^), 1], следовательно 6 > ХіОЮ* Тогда в силу леммы 2.1 <5 > 

s u p {i/i/( l — i/ շ ) : V € 95ft, սշ <  1}. Отсюда получаем, что при всех ѵ £ 93ft, і/і4-
Տւ/շ <  S.

Так как 9R° С 99R, то отсюда получаем, что /з?(<$) <  <5. Поскольку утверждение 

пункта 3 доказывается аналогично утверждению пункта 2, то этим лемма 2.2 
доказана. Ш

Предложение 2.2. П усть  Sft € В, Ճ < 1, x(t) > 0  է > 1 локально ограни

ченная функция для которой te • x (t) —> оо, £""е • х(£) —> 0 при է —> оо длл любого 

£ > 0 ,  Т , Ч € Л 2, ||гЛ =»Ці}|| *  1, (т .ч ) = 0  ս £ ( է )  =  է т  +  і *  ■*(*)•»?.

Тогда с некоторой постоянной с > 1 при է > 1 

1)  с՜ 1 ■ է*<») <  Խ (Հ (է ) )  <  с • если т  G Я§,
2.aJ с՜ 1 • $х»(Я) <  հո(Հ(է )) < с • fX iW  при <5 <  Хх(Я), при т  =  ± (1, 0)

2 .Ъ) еГ1 • (fX iW  +  - m in {l,g (t)}) <  Խ (Հ (է ) )  <  c -m a x {l,x (t)}  при

ծ >  X i(^ ); если т  =  ± (1, 0),
с՜ 1 • tX3*(R) <  /і«(€(£)) <  с • tXaW при 6 <  хгОЮ, если т  =  ± (0, 1),

8Л) с” 1 • ( f * W  +  «§■№ - л іп {1,гс(е)}) <  М К * ) )  < c t9m{6) • m a x {l,£ (t)} при

5 >  X2W), если т  =  ± (0, 1).
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Доказательство, непосредственно следует из определений функций /ія , /# , дя, 

чисел ро(У1)у ХіОЮ» ХіОЮ и пунктов 2 и 4 предложения 2.1. □

П редлож ение 2.3. П усть для неотрицательного однородного многочлена Рт  

порядка т  т  € 5Z(Pm)* Тогда

Q nr)(0 =  2 2  ^ 0 ѵ * € Д 2,
|a|=J(r)

где 1(т) - порядок нуля многочлена Рт  в точке т.

Доказательство. Предположим обратное, что при условий предложения, суще

ствует точка f°  € R2 для которого Qi(T) 0. Так как по формуле Тейлора 

для любого է >  0 в силу определения 1(т)

Р „ ( г + И . ) =  Е  Ճ ճ ճ ւ ճ ,  ք ֊ Г : Е  f  r Q r ( f 0;

* r=i(r) |a |=r r=l(r)

то из условия Qf(r )(C ) <  0 при малых է >  0 имеем, что

Pm(T +  t-£ o) < i * ' (T)Q1(T)(e °)< 0 .

Это противоречит условию предложения и доказывает, что при условиях пред

ложения Q((r ) (0  ^  0 при всех Հ € Я2. Предложение 2.3 доказано. П

П редлож ение 2.4. П усть Рто >  0, Р,Пі >  0 однородные многочлены со

ответственно порядка т о  и гп \. Тогда для любого т  € R , ||т|| =  1 1(т) =

т іп { /о (т ) ,/ і( т ) } , где /(т ), ZoM и 1і ( т ) порядки нуля в точке т соответствен

но для многочленов Рщц +  Р тх > Рто ս  Р ті •

Доказательство. Так как утверждение предложения очевидно при т  £ £(Pmo)U 

U £ (Р т і ) и при /0(г ) ^  Z i(r), когда г  € ]£(-Рти) и  то пусть

т  е Е ( Р«»о) U Е (Р т .)  и /0(т) =  / і( г ) .
Предположим обратное, что 1(т) փ  Іо(т) — Іі(т ) . Так как очевидно /(г ) >

>  m infio(T ), I  (г ) } , то это означает, что 1{т) >  10(т) =  Іі(т ). Тогда из определения 

порядка нуля имеем, что

(2-1) р £ }(т) +  =  0 Ѵа € Nq, Н < /о (т ) .

Так как в силу предложения 2.3

« м -  Е  ^ ^ > 0. £6  я’ .
| « М о ( т )
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г - V Ш В Ш . ո , г 1г ь{т) ֊  2 ^  — Tj------> 0 , Հ  € R  ,
N = / l ( r )

то учитывая, что Iq(t ) =  1\(т) в силу (2.1) получаем, что Q i0(T) =  0 (Г /0(г ) =  0),

т.е.

PmuV) = 0  V a €  NS, H  =  /o (r).

Так как в силу определения Іо(т)

Р £ }Щ  1 0 Ѵа € N l |а| <  И

то это противоречит определению Іо(т). Полученное противоречие доказывает 

справедливость предложения 2.4. □

Следствие 2.1. П усть Рт  - однородный многочлен порядка т  и т  € 53(Рт )- 

Тогда для любого г  6 Ло, г  <  Z(r) (7(т) порядок нуля многочлена Р т  в точке  

т ) порядок нуля многочлена

22 № 4 հ)\2
Н=Г

в точке т  равна 2(1(т) — г).

Доказательство, непосредственно следует из предложения 2.4. □

Л емм а 2.3. П усть  9ft € В , Р  многочлен представленный в виде (1.2) и rj € 

Н \53(Pm)» INI =  1* Тогда для любого многочлена Q порядка не выше т  суш}е- 

ств у ю т числа е,с >  0 для которых

Չ((, МО) < с • Ր(Հ, МО) Ѵ£ е D(V, е), 

где D (t],£) =  { Հ €  R \  ||£/||«11 |  VII <  Щ  

Доказательство. Пусть

£օ = inf ,|1»7-т||- т€̂ 2(Рт)
Так как множество ]Г (Р т ) замкнуто и rj Հ  JZ(Pm), то e<j >  0. Пусть £ =  £о/2- 

Так как по теореме Ваерштрасса

S = inf{|Pm(OI» К В -1 , К - і | | |< е } > 0 ,

то с некоторыми постоянными с і, շշ >  0 в силу левой части оценки (1.1) при всех 

достаточно больших Հ  € D (r/, е) имеем, что

> 5(ір(оі+ч?(0) > сі • ai/woi 1 122 ^(он 1 1 >
յա  о
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Ш  1 1 ' И і  •6 - 1В  l l# W M ) } |  1 1) > с Ш Г  1 1
і=0

Для многочлена Q в силу условия леммы с применением правой части оценки

(1.1) с некоторыми постоянными сз,с4 > 0 при всех Հ € R2 имеем, что

Չ (Հ ,հ * ( Հ ) )  =  / " g  |Q(«)(0 |-hJ{e,(0 < сз 5 3  (1 +  Ш Г " ,а |• (1 +  Ш ) ,в |<
Y |a|=m

< с 4 - ( і +  ІІШ га-

Отсюда и из оценки (2.2) непосредственно получаем утверждение Леммы 2.3. □

П редлож ение 2.5. (см. [ 10/). П усть Рт  - однородный многочлен порядка т  

о т  двух переменных, т  € $2(Рт)> т/ € Я2, |խ || =  1 и ( t , ij)  =  0. Тогда суще-

с тв у ю т  число е >  0 для которого

і̂ ВіІИіін ՛ I г « ю  <

<  • \(t,v)\«T) v? € D (r ,c ) ,

где і(т ) порядок нуля многочлена Рт  в точке т, D -ղ Рт (т) փ  0 a Dq - производ

ная по направлению 77-

Доказательства следующих двух утверждений тривиальны, поэтому мы их 

оііускаем.

П редлож ение 2.6. Для любых яг, і , г  6 ЛГ0, 0 <  г  <  / и 5, р е Я

(1) m - l  +  V - r W +  f * -  maxfm ՜ - * ) . " » ֊ *(* - Р)У,
(2) если / >  2, б ф р  mo при всех г :  1 < г < / - 1

+  r )6 +  p r<  max{m -  /(1 - 6) ,т п -  J(1 -  р)}.

П р е д л о ж е н и е  2 .7 . Пусть  т о ,  , k ,  1 1  ի ,  <5о €  (0 ,1), т о > т ь  т о  >

ЯМ т , г  I. « «о -  S I I I  11,(11В
|№ §|

^ лий> т о  — fc (l ~  ад > т і  — /і(1  — <fo), т о
(2) если либо т о  '  7,1,1

т о  -  /0(1 -  S) >  т і  -  /і(1  -  J) W  € (ճ0, 1).
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3. С р а в н е н и е  д в у м е р н ы х  м н о г о ч л е н о в

Пусть <5о,<*і € (0,1), Яі > ծօ, f(S ) =  Տ Ճ  < /( ծ )  <  ծ, Տ € (ծւ, 1)յ х (О»
է > 1 локально ограниченная положительная функция для которой tex (t) —> оо, 
t~ex (t) —► 0 при է ֊> оо для любого е > 0, /і(£, Տ) է > 1, Տ <  1 функция для которой 
с некоторой постоянной с > 1  при է >  1

(3.1) с *1 • «*■ <  հ(է, Տ) <  с է6° 6 <  So,

(3 .2) с՜ 1 (£ճօ + •  m in {l,x (< )}) <  / i( t ,S) <  с • t-W  m ax{l, ж (*)}, <J 6  (ծօ, 1].

Лемма 3.1. Пусть числа то . m i, Zo; Zi, ̂ о удовлетворяют условиям предложе
ния 2.7 a f,x ,h  и 6\ выше описанные функции и число. Тогда для любого S <  1

(3.3) F(S) :=  lim  G i(t) G2(t) <  оо,
t —»oѲ

где Gr (t) =  ̂ m,.-ir+(iv-j)S . xi r - j ^  . հյ(է, S), r  =  0,1.
i=o

Доказательство. Рассмотрим следующие возможные случаи 1) (5 =  <$о, 2) S < So, 
3) ճ0 < 6 < 8\ (при >  So) и 4) ճյլ < Տ <  1.

В случае 1), в силу оценки (3.2) т.к. f{So) =  So, с некоторой постоянной С\ > О 
имеем

„  1  И 1 і  . ( 1 1  §  տ
а д

Если m i — /і(1  — ^о) <  — Zo(l — ծ օ), то в силу условия на функцию x(t) отсюда
получаем, что F(So) =  0. Если же т \  — Z i(l — So) =  mo — Zo(l ՜  то из условий 
т о > тпі и Jo < 1 имеем, что Іо > Zi, следовательно F(So) <  2сі. Этим выполнение 
соотнош ения (3.3) в случае 1) доказано.

Рассмотрим случай 2). Так как в этом случае f(S ) =  ծօ > ծ, то в силу оценки
(3.1) и условия на функцию x(t) с некоторыми постоянными сз > օշ > 1 при 
достаточно больших է имеем, что

Jo
Go(t) >  C j1 • tfno-hHlg-flS+jto . xl°~ i(t) >  ( կ 1 • tmo- lo(l֊ 6o)̂

m  о 

I
G i ( t )  <  C2 • . д Л  - i  <  Сз .

P  0

Откуда P(J) < c§. Этим выполнение соотношения (3.3) и в случае 2) доказана.
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Рассмотрим случай 3). Т а к ка к  в этом случае f(S )  =  $о, то в силу оценки (3.2) 

с некоторой постоянной C4 >  0 имеем, что

Ш
Е  ■ (1 +  x i( t ) )

СРАВНЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

F (S ) <  С4 • lim J=0
t ֊* 00 Jo

£  fm o-lo+Vo-W +So j  . ^ o - j( f )  . [1 +  (m in { l, x ( t ) } ) j’J
j= o

Т а к к а к  в случае 3) S >  So, то  в силу предложения 2.6 и условия на ф ункцию  

x ( t)  отсю да с некоторой постоянной C5 >  0 имеем, что

____ £քՈւ-1ւ(1-ճ )  . Tl 1 (ք\
(3 .5) F (S ) <  eg • lim  ՛■■ - 7-7,  тг— г Н .
V W  *->оо£™о-*о(1-*) . x h ( t)

Если либо rriQ >  77i  1 либо rno*“ io ( l“ "^o) >  w ii—Z i( l—ծ օ), то  в силу предложения 2.7 

и условия на ф ункцию  x ( t)  имеем, что F (S ) =  0. Если ж е т 0 =  т і , ттіо ՜  fo ( l— 

—Jo) =  77i  1 — / і (1 — So) (см. уел. леммы), то  /о =  h  та к  ка к  ճ օ <  1 и но этому 

F (S ) <  С5. Э тим  выполнение соотнош ения и в случае 3 доказана.

Рассмотрим случай 4). В  силу оценки (3.2) с некоторой постоянной сц >  0 

имеем, что

£  էո 4 ~ հ + {հ ֊3 )6 + № յ . x h ֊ Հ է ) . ( i  _|_ х і( * ) )  
j= o

F (S ) <  се • lim
է—юе *о

2  t,mo—lo+(io —j)&  . [^ օ ՚յ +  /̂(«5) i( m in { l,  x (£ )})J] • x l0~ i( t)
Я I

Т а к  к а к  в случае 4) So <  f ( 6) <  то  в силу предложения 2.6 и условия на 

ф ун кц и ю  х(£) с некоторой постоянной с? >  0 цол у  чаем оценку (3.5). Теперь 

проводя аналогичны е рассуж дения ка к  после оценки (3.5) получим, что F(S ) <  

00 и  в случае 4 ). Л емма 3.1 доказана. О

Теорема 3.1. П у с т ь  Я € В, ро(Я) <  1, Рто  и  р тх однородные многочлены  

с о о тв е тс тв е н н о  порядка т о  >  ш і. М ногочлен Ртх  h#  слабее многочлена Р ^  

то гд а  и то л ь ко  то гд а , когда
X

(3 .6) ТПі -  / і( т ) (1  -  6о (т )) <  ГПо ֊  /о (т)(1  -  $о(г )) ^  У"1(^то)»

где /о (г ), / յ ( г )  порядки нуля в то ч ке  г  со о тв е тств е н н о  многочленов Рто  и Р т ,

а

<*о(0 =

Ро(Я)> если Г € 23(Рто) Ո
Х і№ >  если Т 6  Х Х ^ т о ): г2 =  0
Х2(3̂ )> если г  €  2 (Рш0): ո  =  0
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Доказательство. Необходимость. Пусть т  € 53(Рт0)« Հ* s * т  4* տ °^ т ), տ =  
1 ,2 ,..., где г} € Я2, IIг;II =  1 и (т,гу) =  0. Не трудно заметить, что с некоторой 

постоянной сі >  1 имеем (см. определение 6q(t ))

(3.7) c f1 ■ s - 'd l <  М П  I  Cl ■ яіо(т), I  =  1. շ. I
Так как, в силу условия ро(^) <  1, для любого г  € J2(Pm0) ^о(т) <  1, то для
любого числа е >  0 при достаточно больших տ €  D ( t , е) (определение D ( t > շ ) 

в лемме 2.3). Тогда в силу предложения 2.6 с некоторой постоянной շշ >  0 при 

достаточно больших տ имеем

(3.8) Рт ։ (С , П ш Ю ) >  IРтг (Г ) | >  С2 • Sm‘ - /l(T) I в 'і(т) Ло(т).

Для многочлена Рто с применением формулы Тейлора в силу оценки (3.7) с 

некоторыми постоянными сз,с4 > 0  при всех з имеем

(3 .9 ) Р т о іС ,  Ы О )  <  сз[ Y ,  smo" Zo(r)+(Zo(r)" ,a,Mo(T) • / о(т)|ог,+
|а|<*о(г)

_|_ ^  sm0֊|ft| . 55o(r) |a|j Հ  sm o-io(r)(l-Jo(r))

*о (т )< |о |< тп о

հքքէ
Так как по условию теоремы Рт і -Հ Pmo, то из оценок (3.8) - (3.9) непосред

ственно получаем неравенство (3.6). □

Д остаточность. Предположим обратное, что при условиях теоремы существует 

последовательность С Я2, ||£э|| —> оо при з —> оо для которой

(3.10) Рт і  ( f a, /ія(С *))/Апи(£*, Խ ( Հ Տ)) оо когда տ ֊> оо.

Так как mo > m i, то отсюда не умоляя общности на основании леммы 3.1 имеем, 

что последовательность {т * :=  CVIICSII}SU имеет предел и этот предел принадле

ж ит множеству Y,(Pm0)- Пусть Тн -> т  € £ ( / т 0) при 5 —► оо, 77 £ Я2; |խ || =  1
и (т),т) =  0. Так как векторы ?/, т  являются ортонормальным базисом в Я2, то 

для любого տ =  1 ,2 ,... существуют числа ір(з) и ^ ( з) такие, что

(3 .11) Г  =  ¥>(*) • г  +  Ѵ>(«) * 5 =  1 ,2 ,. . . .

Очевидно, за счет выбора вектора 77, можно считать (не умаляя общности), что 

ф(з) >  0 при всех з. Так как т* —> т  при տ —> оо, то из представления (3.11) 

следует, что ^ (« )/||£ л|| —> 1, Ղի{տ)խ(տ) -> 0 при з -> оо.

Покажем, что при достаточно больших 5 ф(з) > 0. Предположим обратное, 

что существует подпоследовательность последовательности которую так
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же обозначим через для которого ф(з) =  0. s =  1 ,2,.... Тогда с некоторой
постоянной Сб >  0 в силу следствия 1 имеем, что

МС» § / Щ  >
I  \а\Ыо(т)

>  C5 • r - W f ) ( i )  • ь * ( г ) ( 0 ,  5 =  1 ,2 ,....

Так как, см. пуркт 4) предложения 2.1 и определение чисел Ро(&),^о(т), с неко

торой постоянной Сц >  1 при £* =  <p(s) • т

(3.12) Й  • ѵ>М г) <  М П  <  <* ■ ѵ>М т)(«). s =  1 .2 ,...

то отсюда с некоторой постоянной c j >  0 при всех տ =  1,2,... имеем, что

(3.13) Pmo( f ',  М П )  >  I  •

Так как ро(9£) <  1, то в силу средней части оценки (1.1), оценки (3.12) и опреде

ления /і( т )  с некоторыми постоянными eg, eg > 0 имеем, что

А* (Г, МП) 11 I  |ѵ»-.-И(я)РІ“)(г)|2-^в|(е) <

(3.14) < c 8 - ¥>m՝ - '1(T> (e ) /i^ (T)( 0 < c e ^ m," ' ,(T)(1_M r))(e), я =  1,2,...

Оценки (3.13) и (3.14) в силу неравенства (3.6) противоречат соотношению (3.10) 

и доказывают, что при достаточно больших $ (не умаляя общности будем считать 

для всех з) Փ(տ) >  0.

Пусть рз =1  n (ip (s))/ In ip(s), т.е. էի(տ) =  գ?ա (տ), 5 =  1,2,.... Так как ՚Փ(տ)խ(տ) ->

0 при з —> ос, то не умаляя общности будем считать, что р9 <  1, տ =  1,2, .... 
Покажем, что при условия теоремы, если выполняется соотношение (3.10), то

(3.15) lim  оտ >  0.
інео

Предположим обратное, что, существует подпоследовательность последователь

ности которую также обозначим через { f e}£Li для которого существует

число 6<; 0 для которого рз 6 при տ —>. Так как для любого е >  0 при доста

точно больших տ Հտ € D (r, е), то с некоторыми постоянными сю, сц >  0 в силу 

следствия 2.1, предложений 2.2, 2.5 и определения числа <?о(г ) ПРИ достаточно 
больших з имеем

*і (г)
£», (**, МИ) < сю ■ Ц  № ‘ ) ■ Ш  ЮЙ?<НІ+

г*=0 |аг|=г
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+ Е հ*{ՀՏ) ■ Е ір№)И ̂
г= Іі(т)+1 М«*г

«і(т)
< СП • Ц  V>r-io(T)(s)-̂ ,n,_',(T)W • К*(в))',(т)-Г+

Г-О
ШіI Е ¥>г Мт)00

г= Іг ( г )+ 1

Т ак ка к  ps —> S <  0 при տ ->  оо и 0 <  6о(т) <  1, то отсюда с некоторой постоянной 

Сі2 >  0 в силу средней части оценки (1.1) при достаточно больш их 5 имеем, что

(3.16) Р т Л И М П )  <  Й2 • r - ' . w p - M r » (s).

Аналогично для многочлена Рто  с некоторыми постоянными С із,С і4 >  0 при 

достаточно больших տ имеем, что

Лпо(г.ып)>сіз- Е \р£!(а\2-№т)ю>
|а|=І0(г)

(3.17) >  Си • ^ - * о ( т ) ( і- * о ( г ) ) ( 5)

Оценки (3.16) и (3.17) в силу неравенства (3.6) противоречат соотношению (3.10) 

и доказывают справедливость (3.15).

Очевидно, за счет выбора подпоследовательности последовательности ,

можно считать, что существует число S €  (0 ,1 ] для которого р9 —> 6 при տ —► оо. 

Покажем, что 6 <  1. П усть, наоборот, Տ =  1. Тогда из представления (3.11) имеем, 

что £* =  ч>{в)т 4- </?(տ) • 9Տ • т]. где Ѳ8 :=  Փ (տ )/փ (տ ) =  <pPe~ l {s ), տ =  1 ,2 ,.... Т ак ка к

Փ (տ )/(ք(տ ) —► оо, ря —> 1 при տ —> оо, то

(3.18) 05 —> 0, y?e(s) • 0* —> оо при տ —► оо. 

для любого £• >  0.

И з определений ф ункции /і&  и числа Ро(З^) с некоторой постоянной сіб >  О 

при всех տ =  1 ,2 ,... имеем, что

(3.19) 11 • Ѳ, • Հ"1*1 < LB < В • чР™ Ц
Т ак ка к для любого е >  0 при достаточно больших а Հ ” €  D (r , е), то  в силу

предложения 2.5 с некоторой постоянной сіе >  0 при достаточно больших տ 

имеем

(3-20) А п„ ( Г , М П )  >  Я ’Я  >  р  ■ / " " ( * )  • ! «
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Д ля многочлена Рт і  в силу предложения 2.5, следствия 2.1 и оценки (3.19) при 

достаточно больш их տ с некоторыми постоянными c n ,c \s  >  0 имеем

Լ  (г)

А п , ( Г , М О )  <  С17 • ( Е  * & « * )  ■ £  Ю Й Ч Ш +
г=0 |а|=г

m i

+ Е W) • Е ір-Лпі] <
r = l i ( r ) + l  | « | = r

й (т ) яИ
< сі8• [Е ѵ>г'4о(т)(*)• ШЩШ• (v(s)̂ )',(T)"r+ Е

г = 0  _  - p f *  r = i i ( r ) + l

Отсюда, в силу условия p o ffi) <  1 и соотношения (3.18), с некоторой постоянной 

с і9 >  0 при достаточно больших տ имеем

(3.21) Я В М П ) < 1  • I I  і  • g f l

Если т о  >  тп і, то  оценки (3.20) и (3.21) противоречат соотношению (3.10) в силу

(3.18). Если ж е mo — т ь  то противоречие с соогношением (3.10) получается 

из соотношения (3.18) и неравенства (3.6), так ка к в этом случае կ (т) >  Іо(т). 

Полученное противоречие доказывает, что 6 €  (0 ,1 ).

П усть Տ € (0 ,1 ). Тогда из представления (3.11) имеем, что Հ* =  y?(s) * т +  

+Ѵ?*(5) 4 0» • Vi где Ѳа :=  (ppa~*(s) =  Ղի{տ)/ {տ) տ =  1 ,2 ,.... П ри этом для любого 

е >  0 имеем

(3.22) <£>*($) ■ Ѳ8 - *  оо, ^ ~ e(s) • 0* —>• 0 . когда s —f оо.

Через x ( t)  обозначим локально ограниченную ф ункцию  для которого Ѳ8 — x(<p(s)), 

а через / i( t, S) ф ункцию  h & (t՝T + t *a:ft)*?j). В силу предложения 2.2 ф ункция h (ty S) 

удовлетворяет оценкам (3.1), (3.2) с f { 6) =  дя(6) при т  =  ± (0 .1 ), f(S ) =  fa (S ) 

при г  =  ± (1 ,0 ), So =  S (r), Si =  x i(S )  п р и т  =  ± (1 ,0 ) и Si =  X2W  п р и т  =  ± (0 ,1 ).

В силу предложения 2.6, следствия 2.1, соотношения (3.22) и средней части 

оцепки (1.1) с некоторыми постояшіыми сj  >  0 j  =  21,23 при достаточно боль

ш их տ имеем, что

<і (т)
А»,(с,мо) 1 <*ііЕ *m,~‘?(T)w • м  • *.)‘о(т)-гаг(¥>оо,<5)+

г=0

Ші

I Е
t — Іі(т)+1
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М т)
< с 2 2 £  • /гм *),< 5 ),

r = 0

io ( r )

М И ) > CM • E  ^m0“ '0(T)(s) ■ ( /W ) '» (T)- r •ArHs),6).
r = 0

Отсюда в силу леммы 2.4 получаем, что

Т І ^ А п Л П Ы П У / Р т . Д П М О )  <  00.
s —► оо

Э т о  противоречит соотношению (3.10) и доказывает достаточную часть теоремы. 

Теорема 3.1 доказана. „„г, U

Лемма 3.2. (см.[5]). П усть 9ft € В и Рто - однородный многочлен порядка то* 
Многочлен Q представленный в виде (1.2) h# слабее многочлена Рто тогда и

/іц
только тогда, когда 1) тп < то  и 2) Qj ^  Рто j  — 0, ІП.

Теорема 3.2. П усть  9ft € В, A)(3ft) < 1 и Р т0 однородный многочлен порядка 
то . Многочлен Q представленный в виде (1.2) h# слабее многочлена Рпі0 тогда 
и только тогда, когда

(1) т 0 >  т ,

(2) т 0 ֊  іо (т )(1  -  <5о(т)) >  m ax {А: -  4 (т ) (1  -  50( т ) ) }  Ѵ т |  52(Р т J
0  < « < т п

где Іо(т) и ^о(т) определены в теореме 1 а կ { ք )  порядок нуля многочлена Qk 
к  =  0,..., т  в точке т.

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 3.1 в силу леммы 3.2. □

Теорема 3.3. П усть при условиях теоремы 2 т о  >  т \  и многочлен Р ^  - 
гиперболичен по Гордингу относительно вектора 0 փ  Т) € Rq. Тогда многощиіен 

Рто +  Q հ յք гиперболичен относительно вектора г/.

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 3.2 и работы [5]. □

A b s tra c t. A necessary and sufficient condition for comparison w ith  a weight o f two- 

dimensional polynomials is obtained.
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