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Аннотация. В данной роботе доказывается, что для любого е > 0 суще­
ствует измеримое множество Е С [0,1), с мерой | Е |>  1 — е такое, что для 
каждой функции /  € £*((), 1) можно найти функцию /  € L^O, 1], совпада­
ющую с /  на Б, такую, что ряд Фурье-Уолша функции /(.т) сходится по 
норме Լ 1 [0, 1] и все члены в последовательности модулей коэффициентов 
Фурье вновь полученной функции по системе Уолиіа расположены в убыва­
ющем порядке.

M SC 2010 num bers: 42С10, 42С20.

К л ю чевы е  слова: Коэф ф ициенты  Ф урье; система Уолш а; сходим ость по L 1 
норме.

1. В в е д е н и е

Н астоящ ая ста тья  посвящ ена изучению  поведения коэф ф ициентов Ф урье сум ­

м ируем ы х ф у н кц и й  по системе Уолш а, а  та кж е , “ ква зи ”  абсолю тной сходимости 

рядов Ф урье -У ол ш а , с то ч ки  зрении классических теорем об исправлении (см.

! ;  и ) ,
Р аботы  [3] [10] бы ли посвящ ены  теоремам исправления, в которы х модули

ненулевы х коэф ф ициентов Ф урье (но системам Хаара, Уолш а, Фабера- Ш аудера) 

кор р е кти р о ва нно й  ф ун кц и и  м онотонно убы вали.

Н апом ним  определение систем ы  Уолш а-П эли Ф =  {И \ }  (см . [11), [12]).

* հ
Wq(®) ■  І ,  Wn(x) =  J J r m-(a:), ո  =  ^ 2 m-, m i > ma >  ... >  mit

1 !■ !

где { դ ( ® ) } յ£ օ  -  систем а Радемахера:

. 1
Г (ш \ -  /  ւ ’ вСЛИ Х €  1
Ц  - |  - і ,  если я  6  і ; І

ro(x +  1) =  г’о(ж), п (х )  «  г»(2 ՝х), к  ա  1,2,... >
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Положим

п—1Ո-1 -1

Sn( x , f )  =  y ^c .k{f)W k(x), где ck( f )  =  /  f(x )W k(x )d x1 
к=о Jo

Gm(x,f) В І Р  C i r f t t f c i  где |c„(fc)( / ) |  >  |<=rr(n-l)(/)t. i  i  1,2:
k=l

Spec(f) =  {fc € N U {0 }, ck( f )  փ  0}.

Приведем те результаты, которые непосредственно относятся к  результатам, по­

лученным в настоящей работе.

Для системы Хаара х  =  (Хп(ж)} в работе [3] (см. также [4], [5]) установлено, 

что для любой последовательности а* \  0 с а& =  о(-^=), փ 1շ и для

каждого е >  0 можно построить измеримое м нож ество Е  С [0,1], с мерой 

\Е\ >  1 — е такое, ч то  для произвольной }{х ) £ Լ  (0 ,1) м ож но было найти 

функцию f(x )  € ХгХ(0 ,1), /( х )  =  f(x )  на Е , такую , ч то  f Q f  (x)xn (x)dx =  ап 

для всех п € Spec( ք ).

Для системы Уолша {W n} нами были получены следующие результаты

а) (см. [С] и [7]) Для любого 0 <  е <  1 сущ ествует измеримое м нож ество 

Е  С [0,1], с мерой | Е  |>  1 — е, такое, ч то  для каждой функции /  € Լ  [0,1] 

можно найти  функцию /  € Լ  [0,1], совпадающую с ք  на Е , такую , ч то  ее 

ряд Фурье - Уолша сходится по норме Ճ  [0,1] и почти  всюду на [0,1], и все 

ненулевые члены в последовательности модулей коэффициентов Фурье вновь 

полученной функции по системе Уолша расположены в убывающем порядке.

б ) (см. [7]) Для любых 0 <  £ <  1, р >  1 и для као/сдой функции ք  6 L p(0 ,1) 

м ожно найти  такую  функцию /  € 1^ (0, 1), m e s {f փ  / }  <  е, ч то  все ненуле­

вые члены в последовательности {|с п (/) |}  расположены в убывающем порядке 

(здесь ck( f )  коэффициенты Фурье исправленной функции f(x )  по системе Уо­

лша ).

в ) (см. [8]) Для любой последовательности а* \  0 с ^  1շ и для

каждого е >  0 сущ ествует измеримое множество Е  С [0,1], с мерой \Е\ >  1 — е 

такое, ч то  для произвольной f( x )  Е L  [0,1] м ожно найти  функцию f( x )  € 

Ьг[0,1], } (х )  =  f( x )  на Е  такую  у ч то  ее ряд Фурье-Уолша сходится к  f(x )  по 
норме L [0,1] и |сп (/)| =  ап для всех п € spec(f).

4



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

Отметим, что из доказательств теорем работ [4]—[8] не видно, можно ли ис­

правленную функцию выбрать так, чтобы все члены в последовательности коэф­

фициентов Фурье вновь полученной функции по модулю были бы расположены 
в убывающем порядке?

В настоящей работе доказывается, что для системы Уолша это возможно, т.е. 

исправленную функцию /(ж ) можно выбрать так, чтобы

Ы / ) І  >  Wk+ Ш  =  0, 1, 2, ...

Основными результатами настоящей статьи шляются следующие две теоремы.

Теорема 1.1. Для любого числа е € (0; 1) сущ ествует измеримое множество 

Е  С [0; 1], с мерой \Е\ >  1 — е, такое, ч то  для каждой функции /  € Z/1 [0; 1] 

м ожно найти  функцию /  € L l [0; 1], совпадающую с /  на Е , такую , что  ее ряд 

Фурье- Уолша сходится по норме L  [031] и все члены в последовательности ко­

эффициентов Фурье вновь полученной функции /  по системе Уолша, по модулю 

располоэісены в убывающем порядке.

Плотностью подмпожества В  неотрицательных целых чисел называется вели­

чина

р(В ) =  lim  sup
П—ЮО ո

где Ք ո-число элементов из В , не превышающих п.

Теорема 1.1 является следствием следующего утверждения.

Теорема 1.2. Для любого числа е € (0; 1) сущ ествует измеримое множество 

Е  С [0;1], с мерой \Е\ >  1 — е, такое, ч то  для каждой функции ք  € X1 [0; 1] 

м ож но найти  функцию ք  £ X/1 [0; 1], вида f(x )  =  / і( х )  +  / շ (ж), совпадающую с /  

на Е , такую , ч то

1. все^члены в последовательности коэффициентов Фурье вновь полученной 

функции f( x )  по системе Уолша по модулю расположены в убывающем порядке.

2. ряд Фурье-Уолша функции /շ  (ж) сходится к  ней по норме Լ  [0,1], а ряд

Фурье-Уолша функции / і  абсолютно сходится к  ней и
оо

£ Ы / і ) І  < оо-
п=0

3. плотность S pec(fi) равна 1 и

S pec(fi) U 5рес(/2) =  N U {0 }, S pec(fi) Ո  5рес(/2) =  0.
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Замечание 1.1. В связи со вторым утверждением теоремы 1.2 отметим, что 

исправленную функцию f(x )  невозможно выбрать так, чтобы

оо

X )  ы / ) і  <  оо
п=0

т.е. теорема 1.2 в этом смысле окончательна.

Отметим также, что в работе [13] А. М . Олевский доказал, что существует 

функция д(х) € С[0,27г] такая, что для любой функции f( x )  с условием \{х  € 

[0,27г] ; f(x )  =  <7(ж )}| > 0 , последовательность коэффициентов Фурье функции 

f(x )  по тригонометрической системе (а п( /) ,  Ь „(/)}  Հ  Ір при всех р € (0, 2).

Отметим также, что для любого 0 <  е <  1 в работе [14] построено измеримое 

множество Е  С [0,1] с мерой | Е  |>  1 — € такое, что для каждой функции 

/  £ L 1 [0,1) можно было найти функцию /  € Լ 1 [О, 1), совпадающую с /  на Е ) 

такую, что ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится по норме 

L [0, 1) и {о п (/), М / ) }  ^  1р при всех р € (2,оо).
Замечание 1.2. Из теоремы 1.1 вытекает, что жадный алгоритм исправленной 

функции f(x )  по системе Уолша сходится к  ней по Լ  [0,1) норме и

Gm(x : / > )  =  5m(.r, / ,  Ф), V.T € (0,1), Ѵ т  =  0 ,1 ,2 ,....

Замечание 1.3. В теоремах 1.1 и 1.2 исправленную функцию f( x )  можно вы­

брать т а к , чтобы ее ряд Фурье-Уолша сходился почти  всюду на [0,1].

Возникают следующие вопросы, ответы на которых нам не известны. 

В опрос 1. Можно ли изменить значения любой измеримой функции f(x )  на 

множестве малой меры так, чтобы все члены или все ненулевые члены в последо­

вательности коэффициентов Фурье вновь полученной функции f(x )  по системе 

Франклина но модулю расположены в убывающем порядке?

В опрос 2. Верны ли теоремы 1.1 и 1.2 для тригонометрической системы?

В тексте пользуемся следующими обозначениями:

С, С и . . абсолютные постоянные;

Х/(ж) характеристическая функция множества / ;

11/11 =  І І  \f[x )\d x  -  норма в пространстве L A[0, 1].
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2. О с н о в н ы е  л е м м ы

Напомним некоторые свойства системы Уолша (см. [11], [17]). Для любых на­
туральных чисел ա , і  и fc, к  <  2т ,

О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

(2.1) Wi2*n(x) • Wk(x) =  Wi2m+k(x).

2т —1
(2.2)

fc=0
и  vFfc(x) 1 1 1  если 1 1 1  յա  |>

2m, если X € [0; 2'

а для любого натурального числа М  и для любого х € (0; 1)

м
Ш И Н
fc=0

' 1 < -

Из последнего неравенства получаем, что для любых натуральных чисел А/, N  
и тъ, 0 <  М  <  N  <  2П. имеем

(2.3)
N՜

к = М

Г2՜ 11 Г1 2
<  I 2ndx +  I  —dx =  1 4- 2n In 2 <  Յո. 

Jo Jշ - я X

Нижеследующий результат был получен в [15].

Л ем м а 2.1. Для любого двоичного интервала А  =  [ ֊ ;  ^ г ] ,  0 <  і  <  2Ծ, и для 

любого натурального числа т  >  а, т  — а четное, сущ ествует многочлен по 
системе Уолша

Р (х ) -  ^ 2  akWh(p) 
fc=2m

такой, ч то

1)\ак \ =  2 - :Ф  при Щ  <  к  <  2т+1;

2)Р(?с) =  1 если Х €  Е і, |J5?!| =  £ |Д |;

3)Р (х) =  - 1 если X 6 Քշ, |£ 2| =  І|Д |;
4 )Р (х) =  0 если X & А ;

5) supM

6) supM Լ Հ Լ շ ա  akWk(x)

<  С если X € A ;
. т  — а

<  2 2 если х £ А,
где і£ і 1Հ 2£շ суть  конечные объединения двоичных интервалов. 

Имеет место следующее утверждение.
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Лемма 2.2. П усть щ -некоторое натуральное число, а А  =  [-^ й ; С [ 3̂ ;  і ]  

двоичный интервал, тогда для любых чисел е%Ь > 0 и I ^  0 сущ ествую т мно­

ж ество  Е  С А , с мерой |І2| >  (1 — е)|А |, г* многочлен по системе Уолша

2n —1 

* ( * )  =  £  
k - 2no

такие, ч то

1. |а*+і| <  Iа.A;I <  6 Алл всех А; (2л° <  к < 2п — 1) ;

2. Р {х) =  I если X € Е ;

3. Р (х ) =  0 если X е [շ— ; l ]  \  А ;

4- suPm Е к І 2"0 u-k.Wk{x) <  С |/||Д |.

Д оказательство леммы 2.2 Выберем натуральное число ծ \ >  <7 4-2 так, чтобы 

выполнялось условие

(2.4) <  1

Интервал А  представим в виде объединения двоичпых интервалов

(2.5) Д  =  Ц  Д |4 ,' с мерой І Д ^ І  =  2 ՜ " 1, (г 1 1 ,2 , . . . .п ,  |  = | | | І
»=1

Выберем натуральное число тп\ так, что тп\ — ծ \ четное число и 

(2-6) m i >  m ax{o i 4- 2а; по}, 2՜*՜ >  (m i 4- с г і)2 ^ \

Пусть Ո ւ =  ТП\ 4- Ծ\ — а 4-1 и

2n J —1 '  շու _ լ

Q'Ax) I  Ц  I  1  Wfc(*).

М. Г. ГРИГОРЯН, К. А. НАВАСАРДЯН

k=2no 1 k =2no

Из (2.4) следует, что

І І І Р
(2-7) а* = ---------- <  |/|2 171 <  b для всех 2Wo <  A; <  2Ո ւ.

ո ւ

А из (2.2) и (2.3) получаем, что

(2.8) Q i(x ) =  0, если х е ( 2“ По; 1), IIQ i(^)ll <  2— -----<

(2.9) sup
М< 2"!

П і 2 ’

Е SIS
м

fc=2nu

<  Зпі <  ||}|Д [.
Ո 1



Теперь для каждого г € {1 ,2 , • • • , г і} ,  применив лемму 2.1 для интервала Д [^  и 

числа 7П і, получаем полином по системе Уолша
2"Ч+і_1

Р ^ (х )  =  Щ  la ^ W k ix )
As=2mi

с коэффициентами (см. также (2.6))

(2.10) p ill 11|§||1Ш —  . < \і\рЯ  Լ  0շ„1_1 (2™1 < jfc < 2m‘+1).
m i -Ւ —  ո ւ

Обозначим
ա

J M  
І= 1

Из определения полинома Р{(а:) следует, что (см. лемму 2.1 и формулы (2.1) и

(2.5))

0, если X & Д,
(2.12) Р ((ж )= < /, если

—I  если X €

где Е [ и ^('֊конечны е объединения двоичных интервалов, a |і?(| =  \Е "\ =  

2_<7֊1 =  ||Д |. Ясно, что

НА'И = ІЬ  Н^(1)ІІ = i t  I ' l l ^ l  = ІгІІд І- i-1 *=1
Обозначим

2m* - 1  ո

Q i(z ) =  Щ  | i | 2 - ^ ^ ( x ) ,  Q '{(x) =  £ Չ ւ ( ւ ) ^ , +(* ֊ ւ ) շ - .+.(ւ)-
fc=0 »=1

Из (2.1), (2.2) и определения Q " следует, что

X Q '{(x) =  0, при X >  1/2П0 >  1/2W|.

Рассмотрим следующий полином 
2лі +1—1

О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

Р і(х ) -  Ш  a*Wfe(*) =  Q [(x) +  Q '{(x) +  P ^z ). 
k=2Ո0

Ясно, что модули коэффициентов а& при 2Пх <  к  <  2” 1+1 равны |/|2 1շ~~ւ յ (см.

(2.1) и (2.11)), поэтому для коэффициентов полинома Р і(х ) получаем (см. (2.7) 

и (2.10))

(2.13) Ь >  |Օշո0 I =  |սշ"ռ + 11 == • . • == |օշո| — յլ | >  |օշ«ւ | =  • • • =  |Օշու+1_ լ|.
9



Допустим, что уже построены многочлены Рі(х), Բշ(յ). • • • , Pj-\{x), множества 

Щ - i  С Е "_շ С • • • С Е " С А , и числа օւ,<7շ, • • • >0յ_ ւ ,ո ւ ւ ,ա շ ,  • • • . r r i j- і,  удовле­
творяющие условиям

(2-14) օ՜յ- i  >  а -f 2 ( j — 1), r r i j- i  >  ( i j - i  4- 2a,

2ni- l + l - l
P j-i ( i )  =  £  afcWlt(a:) =  -2 j ~2l если x |  Е'-_ъ

§M 2ni - 2 + l

(при j  =  2 под 2nJ-2+1 понимаем 2W0), где E j_ 1 является конечным объединением 

двоичных интервалов, с мерой

Й 1  І  2֊ ^ '_1) |Д |  і  2 -C # - i) -« r f

а

M  >  |օ2»>_ ,+ ւ_ լ | =  2J ~ 2|Z|2 , ֊1 » ՞ < ֊1 , ք I [շ ո < -»+ ւ .շ » յ-ւ+ ւ  I !] .

Выберем натуральное число ս յ так, чтобы

(2.15) * , > ՜ ! ս ե £ + 2 է l  +  2 

и множество Е г? 1 представлялось в виде

=  и  
t=l

где A t(j) двоичный интервал с мерой |Д ^ | =  շ ՜*7* , і  =  1, 2 ,іу *  и —
2<Tj—<r—(j —1)̂

Из (214) и (2.15) следует, что

(2.16) <Tj >  Ծյ- i  +  2 >  a  +  2j .

Выберем натуральное число rrij так, чтобы rrij — <tj было четным,

(2.17) Trij >  m axfc j +  2a -I- 2j \ n ^ i  +  1} и 2 ^  >  (m j 4- .

Пусть r ij =  rr ij -I- a j — a — ( j — 1) 4-1 и

& ) J  S  ^ f | i  I Ж  ж *(х ). 
fc=2ni ֊l  +  1 Ո յ fc=2ni - l  + 1

Из (2.15) следует, что при 2пі -»+1 <  к  <  2п> — 1

(2.18) J I  g ~ *№ ՜" < в И И И  I

М. Г. ГРИГОРЯН, К. А. НАВАСАРДЯН
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О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

т.е. модули коэффициентов многочлена Q'Ax) меньше, чем модули коэффициен­

тов P j_ i( t ) .  Аналогично (2.8) и (2.9), для многочлена Q'Ax) нолучаем (см. также

(2.16) и (2.3))

(2.19) Q’j (x) =  0 при я >  2 ՜” ° >  շ ՜ ^ ֊ ՚ + Ղ

(2.20)

(2 .21)

■аБШШ

sup
М<  2ПІ

м
£  akWk(x) 

fc=2ni - i +1

Для каждого г =  1; 2; • • • ;г /, применив лемму 2.1 при т  =  rrij и Д  =  ,

получаем полином
2т і гд֊ і

£  V -'la c ^ W k ix ), 

коэффициенты которого удовлетворяют следующему условию (см. также (2.17))
2~Ժձ Դ~՜Ծ3

(2.22) 2’ ՜ 1 la  Ш  = 2j - 1|Z|2— Ш р Ш Ш І І --------------------т < 2-’ И ----------- .
՜  4 %  +  Н г  Պ

т.е. меньше, чем коэффициенты полинома Q j(x ).

Обозначим
Ш

»=і
JS5 =  {х  € E jL i : /Р ^х ) >  0}, Щ  =  {х €  Щ _г : ІР ^х ) <  0}.

Из определения полинома P j(x), (2.1) и леммы 2.1 следует, что

Г о, если X Հ  E "_ lt  
P j(х) =  < 2 і-Ч , если X € Ejy 

I  —2J-1/, если X € 

a E j и Е ՛! являются конечными объединениями двоичных интервалов, с мерой 

В  І  В  І  Ш Я  =  Я  Ясно, что

(2.23)

(2.24)

Обозначим

щ \\ I В S I I ЕШЯЗЯ-Ц щ йI iii!
i=l i= l

2mi_ l

fc=0

I f l l  I
1 = 1

11
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И з определения полинома Q "(ж) и ф ормул (2.2) и (2.17) следует, что

(2.25) Q '!(x ) =  0, если х  >  2~п° >  2 “ ш*.

(2.26) ||Չ " (տ ) || <  r j 2i ~ 1\l\2 ~ :Zir 1 <  <  2~Л'|/||Д |.

Рассмотрим следующ ий полином

2 յ ՜

Р ,(х ) =  £  akW k (x ) I  Q j(x )  +  Q "(x ) +  Щ Ц
А:=2” і ֊ 1+1

Я сно, что модули коэф ф ициентов а *, при  2П> <  к  <  2Ո յ+ 1 , равны  2•7֊ i ՝|Z|2 

(см. (2 1 )), поэтому, для коэф ф ициентов полинома P j{x )  получаем  (см. та кж е  

(2.18) и  (2.22))

(2.27) іЛ2пі- і+ , __іі -  la*2ni - i +11 =  ’ * ՛ =  l^ 2nJ—1| ^  |a2T*i I =  • • * =  ^ շՈ յ+ ւ_ շ |.

Т аким  образом, по индукции , о п р е д е л и тся  полином ы  { Q '} ,  {£ ? "}, { P j} ,  { P j}  и 

множества Е "  Э Е% Э • • • удовлетворяющ ие условиям (2 .1 9 )֊(2 .2 7 ).

П усть g =  [log2 ճ ՜ 1] 4- 1. Рассмотрим многочлен

2П ?+1 ֊1  Գ զ  Գ զ
Р ( х ) =  £  =  £  Р ^ х )  =  £  Q '( * )  +  £  Q "(x )  +  £  В Д .

k=2no j ֊ l  j = 1 І = І  j = l

И з (2.12) и (2.23) следует, что  при всех г  <  q

г (  /, если а; €  Д  \  2?'',
(2.28) £  Щ ж ); I  ^ - ( 2Г -  1) /, если х  1  Я " ,

յ= ւ  Լ  0, если X & А.

Если взять £  =  Д  \  то , очевидно, |£ | =  |Д | -  2 " 9|Д | >  (1 -  е )|Д |. У читы вая  

та кж е  (2.13), (2 .27), (2 .19), (2.25) и (2.28) получаем, что Р (х ) и  м нож ество Е  

удовлетворяю т п унктам  1 )-3 ) леммы 2 .2 . Я сно та кж е , что  при  всех г  <  զ

(2.29)
я= і

=  | / | |Д \Е Л  +  (2г - 1 ) | / | | ^ | < 2 И | А | .

П усть М  -  некоторое натуральное число с условием 2П° <  М  <  2П«+1. Тогда для 

некоторого г, (1 <  г  <  д), М  €  [շ ո ^-^+ 1; 2ո »-+1) (при  г  =  1 вместо շ ո ' - ւ + 1 

н уж н о  поним ать 2” ° ). В  случае, когда М  <  2Пг, полином  X ^ £ i2n0 flfcW fe(x) имеет 

вид

Л/  г —1 г —1 г —1 М

£  a* W * (х ) =  £  Q j  ( * )  +  £  Q 'j ( * )  +  £  ̂ '( * )  +  £
fc = 2 n°  i = l  j = I  /c = 2 ” f - 1 +1

12



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

поэтому из (2 .8) и (2 .20) получаем, что норма первого слагаемого меньше чем 

|/||Д |. А налогичную  оценку м ожно получить и для нормы второго слагаемого 

(см. (2 .26 )). Следовательно, с учетом  (2.29) и (2.21) имеем, что

м
(2.30) £  akw k(x]

ШшШ
< 5 |1 ||Д |.

Бели ж е  М  >  2Пг, то  при  некотором числе г, (0 <  і  <  2Пг“ Шг), М  €  [2 ^  +  %2т г \

2Пг +  (г +  l ) 2m r), следовательно, для норм ы  полинома Y ^f= 2 *o akW k(x) получаем

м
£  akWk{x)

к — 2 " 0

<
յ=1

+
г —1

Е 
І = 1

Аг=2’

г -1

£ 3
і= і

+

(2.31)
2Пг+»2таг—1 

У "  & * % ( * )
1=2*г

+
м

afcW fc(x
fc=2« r+ i2mr

С ум м а первы х трех слагаемых , ка к  и в прежнем случае, меньше,чем 4 |/||Д |. 

Четвертое слагаемое оценивается ка к  в (2.24) и  (2.26) и меньше чем 2 |/||Д |. Д ля 

последнего слагаемого рассмотрим два случая.

В  случае, когд а  число і  четное, из определения многочлена Q "{x ) , (2.3), (2.16) 

и (2.17) получаем , что

Ы
У "  <ikWk(x) 

k.=2n"r + t2mr
=  2Г‘ 1|/|2 ‘

• 3т , -  <  2 |І||Д |.

А  если число г-нечетное, то , с учетом  пунктов  5) и 6) леммы 2.1, (2 .1), (2.6),

(2.17) и определения полинома (ж), получаем, что 

М  I г г н

էՈք-ՒՕ,
М - 2 П г - і 2 т г

Е ІИ
к = о

=  [  +  [  <  С э Н
J K '- i

<  С |/||Д | +  2r “ 1|Z|2“ ^ + r) <  (С  +  1)|гц д и

где С  постоянная из леммы 2.1. Следовательно, с учетом (2.30) и (2.31) получа­

ем, что сущ ествует абсолю тная постоянная С \ такая, что для любого натураль­

ного  числа М  из п ром еж утка  [2П°; 2пч+1)

м
£  ак\Ѵк(х) < С і| / | |Д | .

к=2по

Лемма 2.2 доказана.
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Л е м м а  2 .3 . П у сть  £ € (0; 1), щ -натуральное число, а bo-некоторое полож и­

тельное число. П усть , далее, f ( x )  =  ]С а*= і  (ж) с туп е н ч а та я  ф ункция с

условием su p p (f) р |(2_л°; 1) փ  0 и Д і ; Д 2; • • • ; A j -непересекающиеся двоичные

интервалы. Тогда сущ ествую т функция g € Z.1 [0; 1], многочлен по систем е Уо­

лша
2 т  —1

Р(х) I  £  ckWk(х)
Jfc=2n0

ո  м н о ж е ств о  Е  С [2~п°; 1] та ки е , ч т о

1. |с *+ і| <  |с*| <  bo для всех 2Ո° <  к  <  2т  -  1,

2. \Е \ >  1 - С - 2 Д

3. g (x) =  f ( x ) ,  если х  6 Е ,

I ІМ І <  c\\f\\,

5. ||P ( i)  -  <7(a;)H <  |

6. II с*;И^(а:)|| < C ||/(x )|| + e  для всех натуральных М  6 [2"°; 2т ).

Д о ка за те л ь ств о  л ем м ы  2.3. Рассмотрим следующ ую ф ункцию
г

f ( x )  =  f ( x )  • Х [2 ֊» 0 ;1 ](ж ) =  Y l}kX A 'k(x) 
k=l

где Ік փ  0, 1 <  А: <  г. Д ля каж дого /с, 1 <  к  <  г , поочередно применяя лемму

2.2 для интервала А к) чисел е, ծ =  |օ շո*_1-.լ |, (при к  =  1 ծ  =  ^ ) ,  п I =  l'k , 

получаем многочлены по системе Уолша
2П* _ 1

^ ( * ) =  £  а*1У»(аг) 
i = 2 n fc-i

и множества Е к С Д^. со следующими свойствами:

A ) Е к С А'к \Е к \> ( 1 - £ ) \А 'к \,

B) |ծ օ  >  |օշո 01 >  |օշո0+ ւ| >  ••• >  |a2nr _ i|,

C ) Рк (х ) =  Ѵк , если X €  Е ку

D ) Рк (х ) =  0, если X € [2“ и°; 1] \  А 'к ,

М. Г. ГРИГОРЯН. К. А. НАВАСАРДЯН

Б) sup
2 п ь - і  < М < 2 п к

Обозначим

м

a i W i ( x

i = 2 nfc-i

г

£ = [2~"°; 1] \ Ս РІ \ Ек),
щ  л

г

(2.32) д (х) =  ^ 2 р к (х ).
к=1
14



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

И з условия А ) получаем, что \Е \ >  1 — е — 2~п°. Поскольку на множестве Е  

ф ункции f ( x )  и f [ x )  совпадают, то в силу (2.32), С) и D ) получаем, д(х) — 

f ( x )  =  f ( x )  при всех X € Е .

П усть Qj =  2~% m in {6o; е ] и с< =  а* +  а», 2По <  г <  2Пг. Тогда утверждение 1 

леммы непосредственно следует из В ). Рассмотрим многочлен
շՈ ք_ յ 2**г—1

Р {х )  =  йИ^(а?) =  <у(ж) +  ^ 2  а і\Ѵ і(т ) .
і = 2по г = 2 по

Очевидно, что

Заметим, что 

получаем

2"г ֊ 1

і= 2W0
поэтому, для любого М  € (2По: 2Ոէ՜), с учетом Е),

(2.33)

следовательно,
м

У !  cfcWib(®);
/с=2"о

fe=2no fc=l

м
У "  afcWk(x)

к=2по

М

У  a kW k(x]
к = 2 по

2Пг- 1

<  С-Ц/Ц+ Е  а< <  С ||/||+ г .
»= 2 по

И з (2.33), в частности, получаем ||</|| <  С ||/||. Лемма 2.3 доказана.

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  те о р е м ы  1.2 

П усть е € (0; 1) произвольное число, а

(3.1) По =  [log j е ՜1] +  1.

Рассмотрим последовательность {Л (я ) } £ І і полиномов по системе Уолша с ра­

циональными коэффициентами, с условием supp(fk) П (2_п°;1 ) փ  0. Если по­

следовательно применим лемму 2.3, то можем найти последовательности ф унк­

ций {§ո(# )}? ւԼւ»  множеств {С?п } , (Gn С [2~п°; 1]), натуральных чисел { т п} /* ,  

{ / „ }  и полиномов вида
2т ». 2топ _  շ

Չո(*)- Е Հո)̂ (*)= Е akwk{x),
к=2т п - і к=2т «-1

(т о  =  По, / і =  1, ճշ»4> -ւ =  1), которые для всех чисел п >  1 и к  € [2mn-» ;2Wn—1) 

удовлетворяют условиям:

(3.2) ւ Հ + ii <  | Հ Ո)| <  շ - 2— '» <

15
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

ffn(x) =  fn (x), если X €  (? „ , IIQ„(x) -  gn(x)ll <  2 ՜ ո՜ 2,

|G„| > 11 շ՜ ”՜ 2 I 2՜ Ոո,

max 2m« - 1 <k<2n I £  4 ПУ # | |  < c \\fn{x)\\ 1 1 ֊ " - |

llp„(*)ll < c\\fn(x)\\.

Положим G =  ГГ=п0 Gn- Очевидно, что (см. (3.1), (3.4)) \G\ >  1 -  e.
Положим bk =  =  1 +  2 , при к  =  0,1, ■ • • , 2m° — 1,

2m0_l
(3.7) Дб(*) = £  ^ W k{x).

Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность { f kn(x )}nL i такую, 
что к і >  по,

,11 N
іт  /  Е  л» s  I  шШ ■ И ш(3.8) І і т  N dx =  О, Ц Л.(*)|| <  2 - “ , ո  > 2 .

Положим
2’"*і -1

(3.9) Зі(а:) =  gk l(x), Q i(x) =  Qk l(x) =  £  a}*l ) W^(a:),
j=2mfcl- l

bj = = շ ՜ 2™ * . (11 շ ՜ դ  j  I
2m*i -* —1 

Д і(х)=  |§  ;I
j—2mo

Очевидно, что коэффициенты полинома R i(x ) монотонно убывают, меньше ко­

эффициентов полинома До(х) и (см. (3.2) и (3.9)) больше, чем коэффициенты 

полинома Q i(x). Также имеем
2mk,- I - լ  2m* l - l _ l

||Л і(х)|| <  £  6 « <  £  2-2n,k l. , ֊ l 4 l+ l I  շ - т , , . ,  I  2 -1
j=2"‘n j= 2mo

Предположим, что уже определены числа к \ =  ш  <  ... <  «Ѵ-іѵ функции 

/ і/ , (ж),—>/«/,_,(я), 9,(x ) ,—,gt_t (x) и полиномы
2"Ч-П_1

Qn(x) =  Q„n{x ) =  1 <  ո  <  g -  1,

(3.10)

j= 2 m>-..-t

Rn(x) =  2 2  b ^ W j(x ) ,  1 <  ո  <  q — 1,
յ^ շ ՞-ո -ւ
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удовлетворяющие условиям:

9п(,х) =  fk „(x ), если x e G ,  1 <  ո  <  9 -  1, и

(3.11)

Нетрудно видеть, что можно выбрать натуральное число ѵч >  ич_ 1 так чхобы 

/  «-1
(3.12) / „ »  В I / * , ( х )  I  Щ д а )  I  Q i{x)) ֊  9 і(х)}

т „ч- 1 >  m „4_, +  9.

В силу (3.8) и (3.11) имеем 
9 -1

(3.13) , fk , (х) I  Е  (№ (*) I  1*(ж)| -  * ( * ) ]

< շ-ч-а.

< 2՜« + 2՜9+2 І  5 • շ-ч

Из (3.12) и (3.13) вытекает

(3.14) ||/<ч(*)|| < 6 - 2՜ ’

Поэтому (см. также (3.(5))

(3.15) Щ Ш  <  I  • 1 2~ЧСі-

Положим

(3.16) 9q(x) і  Л , (х) + G?„, (*) I л , (*)).

(3.17) <?,(*) = £„,(*) I E

(3.18) I  =  fcj** 1 2 - 2m'--1- ' ֊•  (1+ 2 "y) <  ~4 + 1 . 3 e [2mv . , 2m֊ , - . ),

(3.19) а д  =  2 E  Ѵ в д

Из (3.2)> (3.12), (3.18) и монотонности последовательностей {m n} и { / „ }  следует, 
что для всех j  € (2m*'«-՛, 2m*'«՜1)

(3.20) I <  2 - ^ - * ֊ Ч  <  Ц <  Ь?2г <  2 -Jm" - - ' - ' v . - +1 <  f e g l j

И

2 2 "«-‘ - l
(3.21) E  1 Ш  E  ՜^"* (1 +  շ -J ) <  <  շ -զ

j=2” "»-* i=2m“n~l
17
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Учиты вая соотношения (3.16) и (3.3) получим 

(3.22) 9ч(х) =  л » ,  x e G .

В силу (3.16), (3.11), (3.12) и (3.15) имеем

ІЫ я ) ІІ <
ч- 1

иЛх) -  I /*ЛХ) - Е [№(*) + Q<(*)) -  9і (х)\
і— 1

(3.23) +
9-1
Е КЪ(Х) + Qdx)) - Л(*1
1=1

< շ -» ՜2 +  C i։2 ՜4 +  2՜ (7_2) = Саг՜9.

А из (3.16), (3.3), (3.12) и (3.21) получаем

Ё I W * )  +  Q i(* ) )  -  »<(*)]
ւ=1

< Q A X) -  9иЛх ) +  І|л,(х)|| +

(3.24) +
<г~і

/*,(*) -  I ЛЛ*) ՜ Е №(*) + QiW - </і(®')3
•= 1

<  2 ՜(9 ~ !)

В силу (3.5) и (3.14) имеем

(3.25) max < Ր | | / „ ( * ) | | + 2- « - 8 < Օ տ 2 ՛E
Ясно, что по индукции определяются последовательности ф ункций {<?g(aO}Jii 

(<7і(я )  =  f ki (х )) и полиномов {Q g (x )}, {i2 9(x )} удовлетворяющ их условиям (3.19)-

(3.25) для всех q >  1. И з (3.23) вытекает, что

00 Щ
> I  \gq(x )\d x  <  оо.(3-26)

<1 = 1

Определим ф ункцию  /(&■) и последовательность чисел {d fc jjj^o  следующим об­

разом

4
_ fa * , к  

\b k , в

(3.27) / ( * )  =  До (ж) +  Е  »•(*)■■
Ф* 1

остальных случаях.

И з (3.8), (3.22), (3.26) и (3.27) следует

f a ) e L l [0,l], f (x )  =  f (x ) ,  х е  G.

А  из определения последовательности {cZn } имеем (см. та кж е  (3.2), (3.7) и (3.20))

\(կ \ >  |dn+ i| >  0 для всех ո  >  0 .
18



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

П усть дано произвольное натуральное число п  >  2Ш°, тогда для некоторого q, 

имеем ո  €  ,2 mu«) , из соотношений (3.17), (3.19), (3.21), (3.23) (3.25),

(3.27) будем иметь
9-1
52((Д<(я) +  Qi(x)) -  Эі(ж)]Y , d kWk (x) -  Щ х 

i = 0

оо

+  £ |Ы я О И  +  max2 */~ 1 <С<!

(3.28)

»=<7

4- max
2m^ ֊ 1<fc<2m'/4

<К<2 £  *5*5ио(*)
j = 2 т и я - л

<  2 ~чс 4,

следовательно

dfe =  [  f{x )W k (x )d x  =  cn( / ) ,  fe *  1 ,2 ,.... 
Jo

П оложим

(3.29) / і ( * )  =  £ Д і ( * ) .  /շ(*) =  £<2«(*)- 
1=0 1 = 1

И з (3.25), (3.26), (3.16), (3.19) и (3.21) следует

/(я ) I  /і(ас) I  М х )

2т о _ і оо
■ s * - s  1  փ ’ <  г  » f + V 2 - '< o o .
n=0 9=0 J=2m%-1 i =0

И з (3.29), (3.10) и (3.12) следует, что p (S p e c (fi)) =  1. Теорема 1.2 доказана.

Abstract. The paper proves th a t fo r any e > 0 there exists a measurable set E С 

[0 ,1] w ith  measure \E \ >  1 — e such th a t fo r each /  € £ *[0 ,1 ] there is a function J  € 

Z/1 [0^"1] coincid ing w ith  f  on E  whose Fourier-W alsh series converges to /  in  L l \0,1]- 

norm , and the sequence {|^*(/)|}^Լ0 is m onotonically decreasing, where { դ ( ք ) }  is 

the sequence o f Fourier-W alsh coefficients o f function / .
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