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1. Введение и предварительные сведения

Рассмотрим аналитическую функцию f(reiφ) = U(reiφ)+ iV (reiφ) с Imf(0) =

V (0) = 0 на открытом единичном круге D = {z ∈ C; |z| < 1} . Мы интересуемся

оценкой роста интеграла

Ip(r, V ) =
π∫

−π

∣∣V (reiφ)
∣∣p dφ, 0 ≤ r < 1,

если известен рост интеграла

Ip(r, U) =

π∫
−π

∣∣U(reiφ)
∣∣p dφ.

Для p > 1 теорема М. Рисса утверждает, что Ip(r, V ) ≤ CpIp(r, U), где Cp зависит

только от p (см. [5], теорема 4.1). Для 0 < p ≤ 1 имеет место классическая теорема

Харди и Литтлвуда [7]: если

Ip(r, U) ≤ 1
(1−r)α

с α > 0, тогда

Ip(r, V ) ≤ Cp

(1−r)α ,

1Работа выполнена при поддержке фонда Александера фон Гумбольдта.
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где постоянная Cp зависит только от p.

Различные вариации этого результата были получены в [3], [9] – [11]. Мы рас-

сматриваем более общий рост следующего типа:

Ip(r, U) ≤ µ(
1

1− r
) при 0 ≤ r < 1,

где µ удовлетворяет некоторым условиям и изучаем рост интеграла Ip(r, V ) при

r → 1. Для p = 1 похожие оценки были получены в [15]. В настоящей работе в

специальном случае получены оценки роста интеграла Ip(r, V ) для 0 < p ≤ 1,

используя интегральное представление М. Джрбашяна (см. [3] и [4]). В [15] были

получены оценки для потенциала и более низкого роста, а в теореме 1.3 данной

статьи мы обобщаем эти результаты на случай любого роста для 0 < p < 1.

Теорема 1.1 (Харди [8]). Пусть

I(x) =

x∫
0

exp(ψ(t))dt, x > 0,

где ψ(t) ∈ C2(0,+∞).

i) Если ψ′(t) = o(1/t) при t → +∞, тогда I(x) ∼ x exp(ψ(x)) при x → +∞ и

I(x) ≤ x exp(ψ(x)) .

ii) Если существует конечный предел lim
t→+∞

ψ′′(t)
(ψ′(t))2 = L, тогда

I(x) ∼ (1− L)−1 exp(ψ(x))

ψ′(x)
при x→ +∞.

Нам нужно будет следующие разбиение круга с радиусом R < 1.

(1.1) ∆k,l :=

{
z ∈ D : R− R

2k
≤ |z| < R− R

2k+1
,
πl

2k
< arg z <

π(l + 1)

2k

}
,

где k = 0, 1, 2, · · · , l = −2k, · · · , 2k − 1. Следующий результат был доказан в

[12] для единичного шара в Rn . В частном случае n = 2 он формулируется так:

Лемма 1.1. Пусть h ∈ C(D), Uρ(w) := {z ∈ D : |z − w| < ρ} и пусть σ - мера

Лебега на D. Если

h(w) ≤ A

πρ2

∫
Uρ(w)

|h(ζ)| dσ(ζ)
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для всех ρ ∈ (0, 1− |w|), тогда

+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

max
w∈∆k,l

|h(w)| |∆k,l| ≤
∫
D

|h(ζ)| dσ(ζ),

где ∆k,l определены в (1.1) и |∆k,l| = σ(∆k,l).

Мы воспользуемся леммой 1.1 для h(z) = |U(z)|p при p ≥ 1, так как |U(z)|p есть

субгармоническая функция на D. В случае 0 < p ≤ 1 мы можем использовать

следующий результат Фефермана и Стейна (см. [6], Лемма 2).

Лемма 1.2. Пусть U(x) - гармоническая функция на G ⊂ Rn и 0 < p ≤ 1.

Тогда для каждого шара K(a) ⊂ G с центром a ∈ G,

|U(a)|p ≤ Cp
|K(a)|

∫
K(a)

|U(x)|p dσ(x),

где постоянная Cp зависит только от p.

Нам понадобятся некоторые обозначения. Пусть

Rn+1
+ :=

{
x = (x1, x2, · · · , xn, xn+1) =

(
x

′
, xn+1

)
∈ Rn+1

+ : xn+1 > 0
}
,

где x
′
= (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn есть проекция вектора x ∈ Rn+1

+ на Rn.

Меру Лебега на Rn+1
+ обозначим через

dx = dx1dx2 · · · dxndxn+1 = dx
′
dxn+1.

C1- векторное поле U(x) = {U1(x), U2(x), · · · , Un(x), Un+1(x)} на Rn+1
+ называет-

ся гармоническим векторным полем или системой Рисса, если оно удовлетворяет

обобщенным дифференциальным уравнениям Коши-Римана:

(1.2)
n+1∑
i=1

∂Ui
∂xi

= 0,
∂Ui
∂xk

=
∂Uk
∂xi

, 1 ≤ i, k ≤ n+ 1.

В частности из (1.2) следует, что существует гармоническая функция H на Rn+1
+

такая, что U = ▽H.

Мы будем оценивать следующий интеграл:

Ip(xn+1, Uk) :=

∫
Rn

∣∣∣Uk (x′
, xn+1

)∣∣∣p dx′
, k = 1, 2, · · · , n,
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для 0 < p ≤ 1, если Ip(xn+1, Un+1) известно. Аналогичные оценки для p = 1

были получены в [15].

Нам понадобится следующий результат, который носит название разделение

Уитни (см.[14], гл. VI).

Теорема 1.2. Существует набор замкнутых кубов {∆k}∞k=1 в Rn+1
+ , с ребрами

параллельными координатным осям, такой, что

1. ∪∞
k=1∆k = Rn+1

+ ,

2. Внутренности кубов {∆k}∞k=1 попарно не пересекаются,

3. diam∆k ≤dist
(
∆k, ∂R

n+1
+

)
≤ 4diam∆k,

4. Если ε > 1/4 и ∆∗
k (k ≥ 1) - кубы с теми же центрами, что и ∆k, но

растянутый (1 + ε) раза, то система {∆∗
k}

∞
k=1 образует конечное покрытие

Rn+1
+ .

Доказательство следующего факта можно найти в [3] или в [15].

Лемма 1.3. Пусть ∆k куб из коллекции {∆k}+∞
k=1 в теореме 1.2 и пусть

x(k) - его центр. Для любого гармонического векторного поля U(x) на Rn+1
+

справедлива следующая оценка

max
x∈∆k

|U(x)|p
(
x
(k)
n+1

)α
≤ C

|∆∗
k|

∫
∆∗

k

|U(y)|p yαn+1dy
′
dyn+1, α ≥ −1

где 0 < p < +∞, а постоянная C зависит только от p и n.

Следующая теорема была доказана в [11].

Теорема 1.3. Пусть V (reiθ) есть гармонически сопряженная функции U(reiθ)

такая,что V (0) = 0, и пусть

∣∣U (reiφ)∣∣ ≤ µ

(
1

1− r

)
= φ

(
log

1

1− r

)
, 0 ≤ r < 1

где φ(t) положительная, возрастающая функция на [0,+∞) и ψ(t) = logφ(t).

Предположим, что ψ(t) ∈ C2 (0,+∞) и 1/ψ
′
(t) есть выпуклая функция.
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1. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = l, тогда для любого ε > 0 существует число rε ∈ [0; 1)

такое, что∣∣V (reiθ)∣∣ ≤ 2

π

[(
1 +

1

l

)l+1

+ ε

]
µ

(
1

1− r

)
при r ≥ rε.

2. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = 0 и lim

t→+∞
tψ

′
(t) = K > 0, тогда для любого ε > 0

существует число rε ∈ [0; 1) такое, что∣∣V (reiθ)∣∣ ≤ 2

π

K (1 + ε)

K + 1
µ

(
1

1− r

)[
ψ

′
(
log

1

1− r

)]−1

при r ≥ rε.

3. Если lim
t→+∞

tψ
′
(t) = 0, тогда для любого ε > 0 существует число rε ∈ [0; 1)

такое, что ∣∣V (reiθ)∣∣ ≤ 2 + ε

π
µ

(
1

1− r

)
log

1

1− r
при r ≥ rε.

2. Оценки для гармонически сопряженной функции

Теорема 2.1. Пусть V (reiφ) - гармонически сопряженная функция гармони-

ческой функции U(reiφ) такая, что V (0) = 0, и пусть для 0 < p ≤ 1,

Ip(r, U) ≤ µ

(
1

1− r

)
= φ

(
log

1

1− r

)
при 0 ≤ r < 1,

где φ(t) положительная, монотонно возрастающая функция на [0,+∞) и ψ(t) =

logφ(t).

Предположим, что ψ(t) ∈ C2 (0,+∞) и 1/ψ
′
(t) есть выпуклая функция.

A. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = l, 0 < l ≤ +∞, тогда

Ip(r, V ) ≤ Cµ

(
1

1− r

)
, при r ∈ [0; 1)

.

B. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = 0 и lim

t→+∞
tψ

′
(t) = K > 0, тогда

Ip(r, V ) ≤ Cµ

(
1

1− r

)[
ψ

′
(
log

1

1− r

)]−1

, при r ∈ [0; 1) .

C. Если lim
t→+∞

tψ
′
(t) = 0, тогда

Ip(r, V ) ≤ Cµ

(
1

1− r

)
log

1

1− r
, при r ∈ [0; 1) .
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Доказательство. Функция f(z) = U(z)+ iV (z) аналитична в открытом единич-

ном круге D. Для 0 < R < 1 обозначим fR(z) = f(Rz). Тогда fR(z) есть ограни-

ченная аналитическая функция на D. Следуя М. Джрбашяну (см.[4]), функцию

fR(z) можно представить в виде:

fR(z) =
2(α+ 1)

π

∫
|ζ|<1

(
1− |ζ|2

)α UR(ζ)(
1− ζz

)α+2 dσ(ζ)− fR(0),

где α > −1 и UR(z) = RefR(z). Так как |fR(0)| ≤ C, мы находим, что

|fR(z)| ≤ C

∫
|ζ|<1

(
1− |ζ|2

)α |UR(ζ)|
|1− ζz|α+2

dσ(ζ)

= C
+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

∫
△k,l

(
1− |ζ|2

)α |UR(ζ)|
|1− ζz|α+2

dσ(ζ).

Используя неравенство (a+ b)
p ≤ ap + bp для a ≥ 0, b ≥ 0, 0 < p ≤ 1 и разбиение

Уитни, получим

|fR(z)|p ≤ C
+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

(∫
△k,l

(
1− |ζ|2

)α |UR(ζ)|
|1− ζz|α+2

dσ(ζ)

)p
.

Следовательно,∫ π

−π
|fR(z)|p dφ ≤ C

+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

∫ π

−π

(∫
△k,l

(
1− |ζ|2

)α |UR(ζ)|
|1− ζz|α+2

dσ(ζ)

)p
dφ

(2.1) ≤ C
+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

max
ζ∈∆k,l

(
1− |ζ|2

)pα
|UR(ζ)|p

∫ π

−π
dφ

(∫
△k,l

dσ(ζ)

|1− ζz|α+2

)p
.

Теперь оценим интеграл∫ π

−π
dφ

(∫
△k,l

dσ(ζ)

|1− rρei(φ−θ)|α+2

)p
=

∫ π

−π
dφ

(∫ ρk+1

ρk

∫ αkl+1

αkl

ρdρdθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣α+2

)p
,

где ρk = 1 − 1
2k
, αkl =

πl
2k
, k = 0, 1, . . . , l = −2k, · · · , 2k − 1. Последний интеграл

равен ∫ αkl

−π

(∫ ρk+1

ρk

∫ αkl+1

αkl

ρdρdθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣α+2

)p
dφ

+

∫ αkl+1

αkl

(∫ ρk+1

ρk

∫ αkl+1

αkl

ρdρdθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣α+2

)p
dφ

+

∫ π

αkl+1

(∫ ρk+1

ρk

∫ αkl+1

αkl

ρdρdθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣α+2

)p
dφ := I1kl + I2kl + I3kl.
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Оценим каждый интеграл по отдельности. Предположим, что k ≥ 2, ρk ≤ ρ ≤

ρk+1, |z| ≥ 1/2 и −π ≤ φ ≤ αkl. Используя оценку∣∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣∣ ≥ C

∣∣∣1− rρk+1e
i(φ−θ)

∣∣∣ ≥ C
∣∣∣1− rρk+1e

i(φ−αkl)
∣∣∣ ,

получим ∣∣I1kl∣∣ ≤ ∫ αkl

−π

(∫ ρk+1

ρk

∫ αkl+1

αkl

ρdρdθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣α+2

)p
dφ ≤

≤ C

[∫ αkl

−π

1∣∣1− rρk+1ei(φ−αkl)
∣∣(2+α)p

(∫
∆kl

dσ (z)

)p
dφ

]

= C

∫ αkl

−π

(|∆kl|)p dφ∣∣1− rρk+1ei(φ−αkl)
∣∣(2+α)p

≤ C
(|∆kl|)p

(1− rρk+1)
(2+α)p−1

≈ C |∆kl|
(1− rρ)

(2+α)p−1
(1− ρ2)

2(1−p) .

Здесь мы использовали следующее неравенство:∫ π

−π

dθ∣∣1− rρei(φ−θ)
∣∣l ≤ C

(1− rρ)
l−1

и эквивалентность |∆kl| ≈
(
1− ρ2

)2, которые справедливы благодаря выбору α.

Аналогичным образом получим оценки для I2kl и I3kl. Подставляя эти оценки

в (2.1) и используя леммы 1.1 и 1.2, получаем

Ip (r, fR) =

∫ π

−π

∣∣fR (reiφ)∣∣p dφ
≤ C

+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

max
ρeiθ∈∆k,l

(1− ρ2)pα
∣∣UR (ρeiθ)∣∣p

(1− rρ)
p(α+2)−1

(1− ρ2)
2(1−p) |∆k,l| .

Так как

Ip (r, fR) =

∫ π

−π

∣∣fR (reiφ)∣∣p dφ
≤

+∞∑
k=0

2k−1∑
l=−2k

max
ρeiθ∈∆k,l

(1− ρ2)pα
∣∣UR (ρeiθ)∣∣p

(1− rρ)
p(α+2)−1

(1− ρ2)
2(1−p) |∆k,l|

≤
∫ 1

0

∫ π

−π

(
1− ρ2

)p(α+2)−2

(1− rρ)
p(α+2)−1

∣∣UR (ρeiθ)∣∣p dρdθ,
(здесь достаточно выбрать α > 2(1−p)

p ), то получаем

Ip (r, fR) ≤ C

∫ 1

0

∫ π

−π

(
1− ρ2

)p(α+2)−2

(1− rρ)
p(α+2)−1

∣∣UR (ρeiθ)∣∣p dρdθ
9
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= C

∫ 1

0

(
1− ρ2

)p(α+2)−2

(1− rρ)
p(α+2)−1

dρ

∫ π

−π

∣∣UR (ρeiθ)∣∣p dθ
≤ C

∫ 1

0

(
1− ρ2

)p(α+2)−2

(1− rρ)
p(α+2)−1

µ

(
1

1−Rρ

)
dρ ≤ C

∫ r

0

µ
(

1
1−h

)
1− h

dh.

Сделав замену переменной x = log 1
1−h , учитывая, что

µ

(
1

1− h

)
= eψ(log

1
1−h ) = eψ(x)

и

Ip (r, Vr) ≤ Ip (r, fr) ,

получим следующую оценку:

Ip (r, Vr) ≤ C

∫ log 1
1−r

0

eψ(x)dx.

Отсюда легко следуют утверждения теоремы 2.1. �

Замечание 2.1. В случае µ
(

1
1−r

)
≤ C

(1−r)α , α > 0 мы получаем известную

теорему Харди-Литтлвуда.

Ниже приведены простые примеры для единичного круга:

A. µ
(

1
1−r

)
= C exp

(
1

(1−r)α

)
logβ

(
1

1−r

)
(1− r)

−γ
, α, β, γ ≥ 0, C > 0.

B. µ
(

1
1−r

)
= C

(
log log 1

1−r

)α
log
(

1
1−r

)
, α ≥ 0, C > 0.

C. µ
(

1
1−r

)
= C

(
log log 1

1−r

)α
log log

(
1

1−r

)
, α ≥ 0, C > 0.

3. Оценки для система Рисса в Rn+1
+

Главным результатом этого параграфа является следующая теорема, которая

обобщает теорему 1.3. Здесь мы рассматриваем всевозможные типы роста.

Теорема 3.1. Пусть U (x) = {U1 (x) , · · · , Un (x) , Un+1 (x)} система Рисса в

Rn+1
+ такая, что

lim
xn+1→+∞

Uk (x
′, xn+1) = 0, k = 1, 2, · · · , n+ 1.

Предположим, что для некоторого α > 1

Ip (xn+1, Un+1) ≤ µ

(
1

xn+1

)
, µ

(
1

t

)
= o

(
1

logα t

)
при t→ ∞

и пусть µ (t) = φ (log (1 + t)) , где φ (t) монотонно возрастающая на [0;∞).
10
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Предположим также, что ψ (t) = logφ (t) ∈ C2 (0;+∞) и 1/ψ
′
(t) выпуклая

функция.

A. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = l > 0, тогда

Ip (xn+1, Uk) ≤ Cµ

(
1

xn+1

)
, k = 1, 2, · · · , n.

B. Если lim
t→+∞

ψ
′
(t) = 0, но lim

t→+∞
ψ

′
(t) t = K > 0, тогда

Ip (xn+1, Uk) ≤ Cµ

(
1

xn+1

)
ψ

′
(
log

(
1 +

1

xn+1

))
, k = 1, 2, · · · , n.

C. Если limt→+∞ ψ
′
(t) t = 0, тогда

Ip (xn+1, Uk) ≤ Cµ

(
1

xn+1

)
log

(
1 +

1

xn+1

)
, k = 1, 2, · · · , n.

Доказательство. Пусть Un+1

(
x

′
, xn+1

)
гармоническая функция на Rn+1

+ . Обо-

значим Uan+1

(
x

′
, xn+1

)
= Un+1

(
x

′
, xn+1 + a

)
для a > 0 и определим остальные

n функций следующим образом:

Uaj

(
x

′
, xn+1

)
=

∫
Rn+1

+

ymn+1Q
(m)
j (x, y)Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)
dy

′
dyn+1, j = 1, 2, · · · , n

где m > α+1+n
p − n− 1 и

Q
(m)
j (x, y) = Cm

∂m

∂xm+1
n+1

{
xj − yj

(|x′ − y′ |2 + (xn+1 + yn+1)2)
n+1
2

}
,

где Cm постоянная, зависящая только от m. Тогда мы имеем гармоническое век-

торное поле Ua (x) =
{
Ua1 (x) , · · · , Uan (x) , Uan+1 (x)

}
. Применив разбиение Уитни

для xn+1 > δ ≥ 0 и используя неравенство (a+ b)
p ≤ ap + bp, для a, b ≥ 0,

0 < p ≤ 1, получаем∣∣∣Uaj (x′
, xn+1

)∣∣∣p ≤ [∫
Rn+1

+

ymn+1|Q
(m)
j (x, y) |.|Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)
|dy

′
dyn+1

]p

≤
∑
k

(∫
∆k

ymn+1|Q
(m)
j (x, y) |.|Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)
|dy

′
dyn+1

)p
≤ C

∑
k

(
y
(k)
n+1

)mp ∣∣∣Q(m)
j

(
x, y(k)n

)∣∣∣p max
y∈∆k

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p |∆k|p ,

11
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где y(k) является центром куба ∆k и y
(k)
n+1 его (n + 1)-ая координата. Из по-

следнего неравенства следует:∫
Rn

∣∣∣Uaj (x′
, xn+1

)∣∣∣p dx′
≤

C

∫
Rn

(∑
k

(
y
(k)
n+1

)mp ∣∣∣Q(m)
j

(
x, y(k)n

)∣∣∣p max
y∈∆k

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p |∆k|p
)
dx

′

= C
∑
k

(
y
(k)
n+1

)mp
max
y∈∆k

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p |∆k|p
∫
Rn

∣∣∣Q(m)
j

(
x, y(k)n

)∣∣∣p dx′
.

Пользуясь нижеследующей оценкой

|Q(m)
j (x, y) | ≤ C

(∣∣∣x′
− y

′
∣∣∣2 + (xn+1 + yn+1)

2

)−n+1+m
2

(см. [3], [16]) получим

Iap (xn+1, Uj) ≤ C
∑
k

(
y
(k)
n+1

)mp
maxy∈∆k

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p |∆k|p(
xn+1 + y

(k)
n+1

)(n+1+m)p−n

≤ C
∑
k

maxy∈∆k

(
y
(k)
n+1

)mp ∣∣Uan+1 (y)
∣∣p |∆k|p(

y
(k)
n+1

)(n+1+m)p−n ,

если взять m таким, что (n+ 1 +m) p > n+ 1.

Так как |∆k| ≈
(
y
(k)
n+1

)n+1

то мы получим следующую оценку:

Iap (xn+1, Uj) ≤ C
∑
k

max
y∈∆k

∣∣Uan+1 (y)
∣∣p |∆k|p−1 |∆k|(

y
(k)
n+1

)(n+1)p−(n+1)

.y
(k)
n+1

≈ C
∑
k

max
y∈∆k

∣∣Uan+1 (y)
∣∣p

y
(k)
n+1

|∆k| ≤ C

∫
Rn+1

+

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p
yn+1

dy
′
≤

C

∫ ∞

xn+1

1

yn+1

(∫
Rn

∣∣∣Un+1

(
y

′
, yn+1 + a

)∣∣∣p) dyn+1

≤ C

∫ ∞

xn+1

µ
(

1
yn+1+a

)
yn+1

dyn+1 ≤ C

∫ ∞

xn+1

µ
(

1
yn+1

)
yn+1

dyn+1,

при достаточно маленьких a. Таким образом,

Ip (xn+1, Uj) ≤ C

∫ ∞

xn+1

µ
(
1
t

)
t

dt.

12
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Последний интеграл конечен в силу условий µ
(
1
t

)
= o

(
1

logα t

)
при t → ∞,

α > 1,

Сделав замену переменной x = log
(
1 + 1

t

)
и учитывая, что

µ

(
1

t

)
= φ

(
log

(
1 +

1

t

))
= eψ log(1+ 1

t ) = eψ(x),

t = (ex − 1)
−1
, dt = − exdx

(ex−1)2
, получаем

Ip (xn+1, Uj) ≤ C

∫ log
(
1+ 1

xn+1

)
0

eψ(x)exdx

ex − 1
≈ C

∫ log
(
1+ 1

xn+1

)
0

eψ(x)dx.

Последний переход возможен, так как µ
(
1
t

)
= ◦

(
1

logα t

)
α > 1 при t → ∞.

Используя теорему 1.3, получим утверждения теоремы 3.1. �

Abstract. In this paper we generalize a theorem of Hardy and Littlewood concerning

the growth of conjugate harmonic functions. Moreover , we obtain an estimate for

Riesz systems in the upper half-space Rn+1
+ of Rn+1.
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