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Аннотация. В статье доказано, что для любой полной подсистемы χS =

{χnk}∞k=0 общей системы Хаара и для каждого ε > 0 существует измеримое
множество Eε ⊂ [0, 1], с мерой |Eε| > 1 − ε, такое, что для всякой функции
f ∈ L1(0, 1) можно найти функцию g ∈ L1(0, 1) совпадающую с f на Eε,
такую что жадный алгоритм исправленной функции g по этой подсистеме
сходится по L1(0, 1) норме.
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1. Введение

В настоящей работе рассматривается сходимость в L1 жадного алгоритма

(гриди алгоритма) интегрируемой функций по общей системе Хаара, после ис-

правления функции на множестве малой меры. Фундаментальные теоремы об

исправлении функции на множестве малой меры были получены в 1912г. Н. Н.

Лузиным и в 1939г. Д. Е. Меньшовым (см. [1], [2]).

В 1991г. Григоряном была получена следующая теорема (см.[3]):

Теорема 1.1. (Усиленное L1 -свойство) Для любого ε > 0 существует из-

меримое множество E с мерой |E| > 1 − ε такое, что для каждой функции

f(x) ∈ L1[0, 2π] можно найти функцию g(x) ∈ L1[0, 2π], совпадающую с f(x) на

E и такую, что ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится к ней

по L1[0, 2π] норме.

Напомним определение жадного алгоритма.
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Пусть ψ = {ψk}∞k=1 – нормированный базис в банаховом пространствеX, ||ψn||X =

1. Для каждого элемента f ∈ X будем иметь разложение

f =

∞∑
k=1

ck(f, ψ), ψk.

Пуст S ⊂ N есть некоторое бесконечное подмножество натуральных чисел. По-

ложим ψS = {ψk}k∈S. Пусть σ = {σ(k)}∞k=1 – некоторая перестановка чисел

множества S, для которой имеет место

(1.1) |cσ(n)(f)| ≥ |cσ(n+1)(f)| для всех n ≥ 1.

Множество всех таких перестановок обозначим через D(f, ψS). Когда в (1.1) име-

ют место строгие неравенства, то D(f, ψS) содержит только один элемент.

Для каждого элемента f ∈ X и для любой перестановки σ = {σ(k)} ∈ D(f, ψS)

определим последовательность нелинейных операторов {Gm(f, ψS, σ)}∞m=1 сле-

дующим образом:

Gm(f) = Gm(f, ψS) = Gm(f, ψS, σ) =
m∑

k=1

cσ(k)(f)ψσ(k).

При S = N метод приближения элемента f ∈ X последовательностью Gm(f, ψ)

называется жадным алгоритмом по системе ψ (подробно о жадном алгоритме

см. обзорную статью Темлякова [5]). Говорят, что жадный алгоритм элемента f

по системе ψ сходится в X, если для всех σ ∈ D(f, ψ) имеет место

lim
m→∞

||Gm(f, ψ, σ)− f ||X = 0.

Сходимость жадного алгоритма в банаховых пространствах изучались Девором

[4], Темляковым [5], Конягиным [6], Войтащиком [7],[10] и другими авторами (см.

[11]-[14]).

В дальнейшем через χE будем обозначать характеристическую функцию множе-

ства E, через |E| – Лебегову меру множества E, через ||f || − L1 норму функции

f и ||f ||E :=
∫
E
|f(t)| dt.

Прежде, чем перейти к формулировке основных результатов настоящей ра-

боты, напомним определение общей системы Хаара, нормированной в L1. Для

начала положим t0 = 0, t1 = 1, A
(1)
1 = ∆1 = (0, 1), χ1(x) = χ(0,1). Далее, выберем

любую точку t2 ∈ (0, 1)\{t0, t1}, положив A(2)
1 = (0, t2), A

(2)
2 = (t2, 1), ∆2 = (0, 1),

54



О СХОДИМОСТИ В [0, 1] ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...

∆+
2 = (0, t2), ∆−

2 = (t2, 1). Определим χ2(x) следующим образом:

χ2(x) =


1

2|∆+
2 | , при x ∈ ∆+

2 ,

−1
2|∆−

2 | , при x ∈ ∆−
2 .

Пусть точки t0, t1, ..., tn уже выбраны, обозначим через A(n)
1 , A

(n)
2 , ..., A

(n)
n интер-

валы, полученные от разделения отрезка [0,1] точками {tk}nk=1. Возьмем любую

точку tn+1 из (0, 1) \ {t0, t1, ...tn}, тогда tn+1 будет принадлежать некоторому

A
(n)
k = (a, b). Положим ∆n+1 = (a, b), ∆+

n+1 = (a, tn+1), ∆−
n+1 = (tn+1, b) и

χn+1(x) =


1

2|∆+
n+1|

, при x ∈ ∆+
n+1,

−1
2|∆−

n+1|
, при x ∈ ∆−

n+1,

0, в остальных точках.

Выбор системы точек T = {tk}∞k=0 произволен, мы лишь потребуем, чтобы эта

система была плотна в [0,1], то есть чтобы для множеств A(n)
k имело место сле-

дующее:

(1.2) lim
n→+∞

max
1≤k≤n

|A(n)
k | = 0,

Значения функций в точках разрыва для нас несущественны и мы их не приво-

дим. Система функций H = HT = {χn}∞n=1 называется общей системой Хаара

нормированной в L1(0, 1).

Отметим, что когда T = {0, 1, 12 ,
1
4 ,

3
4 ,

1
8 ,

3
8 ,

5
8 ,

7
8 , ...}, то определенная система сов-

падает с классической системой Хаара. Коэффициенты Фурье-Хаара cn(f,HT)

определяются следующей формулой:

cn(f,H) =
1

||χn||22

∫
∆n

f(t)χn(t)dt n = 1, 2, ...

Обозначим spec{f} = {k ∈ N, ck ̸= 0}.

Отметим, что общая система Хаара является базисом во всех Lp(0, 1), 1 ≤ p <

∞ и безусловным базисом в Lp(0, 1), 1 < p < ∞ (это следует из работ Д. Л.

Буркхолдера [15], [16]).

Вопросу сходимости жадного алгоритма по классической системе Хаара и общей

системе Хаара посвящено много работ (см. напр. [17]-[24] ) А в работе [7] доказана

следующая теорема:
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Теорема 1.2. (Войтащик) Пусть ψ = {ψk}∞l=1 – нормированный базис в бана-

ховом пространстве X. Для того, чтобы жадный алгоритм сходился в X для

всех элементов из X, необходимо и достаточно, чтобы существовало C > 0

такое, что для каждого элемента f ∈ X и для любых σ ∈ D и m ∈ N выполня-

лось бы неравенство

||Gm(f, ψ, σ)||X ≤ C||f ||X .

Отметим, что в работе [8] Т. Тао установил, что существует интегрируемая

функция для которой жадный алгоритм по классической системе Хаара п.в. рас-

ходится, а в работе [9] Г. Геворкяном и А. Степанян этот результат был обобщен

для любого 0-регулярного вейвлет разложения.

В работе Дилворта, Кутцаровой и Войтащика [10] показано, что существует ин-

тегрируемая функция для которой жадный алгоритм по классической системе

Хаара расходится в L1(0, 1).

В данной статье будут рассмотрены те подсистемы χS = {χn}n∈S = {χnk
}∞k=1

общей системы Хаара для которых верно следующее

(1.3)

∣∣∣∣∣
∞∩

m=1

∞∪
k=m

∆nk

∣∣∣∣∣ = 1 .

В настоящей работе доказывается следующая теорема:

Теорема 1.3. Пусть χS = {χnk
}∞k=1 – любая подсистема общей системы Хаара

удовлетворяющая условию (1.3). Тогда для любого ε > 0, существует измери-

мое множество Eε ⊂ [0, 1], с мерой |Eε| > 1−ε, такое, что для любой функции

f ∈ L1(0, 1) можно найти функцию g ∈ L1(0, 1) совпадающую с f на Eε, такую,

что

(1) ||Gm(g, χS)|| ≤ 4||g|| ≤ 12||f ||;

(2) D(g, χS) содержит только один элемент {σ(k)}, который является

перестановкой всех чисел S;

(3) lim
m→∞

||Gm(g, χS)− g|| = 0.

Замечание 1.1. Отметим, что из теоремы Войтащика и пункта 1 теоремы

1.3 не следует утверждение пункта 3 Теоремы 1.3, так как в теореме Войта-

щика требуется выполнение неравенства для каждого элемента f ∈ L1(0, 1).
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Замечание 1.2. Теорема 1.3 для подсистем классической системы Хаара, в

которые входят целые группы, была доказана Григоряном и Гогяном в работе

[20].

В работе Навасардяна и Степанян [21] доказана следующая теорема

Теорема 1.4. Если для ряда
∑∞

n=1 anχn(x)

anχn(x) → 0 и
∞∑

n=1

a2nχ
2
n(x) = ∞ для п.в. x ∈ (0, 1)

то для любого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1], |E| > 1 − ε

такое, что для любой функции f ∈ L1(0, 1) существуют g ∈ L1(0, 1) и числа

δn = 0 или 1 такие, что g(x) = f(x), x ∈ E, и ряд
∞∑

n=1
δnanχn(x) сходится к

функции g по норме L1(0, 1).

В этой статье доказывается также, что по любой подсистеме общей системы

Хаара, удовлетворяющей условию (1.3) можно построить ряд, который универса-

лен в L1(Eε) относительно подрядов, где Eε-измеримое множество с |Eε| > 1− ε.

А именно, верно следующее утверждение

Теорема 1.5. Для любой подсистемы χS = {χnk
}∞k=1 = {φk}∞k=1 общей систе-

мы Хаара, удовлетворяющей условию (1.3) и для любого ε > 0, существуют

измеримое множество Eε ⊂ [0, 1] с мерой |Eε| > 1− ε и ряд вида
∞∑
k=1

bkφk, с bk ↘ 0 при k → ∞,

такие, что для каждой f ∈ L1(Eε) существуют числа {δk}∞k=1, (δk = 1 или 0)

для которых ряд
∞∑
k=1

δkbkφk;

сходится к f по норме L1(Eε).

2. Доказательство основных лемм

В дальнейшем будем считать, что χS = {χnk
}∞k=1 = {φk}∞k=1 - некоторая под-

система общей системы Хаара, удовлетворяющей условию (1.3).
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Лемма 2.1. Для любых чисел N0 ∈ N, δ > 0 и неотрицательного полинома

g(x) по общей системе Хаара, существует полином Q(x) =
∑N

i=N0
akφi(x) по

подсистеме χS = {φk}∞k=1 и множество E такие, что

(1) |ak| < δ, для любого k ∈ spec{Q};

(2) |E| ≥ |G|
3 , E ⊂ G, где G = {x ∈ (0, 1), g(x) > 0};

(3) Q(x) =

{
g(x) если x ∈ E

0 если x /∈ G
, Q(x) ≤ −g(x) если x ∈ G\E,

(4) если для некоторых n ∈ [N0, N ], x0 ∈ (0, 1) и перестановки λ(k) чисел

N0, N выполняется
∑n

k=N0
aλ(k)φλ(k)(x0) > 0, то x0 ∈ E, и∑n

k=N0
aλ(k)φλ(k)(x0) = g(x0).

Доказательство. Пусть g(x) =
∑R

r=1 Lrχ∆lr
, где Lr > 0, а ∆lr – непересекающи-

еся множества из {A(n)
k }. Следовательно, G =

∪R
r=1 ∆lr . Возьмем натуральные

числа N,N1, (N > N1 > N0) настолько большими (см.(1.2),(1.3)), что

(2.1) |A(N1)
k | ≤ min{ δ

2max1≤r≤R{|Lr|}
, min
1≤r≤R

{|∆lr |}} для всех k = 1, 2..., N1;∣∣∣∣∣
N∪

k=N1

∆nk

∣∣∣∣∣ > 1− |G|
3
.

Через {∆mk
}Mk=1 обозначим непересекающиеся множества из {∆nk

}Nk=N1
, для ко-

торых

(2.2)

∣∣∣∣∣
M∪
k=1

∆mk

∣∣∣∣∣ > 1− |G|
3
.

Определим полином Q(x) следующим образом:

(2.3) Q(x) =
N∑

k=N0

anφn(x),

где

(2.4)

an =

{
2(−1)sgn(|∆

>
n |−|∆+

n |) |∆>
n | Lr, если n ∈ {mk, k = 1, ...,M} и ∆n ⊂ G,

0, в противном случае.

Здесь через ∆>
n обозначено то из множеств из ∆+

n ,∆
−
n , чья Лебегова мера больше.

Пусть

(2.5) E =
M∪
k=1

(∆>
mk

∩G).
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Из определения {an} и (2.1) вытекает, что

(1)

max
N0≤n<N

{|an|} ≤ 2 max
1≤r≤R

{|Lr|} max
1≤k≤N1

{|A(N1)
k |} ≤ δ.

(2) если x0 принадлежит E, тогда x0 принадлежит некоторому множеству

∆>
mr

и следовательно,

(2.6) Q(x0) =

N∑
k=N0

akφk(x0) = amrφmr (x0) = Lr.

(3) если x0 принадлежит G\E, тогда x0 принадлежит некоторому множеству

∆mr \∆>
mr

и, следовательно,

(2.7) Q(x0) = (−1)sgn(|∆
>
mr

|−|∆+
mr

|) |∆>
m|

|∆mr \∆>
mr

|
Lr ≤ −Lr.

(4) если x0 не принадлежит множеству G, то

(2.8) Q(x0) = 0.

Согласно (2.2), (2.4)-(2.8) имеем, что

E = {x : Q(x) = g(x)} и |E| ≥ 1

3
|G|.

Теперь докажем утверждение 4) леммы 2.1. Так как в полиноме участвуют φmk
,

для которых ∆mk
не пересекаются, то для любого N0 < n < N1, и любой λ(k)

перестановки чисел N0, N,
∑n

k=N0
aλ(k)χλ(k)(x0) в некоторой точке x0 либо равен

0, либо равен некоторому akφk(x0). Следовательно, если
n∑

k=N0

aλ(k)φλ(k)(x0) > 0, то x0 ∈ E и
n∑

k=N0

aλ(k)φλ(k)(x0) = g(x0).

Лемма 2.1 доказана. �

Лемма 2.2. Для любых чисел N0 ∈ N, δ1 > 0, 0 < ε < 1, L ̸= 0 и любого

множества ∆ из множеств {A(n)
k } существует полином по подсистеме χS =

{φk}∞k=1 общей системы Хаара: Q(x) =
∑N

k=N0
akφk(x), множество E ⊂ ∆ и

σ(k) перестановка ненулевых чисел {ak}Nk=N0
такие, что

(1) δ1 > |aσ(N0)| ≥ |aσ(N0+1)| ≥ ... ≥ |aσ(m)| > 0,

(2) |E| > (1− ε)|∆|,
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(3) Q(x) =

{
L, если x ∈ E,

0, если x /∈ ∆,

(4) |L||∆| ≤ ||Q|| ≤ 2|L||∆|,

(5) max
N0<n≤N

||
∑n

k=N0
aσ(k)φσ(k)|| ≤ 2|L||∆|.

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что L > 0. Для

g1(x) = Lχ∆, N0, δ1 применим лемму 2.1. Тогда существуют полином Q1(x) =∑N1−1
k=N0

a1kφk(x) по подсистеме χS = {φk}∞k=1 и множество E1 ⊂ ∆ такие, что

(2.9) |a1k| < δ1, ∀k ∈ spec{Q1(x)};

(2.10) |E1| ≥
|∆|
3

;

(2.11) Q1(x) =

{
L если x ∈ E1,

0 если x /∈ ∆,
Q1(x) ≤ −L, если x ∈ ∆\E1,

если для некоторых n ∈ [N0, N1−1], x0 ∈ (0, 1) и для некоторой λ1(k) перестановки чисел

N0, N1 − 1 выполняется
∑n

k=N0
a1λ1(k)φλ1(k)(x) > 0, то x0 ∈ E1 и

∑n
k=N0

a1λ1(k)φλ1(k)(x0) =

g1(x0).

Из (2.11) и из того, что Q1(x) полином, получаем

g2(x) = Lχ∆ −Q1(x) = g1(x)−Q1(x) =

R2∑
r=1

L2
rχ∆l2r

,

g2(x) = 0 если x /∈ ∆ \ E1, g2(x) ≥ 2L если x ∈ ∆ \ E1.

Применим лемму 2.1 для g2(x), N1, δ2 = min {δ1,mina1
k ̸=0{|a1k|}} и повторим все,

что было сделано для функции g1.

Таким образом, по очереди применяя лемму 2.1, получим для всех

1 ≤ ν < ν0 = [log2/3 ε] + 1 множества Eν и полиномы Qν(x) =
∑Nν−1

k=Nν−1
aνkφk(x)

по подсистеме χS = {φk}∞k=1 такие, что

(2.12) |aνk| < δν , k ∈ spec{Qν(x)}, где δν = min {δν−1, min
aν−1
k ̸=0

{|aν−1
k |}};

(2.13) |Eν | ≥
|∆ \

∪ν−1
k=1 Ek|
3

,

gν+1(x) = Lχ∆ −
ν∑

k=1

Qk(x) = gν(x)−Qν(x) =

Rν+1∑
r=1

Lν+1
r χ∆

l
ν+1
r

,
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(2.14) gν+1(x) = 0 если x /∈ ∆ \
ν∪

k=1

Ek, gν+1(x) ≥ 2L если x ∈ ∆ \
ν∪

k=1

Ek,

если для некоторых n ∈ [Nν−1, Nν − 1], x0 ∈ (0, 1) и для некоторой перестановки

λν(k) чисел Nν−1, Nν − 1 выполняется следующее:
∑n

k=Nν−1
aνλν(k)φλν(k)(x) > 0,

то x0 ∈ Eν и
∑n

k=Nν−1
aνλν(k)φλν(k)(x0) = gν(x0). Теперь определим полином Q и

множество E, полагая

(2.15) E =
ν0∪
ν=1

Eν ;

(2.16) Q(x) =

ν0∑
ν=1

Qν(x) =

ν0∑
ν=1

Nν−1∑
k=Nν−1

aνkφk(x) =

N∑
k=N0

akφk(x).

Очевидно, что |ak| < δ1.

Согласно (2.13) имеем |∆ \
∪ν0

ν=1Ek| ≤ (2

3)ν0 |∆| < ε|∆| и, следовательно,

|E| > (1− ε)|∆|.

Из (2.14) вытекает, что

Q(x) =

{
L, если x ∈ E,

0, если x /∈ ∆,
Q(x) < −L, если x ∈ ∆ \ E.

Так как
∫ 1

0
Q(t)dt = 0, то

∫
+
|Q(t)|dt =

∫
− |Q(t)|dt, (где

∫
± |Q(t)|dt – интеграл по

множествам, где Q(x) соответственно положителен, отрицателен). Следователь-

но, имеем

L|∆| ≤
∫ 1

0

|Q(t)|dt =
∫
+

|Q(t)|dt+
∫
−
|Q(t)|dt = 2

∫
+

|Q(t)|dt ≤ 2L|∆|.

Осталось проверить выполнение условия 5). Члены полинома Q(x) переставим

так, чтобы

|aσ(N0)| ≥ |aσ(N0+1)| ≥ ... ≥ |aσ(N)| ≥ 0.

С учетом, (2.12), (2.14) и (2.16) получим
n∑

k=N0

aσ(k)φσ(k)(x) =

{
Q(x), если

∑n
k=Nν−1

aνλν(k)φλν(k)(x) = 0,

L, если
∑n

k=Nν−1
aνλν(k)φλν(k)(x) > 0,

n∑
k=N0

aσ(k)φσ(k)(x) < 0, если
n∑

k=Nν−1

aνλν(k)φλν(k)(x) < 0.

61



А. Х. КОБЕЛЯН

Следовательно, сумма
∑n

k=N0
aσ(k)φσ(k)(x) либо отрицательна, либо равна L. Из

этого сразу вытекают условия 5). Лемма 2.2 доказана. �

Лемма 2.3. Для любых чисел N0 ∈ N, δ > 0, ε > 0 и полинома f(x) по об-

щей системе Хаара существуют функция g(x) ∈ L1(0, 1), полином Q(x) =∑N
k=N0

bkφk(x) по подсистеме χS = {φk}∞k=1, множество E ⊂ (0, 1) и пере-

становка σ(k) чисел N0, N такие, что

(1) 0 < |bk1 | < δ, и |bk1 | ̸= |bk2 |, если k1, k2 ∈ N0, N, k1 ̸= k2;

(2) |E| > (1− ε);

(3) g(x) = f(x) для всех x ∈ E;

(4) ||f || ≤ ||g|| ≤ 2||f ||;

(5) ||g −Q|| < δ;

(6) |bσ(N0)| > |bσ(N0+1)| > |bσ(N0+2)| > ... > |bσ(N)| > 0;

(7) maxN0<n≤N ||
∑n

k=N0
bσ(k)φσ(k)|| < 3||f ||.

Доказательство. Пусть f(x) =
∑R

r=1 Lrχ∆lr
, где Lr ̸= 0 и ∆lr , r = 1, 2, ..., R -

непересекающиеся множества из множеств {A(n)
k } .

Последовательно применяя Лемму 2.2, можно определить множества Er ⊂

∆lr , полином Qr(x) =
∑Nr−1

k=Nr−1
arkφk(x) по подсистеме χS = {φk}∞k=1 такие что

(2.17)

|ark| < δr, где δr =

{
δ
2 при r = 1

min{ δ
2 , minNr−2≤n<Nr−1{|ar−1

n | : ar−1
n ̸= 0} } при r > 1,

для любого k ∈ spec{Q1(x)}.

(2.18) |Er| > (1− ε)|∆lr |;

(2.19) Qr(x) =

{
Lr, если x ∈ Er,

0, если x /∈ ∆lr ,
;

(2.20) |Lr||∆lr | ≤ ||Qr|| ≤ 2|Lr||∆lr |.

Пусть σr(k) – такая перестановка ненулевых чисел {ark}
Nr

k=Nr−1
, что

|arσr(k)
| ≥ |arσr(k+1)| для всех Nr−1 ≤ k < Nr − 1. Тогда верно следующее

(2.21) max
Nr−1<n<Nr

||
n∑

k=Nr−1

arσr(k)
χσr(k)|| ≤ 2|Lr||∆lr |.
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Обозначим E =
∪R

r=1Er и

(2.22) g(x) =
R∑

r=1

Qr(x) =
R∑

r=1

Nr−1∑
k=Nr−1

arkφk(x) =
N∑

k=N0

akφk(x),

где N = NR − 1.

Учитывая (2.18)-(2.20), получаем, что пункты 2–4 леммы 2.3 уже выполнены.

Возьмем

0 < α < min

{
δ

2
, ||f ||, 1

3
min

|ak1
|̸=|ak2

|
{||ak1 | − |ak2 ||},

δ

||
∑N

k=N0

φk(x)
2k

||
,

(2.23)
||f ||

2maxN0≤n≤N ||
∑n

k=N0

φk(x)
2k

||

}
,

и для него рассмотрим следующий полином

(2.24) Q(x) =
N∑

k=N0

bkφk(x), где bk = ak +
α

2k
, k ∈ [N0, N ],

Учитывая (2.17) и (2.22)-(2.24), получим

0 < |bk1
| ̸= |bk2

| < δ для всех k1, k2 ∈ [N0, N ], k1 ̸= k2.

||g −Q|| = α||
N∑

k=N0

φk(x)

2k
|| < δ.

Пусть σ(k) такая перестановка чисел N0, N , что

|bσ(N0)| > |bσ(N0+1)| > |bσ(N0+2)| > ... > |bσ(N)| > 0.

Из (2.23),(2.24) вытекает, что

|aσ(N0)| ≥ |aσ(N0+1)| ≥ |aσ(N0+2)| ≥ ... ≥ |aσ(N∗)| > 0.

Здесь неравенство написано до некоторого N∗, поскольку некоторые ak могут

равняться 0.

Учитывая вышесказанное и (2.17), (2.20), (2.21), (2.23), (2.24), получаем, что для

любого N0 ≤ n ≤ N существует r0 такое, что Nr0−1 ≤ n < Nr0 и∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=N0

bσ(k)φσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=N0

aσ(k)φσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx+
α

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=N0

φσ(k)(x)

2k

∣∣∣∣∣ dx ≤ 3||f ||.

Лемма 2.3 доказана. �
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3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1.1. Пусть заданы 0 < ε < 1 и {φk} = χS (см.(1.3)).

Обозначим через

(3.1) {fn}∞n=1

последовательность полиномов по общей системе Хаара с рациональными коэф-

фициентами и последовательно применим Лемму 2.3. Тогда получим последова-

тельности функций {gn}, множества En, полиномы

(3.2) Qn(x) =

Nn−1∑
k=Nn−1

bkφk(x), N0 = 1,

и перестановки {σn(k)} чисел Nn−1, Nn − 1 такие, что

(3.3) |En| > (1− ε2−n);

(3.4) gn(x) = fn(x) для всех x ∈ En;

(3.5) ||fn|| ≤ ||gn|| ≤ 2||fn||;

(3.6) ||gn −Qn|| < δn = min{ 4−6(n+1), min
k<Nn−1

{|bk|} };

(3.7) 0 < |bk1 | < δn, и |bk1 | ̸= |bk2 | если k1, k2 ∈ Nn−1, Nn − 1, k1 ̸= k2;

(3.8) |bσn(Nn−1)| > |bσn(Nn−1+1)| > |bσn(Nn−1+2)| > ... > |bσn(Nn−1)| > 0;

(3.9) max
Nn−1<m<Nn

||
m∑

k=Nn−1

bσn(k)φσn(k)|| < 3||fn||.

Положим

(3.10) E =
∞∩

n=1

En (из (3.3) следует, что |E| > 1− ε).

Пусть f ∈ L1(0, 1) и ε = min{ ε
2 ,
∫
E
|f(x)|dx}. Нетрудно видеть, что из после-

довательности (3.1) можно выбрать подпоследовательность {fnk
}∞k=1 такую, что

δn1 < ε · 4−12

(3.11) lim
N→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

fnk
(x)− f(x)

∣∣∣∣∣ dx = 0 ;

64



О СХОДИМОСТИ В [0, 1] ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...

(3.12)
∫ 1

0

|fnk
(x)| dx ≤ ε · 4−4(k+2), k ≥ 2.

Очевидно, что

(3.13) ||f − fn1 || <
ε

4
.

Положим ν1 = n1, g1 = gn1
и

Q1 = Qn1
+

Nn1−1−1∑
k=1

α1

2k
φk(x) =

Nn1−1∑
k=Nn1−1

bkφk(x)+

Nn1−1−1∑
k=1

α1

2k
φk(x) =

Nn1−1∑
k=1

akφk(x)

где

(3.14) 0 < α1 < min

{
min

Nn1−1≤k<Nn1

|bk|, ε 4−12,
||fn1 ||

2

}
.

Пусть {ω1(k)} – такая перестановка чисел 1, Nn1 − 1, что

|aω1(1)| > |aω1(2)| > ... > |aω1(Nn1−1)| > 0.

Тогда

(3.15) max
1≤m<Nn1

∫ 1

0

|
m∑

k=1

aω1(k)φω1(k)(x)| < 3.5||fn1 ||.

Учитывая (3.11) и (3.14), будем иметь

||Q1 − g1|| ≤ ||gn1
−Qn1

||+ α1

∥∥∥∥∥∥
Nn1−1−1∑

k=1

φk(x)

2k

∥∥∥∥∥∥ < ε 4−10.

Предположим, что уже определены числа ν1 < ν2 < ... < νq−1,функции gp(x), fνp(x)

и полиномы

Qp(x) =

Nνp−1∑
k=Nνp−1

akφk(x), 1 ≤ p < q,

удовлетворяющие условиям

(3.16) gp(x) = fnp(x), x ∈ Eνp , 1 ≤ p < q,∫ 1

0

|gp(x)|dx ≤ ε 4−4p, 1 < p < q,

(3.17) 0 < |ak| < min
t<Nνp−1

{|at|}, 1 < p < q, Nνp−1 ≤ k < Nνp ,

(3.18)
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
p∑

k=1

(Qk(x)− gk(x))

∣∣∣∣∣ dx ≤ ε 4−5(p+1), 1 ≤ p < q.
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Если ωp(k) – такая перестановка чисел Nνp−1 , Nνp − 1, что

|aωp(Nνp−1
)| > |aωp(Nνp−1

+1)| > ... > |aωp(Nνp−1)| > 0, то

max
Nνp−1

≤m<Nνp

∫ 1

0

|
m∑

k=Nνp−1

aωp(k)φωp(k)(x)| < ε 4−4p, 1 < p < q .

Возьмем функцию fνq (x) из последовательности (3.1) такую, что νq > νq−1, δνq <

ε 4−5(q+2),

(3.19)

∥∥∥∥∥ fνq (x)−

(
fnq −

q−1∑
k=1

(Qk(x)− gk(x))

)∥∥∥∥∥ < ε 4−8(q+1),

и (см. (3.7))

(3.20) |bk| < min
t<Nνq−1

{|at|}, Nνq−1 ≤ k < Nνq .

Из (3.12),(3.18) и вышесказанного следует, что

(3.21)
∫ 1

0

|fνq (x)|dx < ε 4−4(q+1).

Обозначим

(3.22) Qq = Qνq
+

Nνq−1−1∑
k=Nνq−1

αq

2k
φk(x) =

Nνq−1∑
k=Nνq−1

akφk(x)

где

(3.23) 0 < αq < min

{
min

Nνq−1≤k<Nνq

|bk|, ε 4−5(q+3)

}
.

Положим

(3.24) gq(x) = fnq (x)− (fνq (x)− gνq
(x)).

Очевидно, что

(3.25) gq(x) = fnq (x), x ∈ Eνq .

Из (3.7), (3.17), (3.20) и (3.23) вытекает, что

(3.26) 0 < |ak| < min
t<Nνq−1

{|at|}, Nνq−1
≤ k < Nνq

.

Учитывая (3.5), (3.18), (3.19), (3.21) и (3.24), получим, что

(3.27)
∫ 1

0

|gq(x)|dx ≤

∥∥∥∥∥fνq − (fnq −
q−1∑
k=1

(Qk − gk))

∥∥∥∥∥+∥∥∥∥∥
q−1∑
k=1

(Qk − gk))

∥∥∥∥∥+ ||gνq
|| < ε 4−4q.
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В силу (3.6), (3.19), (3.22) – (3.24) будем иметь

(3.28)

∥∥∥∥∥
q∑

k=1

(Qk − gk)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q−1∑
k=1

(Qk − gk)− fnq + fνq +Qq − gνq

∥∥∥∥∥ < ε 4−5(q+1).

Пусть {ωq(k)} – такая перестановка чисел Nνq−1 , Nnq − 1, что

(3.29) |aωq(Nν(q−1)
)| > |aωq(Nν(q−1)

+1)| > ... > |aωq(Nνq−1)| > 0.

Тогда |bωq(Nν(q−1)
)| > |bωq(Nν(q−1)

+1)| > ... > |bωq(Nν(q−1)
+Nνq−Nνq−1)| > 0,

Следовательно из (3.8), (3.9), (3.22) и (3.23) получаем

max
Nνq−1

≤m<Nνq

||
m∑

k=Nνq−1

aωq(k)φωq(k)|| < max
Nνq−1

≤n<Nνq

||
m∑

k=Nνq−1

bωq(k)φωq(k)||+

(3.30) +αq < 3||fνq ||+ ε 4−5(q+3) < ε 4−4q.

Ясно, что по индукции определяются последовательности функций {gq}∞q=1, чис-

ла {νq}∞q=1 и полиномы {Qq(x)}∞q=1 удовлетворяющие условиям (3.25)-(3.30) для

всех q ≥ 2. Определим функцию g(x) и ряд Q(x) следующим образом:

(3.31) g(x) =
∞∑
q=1

gq(x),

(3.32) Q(x) =
∞∑
q=1

Qq(x) =
∞∑
q=1

Nνq−1∑
k=Nνq−1

akφk(x) =
∞∑
k=1

akφk(x).

Отсюда и из условий (3.5), (3.11), (3.15), (3.25) и (3.27) вытекает:

g ∈ L1(0, 1), g(x) = f(x), при x ∈ E,

(3.33) ||g|| ≤ ||gn1
||+

∞∑
k=2

||gk|| ≤ 2||fn1 ||+ ε 4−4 < 2||f ||+ ε ≤ 3||f ||;

(3.34) ||g|| ≥ ||gn1
|| −

∞∑
k=2

||gk|| ≥ ||fn1 || − ε 4−4 ≥ ||f || − ε 2−1 ≥ ||f ||
2
.

Пусть σ(k) – такая перестановка натуральных чисел, что

|aσ(1)| > |aσ(2)| > ... > |aσ(k)| > ...,

Учитывая (3.26) и (3.29) получим, что σ(k) определяется однозначно.
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В силу (3.27)-(3.32) для любого m существует q (Nνq−1 ≤ m < Nνq ) такое, что

||Gm(g)− g|| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
q−1∑
k=1

(Qk(x)− gk(x))

∣∣∣∣∣ dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=Nνq−1

a
(q)
ωq(k)

φωq(k)(x)

∣∣∣∣∣∣ dx+
+

∫ 1

0

|
∞∑
k=q

gk(x)|dx < ε 4−3q.

Из вышесказанного, (3.5),(3.13),(3.33) и (3.34) следует, что

||Gm(g)|| ≤ 3||gν1
||+ ε 4−3q < 4||f || < 4||g|| < 12||f ||,

и

lim
m→∞

||Gm(g)− g|| = 0.

Теорема 1.1 доказана. �

Доказательство теоремы 1.2. Определим числа {bk}∞k=1 и множество E сле-

дующим образом
∞∑
k=1

bkφk(x) =
∞∑
q=1

Qq(x) =
∞∑
q=1

Nq−1∑
k=Nq−1

b
(q)
k φk(x),

E =
∞∩

n=1

En

где {Qq(x)}∞q=1 и En определены в доказательстве теоремы 1.1 (см. (3.2), (3.3),

(3.10)).

Используя рассуждения при доказательстве Теоремы 1, для любой функции f ∈

L1(0, 1) можно выбрать последовательность натуральных чисел {νk}∞k=1 такую,

что

lim
m→∞

∫
E

|f(x)−
m∑

k=1

Qνk
(x)|dx = 0.

Тогда для полученного ряда {Qνk
(x)} существуют числа {δk}∞k=1, (δk = 1 или 0)

такие, что
∞∑
k=1

Qνk
(x) =

∞∑
k=1

δkbkφk(x).

Теорема 1.2 доказана. �
Автор выражает благодарность профессору М. Г. Григоряну за руководство

работой.
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Abstract. We prove that for any subsystem χS = {χnk
}∞k=0 of general Haar system

with |
∞∩

m=1

∞∪
k=m

∆nk
| = 1, where ∆n = {x ∈ [0, 1], χn(x) ̸= 0} and for each ε > 0

there exists a measurable set Eε ⊂ [0, 1], with measure |Eε| > 1 − ε, such that

for every integrable function f ∈ L1(0, 1) one can find a function g ∈ L1(0, 1),which

coincides with f in Eε, such that Greedy algorithm for modified function with respect

to subsystem of general Haar system converges in L1(0, 1) norm.
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