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1. ВВЕДЕНИЕ

Для функционального ряда

(1.1)
∞∑

n=1

fn(x), x ∈ [0, 1],

множество E ⊂ [0, 1] называется множеством точек расходимости, если этот ряд

расходится при x ∈ E и сходится когда x ∈ [0, 1]\E. Если же расходимость в точ-

ках E неограничена, то E является множеством точек неограниченной расходи-

мости ряда (1.1). Хорошо известна классическая теорема Хана–Серпинского (см.

[8], [2]): для того чтобы E ⊂ [0, 1] стало множеством точек расходимости (неогра-

ниченной расходимости) некоторого ряда (1.1), с непрерывными членами fn(x),

необходимо и достаточно, чтобы оно имело тип Gδσ (Gδ). Характеризации мно-

жеств точек расходимости рядов Фурье функций из разных классов посвящено

много работ. При этом рассматриваются как ряды Фурье по тригонометрической
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так и по другим классическим ортонормированным системам (Уолша, Хаара, Ви-

ленкина). Множество неограниченной расходимости рядов Фурье-Хаара полно-

стью было охарактеризовано в работе М. А. Луниной [7]. Ею доказано, что во пер-

вых множество точек неограниченной расходимости любого ряда Фурье-Хаара

является множеством типа G̃δ, и наоборот, любое множество типа G̃δ может

стать множеством точек неограниченной расходимости ряда Фурье-Хаара неко-

торой функции. Множество точек обычной расходимости рядов Фурье-Хаара

полностью охарактеризована Г. А. Карагуляном в работе [3], где доказывается,

что для того чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством расходимости ряда

Фурье-Хаара некоторой функции из L∞[0, 1] необходимо и достаточно, чтобы

оно имело тип Gδσ. Аналогичное свойство для системы Франклина установле-

но Г. А. Карагуляном в [5]. Более того, в работах [4] и [5] Карагуляном дается

полная характеристика множеств расходимости последовательностей операто-

ров со свойством локализации. В настоящей работе рассматривается вопрос о

характеризации множество точек неограниченной расходимости рядов по систе-

ме Франклина.

Система Франклина получается ортогонализацией системы Фабера-Шаудера

методом Шмидта и обозначается через {Fn(x)}∞n=1. Множество A назовем мно-

жеством типа Gδ, если

A =
∞∩
k=1

Gk,

где Gk суть открытые множества. При этом, очевидно, можно предполагать,

что Gk ⊇ Gk+1 для всех k ∈ N . Нижеследующая теорема является основным

результатом статьи.

Теорема 1. Если множество E ⊂ [0, 1] имеет тип Gδ, то существует ряд по

системе Франклина

(1.2)
∞∑
k=1

akFk(x),

который неограниченно расходится в любой точке x ∈ E и абсолютно сходится

при x ∈ [0, 1] \ E.

Отметим, что система Франклина состоит из непрерывных функций и поэтому

согласно теоремы Хана-Серпинского множество неограниченной расходимости
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любого ряда Франклина имеет тип Gδ. Отсюда, с учетом результата теоремы 1

получаем:

Следствие 1. Для того, чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством

неограниченной расходимости для некоторого ряда Франклина (1.2), необходимо

и достаточно, чтобы оно было множеством типа Gδ.

Следствие 2. Для того чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством неогра-

ниченной расходимости для некоторого ряда
∞∑
k=1

|akFk(x)|,

необходимо и достаточно, чтобы оно было множеством типа Gδ.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Для доказательства теоремы нам потребуются несколько лемм. Положим

βk(x) = rk+1(x)rk+2(x), x ∈ [0, 1], k = 1, 2, ...

где

rn(x) = sign[sin(2nπx)], x ∈ [0, 1], n = 1, 2, ...

есть функции Радемахера.

Лемма 1. Если функция f(x), x ∈ [0, 1], линейна на интервалах[
l − 1

2k
,
l

2k

]
, l = 1, 2, .., 2k,

тогда ∫ 1

0

f(x)βk(x)dx = 0.

Доказательство. Достаточно установить равенство∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)(ax+ b)dx = 0,

для любых чисел a, b ∈ R и l = 1, 2, . . . 2k, или же∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)dx =

∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)xdx = 0.

А последнее можно получить простыми вычислениями интегралов. �
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Обозначим

(2.1) βk
I (x) =

{
βk

(
x−a
b−a

)
, x ∈ I

0, x /∈ I

где I = [a, b]. В силу леммы 1, имеем

(2.2)
∫ 1

0

βk
I (x)f(x)dx = 0,

если f(x) линейна на интервалах[
a+

(l − 1)(b− a)

2k
, a+

l(b− a)

2k

]
, l = 1, 2, .., 2k.

Отметим, что система Франклина является базисом в C[0, 1] и обладает свой-

ством локализации. Характерным свойством системы Франклина является экс-

поненциальная оценка

(2.3) |Fn(t)| ≤ C
√
nqn|t−zn|, t ∈ [0, 1]

где C > 0 и q, 0 < q < 1 – абсолютные постоянные, и zn = 2i−1
2k+1 , если n = 2k + i,

k = 0, 1, ..., i = 1, 2..., 2k, z1 = 1 (см. [6], стр. 223).

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть J = (a, b) ⊂ [0, 1], I = [c, d] ⊂ J . Тогда для любого ε > 0

существует число n = n(ε) ∈ N такое, что для любой функции f ∈ L∞[0, 1], с

suppf ⊂ I и ∥f∥∞ ≤ 1, имеем

(2.4)
∞∑

k=n

|(Fk, f)Fk(x)| < ε, при x ∈ Jc.

Доказательство. Обозначим

I1 =

[
a+ c

2
,
b+ d

2

]
, r = min

{
c− a

2
,
b− d

2

}
и зафиксируем любую точку x ∈ Jc. Заметим, что при условии

zk ∈ I1

имеем |x−zk| ≥ r. Отсюда, с учетом (2.3) и неравенства ∥Fk∥1 ≤ C/
√
k, получим

(2.5) |(Fk, f)Fk(x)| ≤ ∥Fk∥1C
√
kqkr ≤ C qkr.

Если же

zk ̸∈ I1,
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то для t ∈ I имеем |zk − t| ≥ r, и следовательно, получим

|(Fk, f)Fk(x)| ≤ C
√
k

∫ 1

0

|Fk(t)f(t)|dt = C
√
k

∫
I

|Fk(t)f(t)|dt ≤

≤ C
√
k

∫
I

|Fk(x)|dx ≤ C1q
kr.(2.6)

Из (2.5) и (2.6) получим

(2.7) |(Fk, f)Fk(x)| ≤ C2q
kr, x ∈ Jc,

при любом k ∈ N. Таким образом, соотношение (2.4) сразу же следует из (2.7)

если учесть, что числовой ряд
∑∞

k=1 q
kr сходится, при q < 1. �

В доказательстве следующей леммы воспользуемся утверждением Г. Г. Ге-

воркяна [1]: если интегрируемая функция f(t) в точке x ∈ (0, 1) имеет разрыв

первого рода, то

(2.8) lim sup
n→∞

Sn(x, f)− lim inf
n→∞

Sn(x, f) ≥ B|f(x+ 0)− f(x− 0)|,

где B есть абсолютная постоянная, а Sn(x, f) – частичная сумма ряда Фурье–

Франклина функции f .

Лемма 3. Пусть J ⊂ [0, 1] – открытый интервал, а I = [a, b] ⊂ J -двоичный.

Тогда для любых чисел p ∈ N и ε > 0, существует полином по системе Фран-

клина

(2.9)
q∑

k=p

akFk(x),

такой, что

(2.10)
q∑

k=p

|akFk(x)| < ε, при x ∈ Jc,

(2.11) max
p≤n≤q

|
n∑

k=p

akFk(x)| ≥ 1, при x ∈ I.

Доказательство. Согласно лемме 2, существует натуральное число n0 такое,

что для любой функции f ∈ L∞[0, 1] , с условиями ∥f∥∞ ≤ 1 и suppf ⊂ I, имеет

место неравенство

(2.12)
∞∑

k=n0

|(Fk, f)Fk(x)| <
Bε

(2B + 1)
, при x ∈ Jc,
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где B есть абсолютная постоянная из (2.8). Так как I – двоичный интервал, то

его можно представить в виде

I =

2m∪
j=1

Ij ,

где Ik – разные двоичные интервалы одинаковой длины. Рассмотрим функцию

βm
I , определенную в (2.1), и пусть n = max{p, n0}. Из (2.12) следует

(2.13)
∞∑
k=p

|(Fk, β
m
I )Fk(x)| <

Bε

(2B + 1)
, при x ∈ Jc.

Ясно, что при достаточно большом m, первые N функции системы Франклина

будут линейными на отрезках Ij . Тогда, согласно (2.2), имеем

(Fk, β
m
I ) = 0, для k = 1, 2, ..., N.

Функция βm
I имеет конечное число точек разрыва. Обозначим их через ξk, k =

1, 2, . . . , l. Согласно (2.8), для любой точки ξk существует частичная сумма, для

которой имеем

|Sνk
(ξk, β

m
I ))| > B|βm

I (ξk + 0)− βm
I (ξk − 0)| ≥ B,

Из непрерывности Sνk
следует, что

(2.14) |Sνk
(x, βm

I ))| > B, x ∈ (ξk − δk, ξk + δk)

для некоторого числа δk > 0. С другой стороны, ряд Фурье–Франклина функции

βm
I равномерно сходится к βm

I на множестве I \
∪

k(ξk − δk, ξk + δk), и, следова-

тельно, существует число ν0 ∈ N, такое, что

(2.15) |Sν0(ξk, β
m
I ))| > 1

2
, x ∈ I \

∪
k

(ξk − δk, ξk + δk)

Определим полином (2.9) взяв

q = max
0≤j≤l

νj , ak =
2B + 1

B
(βm

I , Fk).

Из (2.14) и (2.15) легко следует неравенство (2.11), а (2.10) получается из (2.13).

Лемма доказана. �

Пусть G – открытое множество. Скажем, что система замкнутых двоичных ин-

тервалов {ωk}∞k=1 является разбиением для G, если (ωi)
o
∩
(ωj)

o = ∅ для любых

i, j ∈ N ,
∪∞

k=1 ωk = G, и

lim
k→∞

dist(ωk, G
c) = 0.
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Обозначим через ω∗
k объединение ωk с его двумя соседними интервалами. Легко

заметить, что любое открытое множество обладает таким разбиением.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1.

Если A есть множество типа Gδ, то

A =
∞∩
k=1

Gk,

где Gk – открытые множества и Gk ⊇ Gk+1, k = 1, 2, . . .. Каждое из множеств

Gk обладает некоторым разбиением на двоичные интервалы. Пусть {ωk}∞k=1 есть

некоторая нумерация всех этих интервалов. Легко заметить, что утверждение

x ∈ A эквивалентно нижеследующим утверждениям

x ∈ ωk для бесконечного числа k ∈ N,

x ∈ ω∗
k для бесконечного числа k ∈ N,(3.1)

Для каждого интервала ωk построим многочлен Франклина

(3.2)
nk∑

i=nk−1+1

aiFi(x)

с условиями

(3.3)
nk∑

i=nk−1+1

|aiFi(x)| ≤
1

2k
x ̸∈ ω∗

k,

(3.4) max
nk−1<n≤nk

|
nk∑

i=nk−1+1

aiFi(x)| ≥ k, x ∈ ωk,

где 1 = n0 < n1 < n2 < . . . < nk < . . . есть некоторая последовательность

номеров. Сделаем это по индукции. Применив лемму 3, при J = ω∗
1 , I = ω1, p = 1,

ε = 1, получим полином (3.2), с условиями (3.3) и (3.4) в случае k = 1. Далее

предположим, что условия (3.3) и (3.4) выполняются для некоторых полиномов

(3.2) при k = 1, 2, . . . , t. Обозначим

Mt+1 = max
x∈[0,1]

|
nt∑
i=1

aiFi(x)|+ (t+ 1)

Вновь применив лемму 3, с J = ω∗
t+1, I = ωt+1, n = nt, ε = 1/Mk+12

k, получим

полином вида (3.2), удовлетворяющий условиям (3.3) и (3.4) при k = t+1. Итак,
29



Д. А. КАРАГУЛЯН

завершая индукцию, мы получим некоторый ряд

(3.5)
∞∑
i=1

aiFi(x)

удовлетворяющий условиям (3.3) и (3.4). Пусть x ∈ A. Тогда, согласно (3.1),

существует бесконечная последовательность интервалов ωk, содержащих точку

x. Это значит, что в точке x для бесконечного числа значений k выполняется

(3.4). Отсюда следует расходимость ряда (3.5) в точке x. Если же x ̸∈ A, то

существуют лишь конечное число интервалов ω∗
k, содержаших x. Это значит,

что (3.3) может не выполнятся только для конечного числа индексов k. Отсюда

получаем, что ряд (3.5) абсолютно расходится. Теорема доказана.

В заключении выражаю благодарность Г. А. Карагуляну, под руководством ко-

торого выполнена настоящая работа.

Abstract. Theorems of the paper give a complete description of the divergence and

absolute divergence sets of the series in Franklin system.
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