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А Н Н О Т А Ц И Я . В работе изучаются вращения образа окружности \z\ = r при 
отображении функциями w(z) — p(z), где w(z) — мероморфная в C функция, 
p(z) - полином. В терминах отмеченных вращений устанавливаются некото-
рые аналоги второй основной теоремы Р. Неванлинны. 

M S C 2 0 1 0 n u m b e r : 30D30, 30D35, 30С15. 
К л ю ч е в ы е с л о в а : Теория Неванлинны; свойство близости а-точек. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Предполагаем известными основные положения теории распределения значений 

мероморфных функций, теории поверхностей наложения Л. Альфорса и пользу-

емся стандартными обозначениями из [1]. 

Из первой основной теоремы Р. Неванлинны вытекает следующие качественное 

следствие: если мероморфная в \z\ < R < ж функция w(z) (с неограниченной 

характеристикой) относительно редко принимает в круге \z\ < r < R значение 

а, то на окружности \z\ = r найдутся участки, на которых \w(z) — а\ "мало". 

Иначе некоторые участки границы dFr области Fr = {w(z) : \z\ < r} ( F r — часть 

римановой поверхности функции w - 1(z), на которую отображается круг \z\ < r 

w(z)) а 
Рассмотрим часть границы dFr, лежащую над кругом \w — а\ < ^ и а = ж 
и над \w\ > ^ ^ и а = ж. Это множество является объединением некоторой 

совокупности дуг Ya. 

В работе [2] доказано следующее утверждение. 

Т е о р е м а А . Пусть w(z) мероморфная в \z\ < R < ж функция, av G C, v = 
1, 2 , . . . ,q, ai = aj при i = j . Тогда для любого r < R имеет место неравенство 

2п 

(1-1) Е 
A(r,av) 

д ! ֊ arg(w(z) — аи) d գ> < 
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д д 
д ֊ a r g d ֊ w ( z )  d ֊ + h • L(z), 
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где z = re1^, a L(z) ֊ сферическая характеристика Альфорса, 

Д(Г, a) = Д(Г, a, w) = {z : \z\ = r, \w(z) — a\ < 1 } , \h\ < h i ( a i , . .., aq) < ж. 

Неравенство (1.1) показывает, что вращения дуг v = 1 , 2 , . . . , q вокруг точ-

ки a v оценивается через вариацию угла между касательной к кривой w(re t v) и 

r— 
Теорема А имеет определенное методическое значение. Оно состоит в том, что 

в ней как бы концентрируется "геометрия" доказательства соотношений типа 

второй основной теоремы Р. Неванлинны. 

В доказательстве второй основной теоремы Р. Неванлинны и многих других ос-

новных результатов теории распределения важную роль играет следующее нера-

венство, 

(1.2) ՝^^m(r,av) < m(r, —7)+ O m(r,— J 
v = 1 ՝ ' L ՝ ' -

Это неравенство позволяет оценку близости w(z) к значениям av, v = 1, 2,...,q 
сводить к оценке близости w'(z) к нулю. Вели чина m (r, W7) выполняет как бы 

q 
Неравенство (1.1) по существу является аналогом неравенства (1.2). В этом слу-

чае вместо величин m(r, a), изучаются величины равные числу оборотов дуг Ya 

a 
2п 

д д 
2п 

д д 

д ? a r g s^w(z )  

выполняет ту же роль, что и величина m (r, W7) в неравенстве (1.2). 

В настоящей работе вместо чисел {av} рассматриваются полиномы: 
n 

Pv (z) = Pv,n (z) = J2 a<k )zk, v =1, 2,...,q, 
k=0 

где aՈ^ = a f f l , при i = j. Соответственно вместо множества Д(r,av) рассматри-

ваются множества Д(Г, Pv) = Д(Г, w — Pv, 0). 

В нижеследующей теореме 1.1 мы используем обозначение 

Ea(R) = {r : a2R < r < aR}, 

где a e (0,1) предполагаем фиксированным. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция, в e (0,1),q > 2 - фикси-
рованные числа. Тогда для каждого R > R0 существует такое подмножество 
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Ea(q, R) множества Ea(R), что mes Ea(q, R) > в• mes Ea(R) и при r G Ea(q, R) 
выполняется неравенство 

(1.3) E 1 J A(r,Pv) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) d— 

ր 2n 
< 

д д ( n ) 

д-arg a-w ) ( z ) d— + o[T (cr ,w ) ] , z = re1՝ 

где T(r) ֊ неванлинновская характеристика c = const > 1. 

С л е д с т в и е 1.1. Если w(z) имеет конечный нижний порядок X, то существует 
последовательность r = rn —> оо такое, что 

(1-4) Е 
д 

— arg (w(z) - Pv(z)) d— 

с 2n 
< 

д д ( n ) ֊ a r g  ) ( z )  
d— + o[T (r)], z = re l L p. 

В работе [3] введена величина V(r, a) = v(r, a, w), которая характеризует участки 

{ 7 a } границы дЕг. Обозначим через 2nvYa приращение на Ya величины arg(w(z) — 

a)՜1, при a = ж и величины argw(z) щ и a = <х. Положим 

v ( r ,  a ) =  V ( r , a, ,w ) = ^2  [ vYa], 

Ya 

где [x] ֊ целая часть числа x. 
Величина V (r, a) определяется структурой границы дЕг в окрестности точки a 
и сама характеризует эту структуру, показывая суммарное количество целочис-
ленных оборотов дуг { 7 а } вокруг точки a. В работе [2] вводятся следующие 
величины 

~ ( r ' a ) = 2П ' A(r,a) 
д- arg(w(z) - a) 1 

V - ( r, a ) = lLS д-&Ig (w ( z )  -  a ) - 1) 

d  
d  

1 f ( д 
>A(r,a) 

где x+ = max{x, 0 } x՜ = min{x, 0} и рассматривается следующий вопрос: воз-

можно ли, чтобы для широкого набора значений a и r величина V + (r, a) — V՜ (r, a) 
(суммарное количество оборотов дуг Ya вокруг точ ки a без учета знаков оборо-

тов) существенно превосходила величину V(r, a)1 Если бы это было так, то это 

указывало бы на "хаотичность" геометрической структуры дЕг. И наоборот, если 

для широкого набора значений a и r величины v(r,a) и v+(r,a) — V -(r,a) при-

мерно равны, то это в известной степени указывает на рациональность строения 

дЕг, ибо количество оборотов (без учета знака), примерное равное v(r, a), в силу 
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теоремы 1 работы [3] будет определять разность A(r) - n(r,a), т.е. дефектность 

значения a. 

В пользу такой рациональности, говорит следующий результат: 

Т е о р е м а В . (см.[2]). Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция. Тогда для всех 

a a 

полняется 
v+(r,a) — v  -(r,a) 

( L 5 ) I * A(r) 
a 

\v(r,a)\ 

В соотношениях (1.5) и (1.6) содержится ответ на поставленный вопрос, посколь-

ку из них следует, что имеет место общность в распределениях величин V (r, a) и 

v +(r, a) - v - ( r , a). В настоящей работе доказывается следующая теорема: 

Т е о р е м а 1 .2 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция; в G (0 ,1) ,q > 2 ֊ 

фиксированные числа. Тогда для каждого R > R0 существует такое подмно-

жество Ea(q, R) С Ea(R), что mesEa(q, R) > в • mesEa(R), и при r G Ea(q, R) 

выполняется неравенство 
q 

(1.7) J2[V +(r,Pk) - v -(r,Pk)] < K (а, в, n) • T (cr,w), 
k=1 

где v+(r, Pk) = V+ (r, w - Pk, 0 ^ v - (r, Pk) = v - (r, w - Pk, 0 ^ K(а, в, n) - nocmo-

а в n 

С л е д с т в и е 1 .2 . Если w(z) имеет конечный нижний порядок X, то существует 

последовательность r = rm ^ ж такая, что выполняется неравенство 

(1.8) J2[v+(r,Pk) - v  -(r,Pk)] < K (X, n) • T (r,w), 
k=1 

K( X, n) X n 

2. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

Обозначим через 

wv,i(z)= w ( i ) ( z ) - P( i )(z) + lb(v ), 

A* (r,b(v )) = A (r,b(v )  լյ-, bi , wv 

A\(r, a) = Ai(r, a, w) = {z : \z\ = r, \w(z) - a\ < l} , 

A* (r,b(v )) =Ai (r,b(v ),wv,i) , 
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где b\ v ) = i!a ( v ) и l = max \b (  v՝ )\ + 1 i = 0,1, 2,...,n,v = 1, 2,...,q. 

Сначала докажем следующую лемму. 

Л е м м а 2 .1 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция. Тогда имеет место нера-

венство 

(2-D Е 
1-М (r,Pv) 

д 
— arg (w(z) — Pv(z)) 

,-2п 

d , < 
д  д (n) 

д ,
 wg

 3 ^ w
 ) ( z )  

q n—1 

+ K ^ E r 
v=1 i=0  J  A"p'} 

w ( i+2 )(z) - P ( i + 2 ) 

w ( i+1 )(z) _ p ( i + 1 ) 

d, 

d , 

q n 

+ K2 E E ւ է , w ( i ) — P( i ) + i ! a ( v ) ) , 
PiV 

v=1i=0 

где Др'i = Д* (r, b ( v )^ \ Д* (r, b ( + ) 1 j , L(z) ֊ сферическая характеристика Л. Аль-

форса, р e (0,1) ֊ фиксированное число, K1} K2 ֊ постоянные. 

Доказательство. В работе [2] установлено следующее неравенство 

(2.2) 
I A(r,a) 

— &ig(w(z) — a) d , < 
Ap(r ,a) 

д д ) 

д,-f  & I g ~3^>w 
d , + O (L(r,w)) 

Используя это неравенство получим 

f "  a r g ( w V ' i ( z )  —  b i V ) ) 
J A * ( r , b ( v ) ) д , V ) 

d, 

< 
'АЧГ'Ь^) 

д д ( 
- 1 , w V ' i ( z ) d, + O (L(r, wv'i)). 

Отсюда нетрудно видеть, что 

(2.3) f " , )Հ
 д

 a r g ( w v , i ( z )  —  b { (V )՝) 
J A * (r'b (-v )) д , V ) 

d , 

< 

+ 

A * { r ' b f 1 ) \A * (Т'Ь+ 

д 

IA * ( r , b + )  д , 

д_ 
д, 

arg (wv'i+1(z) — b ( (+\j 

д-  aYg  w i + 1 ( z )  — Ь ( ( + \ ) 

d , 

= I (r)+ j' 
A A * ( r ^ ^ 

a r g ( ֊ W v ' i + 1 ( z )  —  Ь ( (+\) 

d , + O (L(r, wv'i)) 

d, + O (L(r, wv'i)) 
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Оценим п(рвый рнтеград в правой части неравенства (2.3). Обозначим через 

A'V' i = A* (r, b ( v )) \ A* (r, b(+1 j , отсюда получим 

(2.4) I(r) <  д arg (wv, i+ i (z ) - dy 

+ 

+ 

P, l  

P, l  

d_ 
д<p 

д 
д<ք 

arg 

arg wV i+i(z 

Z ) - b {v) ՝ z ) b i + 1 

Поскольку при z G AV'\ 1 < 

(2.5) Ii(r) < r 

V v , i + 1 ( z )  -  bi+i 

dy 

dу = Ii(r) + h(r) + h(r)-

(v) l 

lAV 

Վ ' i + i ( z )  

-  bi+i 

Kr \wV'i+i ( z) 
IAv՝ 1 + \wv,i+i(z) 

d¥ <  K r \ w ' ' i + i 
J A v ՝ 

yd^ < KL(r, wV'i 

Для оценивания интеграла I2(r) нетрудно видеть, что при z G AP'l имеем \wV'i+i(z)\ > 

1 

д 

w V ' i + i ( z )  -  b (+i >1 

b (v) ՝ 
i+i / wv'i+i(z 

— arg 
օ<ք \ w 

Следовательно 

(2.6) 

Оценим интеграл I3 (r). 

I3(r) = \ ՝ 

J A " • ՝ 

д / wV'i+i(z) - b. 
dr I wvi+i(z) 

I^(r) < KL(r, wv 

(v) ՝ 
i+i Kr \w' vi+i(z)\ 

1 + \w vi+i(z)\ 
2 • 

— arg wvi+i(z) dу < r 
p,l 

w,,i + i(z 
dy 

w'v,i+i(z) w'vi+i(z) 

wv,i+i(z) ( ) k(v) 
wvi+i(z) - b\+i 

wv,i+i(z) 
< K  \\\ ( ) k(v) 

wvi+i(z) - b\+i 

Следовательно, 

(2.7) I3(r) < Kr 
wv'i+i

 ( z )  -
 b <l+i 
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Учитывая неравенства (2.3) - (2.7), получим 
д  й - Av)' 

A r'b ( v ) \ 
д , aig (w vi(z) — b\v^ d, < J 

w' v,i+1(z) 

A r'b (v) • 

aTg ( w v i + 1 ( z )  —  b (+1) d , 

K 1 r 
' Av  w vi+1  ( z )  —  b (+1 

d , + K2L(r, wvi) + K3L(r, wvi+1). 

Последовательно применяя это неравенство при i = 0 , 1 , 2 , . . . ,n — 1 и учитывая, 

что w„'0(z) — b^^ = w(z) — Pv(z), Д* ^r, = Д (r, Pv) имеем 

lA(r'Pv) 

д 
— arg(w(z) — Pv (z)) d , < [ , ( )ճ  д  a rg (wv,n ( z )  —  b<n  }) 

J A * r,biv ))  д ,  V  J  

d , 

n—1 

K1 r 
i=0  J  AP'J 

w' vi+1(z) 

wv,i+i(z) — b v  i+i 

d, + L(r, wvi). 

Отсюда применяя неравенство (2.2) для первого интеграла правой части этого 

неравенства и учитывая, что wvn(z) = w ( n )(z), Д* (Т,ЬП^ = Д (Т,ЬП՝ ),w (N )՝SJ, 

v = 1, 2, ... ,q, получим 

(2.8) I  д arg(ww(z) — Pv(z)) d , < J 
JA(r,Pv)  д ,  V  1 JA AJ r,b. 

д  д (n) ֊
 ) ( z )  

n—1 

+ K1 r w' v,i+1(z) 

wv,i+1 ( z)  — Վ++1 

d , 

d, + E L(r, wvi). 
i=0 

I bW_ b(j) I 
Пологая р = min < mm  n 2  n , 1 >, очевидно получаем 

l й J 

Др (r, b (n i ),w ( n )) Ո Др (r, b (n j ),w ( n )) =Ф, i = j. 

Учитывая это и суммируя по v (v = 1, 2,... ,q) неравенство (2.8), получим утвер-

ждение леммы 2.1. • 

Л е м м а 2 .2 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C-функция. Тогда имеет место нера-

венство (z = re iV) 

(2-9) Ո ՛ 
0 A 0 J A(r'W'W') 

,,''(re i v) 
w'(re i v) 

rdrd, < K ( c ) { RT1 / 2 (cR, w) + T (cR,w)} , R > R0, 

где Д(Г, W, W') = Д(Г, 0, w) \ Д(Г, 0, w'), c = const > 1. 

Доказательство. Так как при z e Д(r,w,w'), \w(z)\ < 1 и \w'(z)\ > 1, то нбтруд-

но видеть, что 

w ' '(z) 
w '(z) 

< \w''(z)\ 2 + 2 \w''(z \w '(z) 

1 + \w'(z)\2 1 + \w'(z)\2 1 + \w(z)\2' 

73 



В . Г. П Е Т Р О С Я Н 

Отсюда используя неравенство Коши-Буняковского, получим 

Г [ w''(z) 

'0 J A(V'W'W') w '(z) 
rdrdy < KA i / 2(R,w'){ R + A i / 2(R,w)}. 

Учитывая очевидное соотношение 

(2.10) 

имеем 

T(cr, w) 
A(r,w) < —'-, c> 1, 

ln c 

՛ 0 J A(V'W'W') 

w ' '(z) 
w '(z) 

rdrdy < KT1 / 2 (cR,w'){ R + T 1 / 2 (cR,w)} . 

Используя теперь известное неравенство (см. [4], теорема 2.3, Гл. III) 

(2.11) T(r, w ( l )) < (l + 1)T(r, w) + Q(r, w), 

где Q(r,w) = o[T(ri,w)], ri > r, r ^ ж, получим 

Г [ w''(z) 

J0 J A(V'W'W') 

Лемма доказана. 

w '(z) 
rdrdy < K^T i / 2(cR,w)R + T(cR,w)} , R > R0. 

• 

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕЗУЛЬТАТОВ 

r 

лучим 

(3.1) 
' E a ( R ) ^ j A i r ' P v ) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) dy 

f2n 

q n-i 

< K i J 2 J 2 

֊ a r g -w{  ) ( z )  

(i 

dy dr 

v=i i=0  E « ( R ) J A ' 
q n 

z) - P (i+2) 

:>(i+i) v 
rdrdy 

w(i+i)(z) - P  (  

n ( р 

+ L(r, w ( i ) - P( i ) + ւՎv )) dr. 

Используя лемму 2.2, неравенство (2.11) и 

(3.2) 

имеем 

(3.3) 
I E a ( R ) J A -

J ^ c v j < J 2 cY, 0 < դ < 1, cv > 0, 

z) - P (i+2) 
V 

(i+i)(z) - P ( i + i ) 
V 

rdrdy < K^T i / 2(cR,w)R + T(cR,w)} . 
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Используя неравенство Коши-Буняковского, получим 

/ L (r, w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) dr < KRA i / 2 (aR, w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) . 
J E a ( R )  v  J  v  J  

Отсюда учитывая неравенства (2.10), (2.11) и (3.2) имеем 

(3.4) [ L (r,w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) dr < KRT i / 2(cR,w), R > R0. 
J E a ( R ) v J l E a ( R ) 

Из неравенства (3.1), (3.3), (3.4) получим 

(3.5) 
' E a ( R ) 

E 
i-'A(T'Pv) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) dy 

,-2n д д (n) 
— arg — w ( n )(z) dy dr \ dy dy 

< K^R i / 2(cR,w) + T(cR,w)} , R>R0. 

• 
Доказательство следствия 1.1. Используя теорему о среднем значении в неко-

торой точке R* G ( a 2 R , a R ) из неравенства (3.5) получим 

(3.6) Е 
r ) A ( R * ' P v ) 

д 
— arg (w(R*e i p) - Pv(R*e i p)) 

,-2п 

< 
д д 

— arg —w ( n ){ R*e i p) 

dy 

dy \ 
dy dy 

+ K IT  i / 2(cR, w) + — T(cR, wH . 

Выберем множество Rn = Rn(a, c) значений R, заяисящих только от а и c, для которых выполняется неравенство 

T(cR,w) = a2R,w) < ԼՕԼ1T{a2R,w) < K (c,a,X) T (R*,w). 

Возможность такого выбора обеспечивается леммой 1.3.1. из работы [5]. С таким 

Rn из неравенства (3.6) имеем (R* = Rn ^ ж) 

Е 
r ) A ( R * ' P v ) 

д 
— arg (w(lTe i p) -  Pv(R*e i p)) 
dy 

д д 
< I -Ւ arg irw ( n )(R*e i p) Jo dy dy 

Следствие доказано. 

Доказательство теоремы 1.2. Нетрудно видеть, что 

dy 

dy+o (T (R*,w)). 

• 

v+(r,Pk) - v -(r,Pk ) = 2- ( 
2n J A A(T'Pk) 

д 

dy arg (w(z) - Pk (z)) 
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Отсюда и из неравенства (3.5) получим 

/ Г Е V +(r,Pk) - V - (r,Pk)] \dr 

r2n 
< 

< 

д д (n) 
дՀ

 ( z )  d^dr 
)Ea(R) Jo 

+ K^T  1 / 2(cR, w)R + T(cR, w ) | 

'•2n w ( n 2 )(z) 

l E a ( R ) J 0 w ( n+1 )(z) 
rdrdу + K^T  1 / 2(cR, w)R + T(cR, w^ -

Используя лемму 2 работы [6] и неравенство (2.11) имеем 

[ \^[v+(r,Pk) - v  -(r,Pk) ] dr < KRT (cR, w), R > R0-
J  E a ( R ) Ա = 1 J 

• 
Следствие 1.2 доказывается аналогично доказательству следствия 1.1. 

Автор выражает благодарность Г. А. Барсегяну за ценные обсуждения резуль-

татов. 

A b s t r a c t . The paper studies the rotation of the image of the sphere \z\ = r under 

mappings by functions of the form w(z) — p(z), where w(z) is an entire meromorphic 

function, while p(z) is a polynomial. In terms of rotations, some analogs of the 

Nevanlinna Second Fundamental Theorem are established. 
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