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АННОТАЦИЯ. В статье характеризуется класс полугрупп в которых суще-
ственно выполняется сверхтождество левой дистрибутивности. Доказывает-
ся, что класс всех полугрупп в которых существенно выполняется сверх-
тождество левой дистрибутивности является объединением трех конечно-
базируемых многообразий полугрупп, причем, явно выписываются базисные 
тождества всех многообразий. 
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1. В В Е Д Е Н И Е 

Напомним, что сверхтождество [1] ֊ формула второго порядка вида: 

(1.1) ՝ i X i , . . . ,Xm՝ixi ,...,xn (wi = աշ), 

где wi, w2 ֊ слова (термы) в алфавите функциональных переменных X1,..., Xm и 

предметных переменных xi,..., Xn- Однако сверхтождество обычно пишется без 

кванторной приставки: w1 = w2. Будем говорить, что сверхтождество w1 = w2 вы-

полняется в алгебре (Q, £ ) , если это равенство справедливо когда каждая функ-

циональная переменная Xi заменяется любой операцией той же арности из £ 

(предполагается возможность такой замены), а каждая предметная переменная 

Xj заменяется любым элементом из Q. 

Многообразие V удовлетворяет данному сверхтождеству, если каждая алгебра 

этого многообразия удовлетворяет этому сверхтождеству. В этом случае данное 

V 

Сверхтождество (1.1) называется нетривиальным, если m > 1, и - тривиаль-

ным, если m = 1. Число m называется функциональным рангом сверхтождества 

(1.1). Бинарную алгебру (Q, £ ) назовем нетривиальной, если |£ | > 1. 
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Известна (см. [1] ֊ [4]) классификация нетривиальных сверхтождеств ассоци-

ативности и дистрибутивности в нетривиальных ց-адгебрах и е-алгебрах. 

Пусть Q(^) - полугруппа. Следующая функция называется бинарным полино-

мом (многочленом, термом) полугруппы Q(^): 

f(x,y) = zl1 z22 ...z En , 

где n e N £ւ,£շ, •••,£ա e N z1,z2,...,zn e {x,y} и Zi = zi+1. 

Аналогично определяются тернарные и n-арные полиномы (многочлены, тер-

мы) полугруппы Q(0- Совокупность всех бинарных полиномов полугруппы Q(^) 

обозначим через Q 2pol. 

Будем говорить, что в полугруппе Q(-) полиномиально выполняется сверхтож-

дество (1.1), если в бинарной алгебре (q, Qpol j выполняется это сверхтождество. 

В работе [5] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых полиномиально 

выполняется тривиальное сверхтождество ассоциативности 

(1.2) X ( x , X ( y , z ) ) = X(X(x,y),z), 

образует конечно-базируемое многообразие (причем указывается базис содержа-

щий около 1000 тождеств). Такие полугруппы называются сверхассоциативны-

ми. В работе [6] (см. также [7]) указывается базис тождеств этого многообразия 

содержащий 5 тождеств. 

В работе [8] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых полиноми-

ально выполняется тривиальное сверхтождество правой (или левой) дистрибу-

тивности, образует конечно-базируемое многообразие полугрупп, определяемый 

тремя тождествами: x 2 = x 3 , xyz = xyxz, xyz = xzyz. Такие полугруппы называ-

ются сверхдистрибутивными. А класс всех полугрупп, в которых полиномиально 

выполняется нетривиальное сверхтождество правой (или левой) дистрибутивно-

сти, образует конечно-базируемое многообразие полугрупп, определяемых тремя 

тождествами: x 2 = x,xyz = xyxz, xyz = xzyz. Из этого описания, в частности, 

следует, что любая сверхдистрибутивная полугруппа является сверхассоциатив-

ной. 

Через Q 2pol обозначим множество всех бинарных полиномов f (x,y) полугруппы 

Q() каждая из которых существенно зависит от обоих аргументов x, y (см. 

определения 2.1 и 2.2 ниже). 

Будем говорить, что в полугруппе Q() существенно выполняется сверхтожде-

ство (1.1), если в алгебре (Q,Q 2epol՝՝j выполняется это сверхтождество. В работе 
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[9] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых существенно выполня-

ется тривиальное сверхтождество (1.2), образует многообразие, определяемый 

четыремя тождествами (см. также [10, 11]). 

В работе [12] доказывается, что в отличие от тривиального сверхтождества ассо-

циативноси, класс всех полугрупп в которых существенно выполняется нетриви-

альное сверхтождество ассоциативности ֊ конечное объединение конечно-базируемых 

многообразий полугрупп. Причем, явно выписываются базисные тозкдсствэ. всех 

многообразий. 

Однако характеризация полугрупп, в которых существенно выполняется сверх-

тождество дистрибутивности, остовалось открытой. 

В настоящей работе описываются полугруппы, в которых существенно вы-

полняется одно из следующих сверхтождеств левой дистрибутивности функцио-

нального ранга 1 или 2, а также одно из сверхтождеств левой дистрибутивности 

функционального ранга 3, 4 или 5: 

(1.3) X ( x , X (y,z) = X ( X (x, y ,X (x ,z 

(1.4) X(x,X (y,z) = X ( X (x, y ,Y (x z )  

(1.5) X(x,X (y,z) = X ( Y (x, y) ,X (x z )  

(1.6) X(x,X (y,z) = X ( Y (x, y) , Y (x, z) 

(1.7) X(x,X (y,z) = Y (X (x, y) ,X (x z )  

(1.8) X(x,X (y,z) = Y (X (x, y) , Y (x, z) 

(1.9) X(x,X (y,z) = Y (Y ( x, y) , X (x, z) 

(1.10) X(x,X (y,z) = Y (Y ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.11) X(x,Y (y,z) = X (X (x, y) ,X (x z )  

(1.12) X(x,Y (y,z) = X (X (x, y) , Y (x, z) 

(1.13) X(x,Y (y,z) = X (Y ( x, y) , X (x, z) 

(1.14) X(x,Y (y,z) = X (Y ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.15) X(x,Y (y,z) = Y (X ( x, y) , X (x, z) 

(1.16) X(x,Y (y,z) = Y (X ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.17) X(x,Y (y,z) = Y (Y (x, y) , X ( x, z )  

(1.18) X(x,Y (y,z) = Y (Y (x, y) , Y (x, z )  
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2. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 3 ) и ( 1 . 1 5 ) 

Определение 2.1. Будем говорить, что бинарный многочлен F(x,y) в полу-

группе Q(-) существенно зависит от предметной переменной x, если существу-

ют такие x1,x2,y G Q, что F(x1,y) = F(x2,y). 

Точно так же определяется существенная зависимость бинарного многочлена 

F(x, y) от предметной переменной y. 

Определение 2.2. Назовем бинарный многочлен F(x,y) существенным, если 

x y 

Определение 2.3. Два сверхтождества назовем эквивалентными, если в лю-

бой полугруппе Q(-), эти сверхтождества либо одновременно существенно вы-

полняются, либо ни одно из них существенно не выполняется. 

Будем говорить, что сверхтождество (h2) вытекает из сверхтождества (h1) (и 

обозначим (h1) ^ (Խ)), если во всех полугруппах, где существенно выполняется 

сверхтождество (h1) существенно выполняется так же и сверхтождество (h2). 

По определению, выражение x 0 будем считать пустым. 

Рассмотрим следующее множество тождеств: 

/շ J4 Г xyz = xyxz, 
է xyz = xzyz; 

Л е м м а 2.1. В полугруппе Q(-) с тождествами (2.1), любой существеный мно-

X(x, y) 

P = {xy, yx, x2y, yx2, xyx, yxy}. 

X(x, y) представ-

лен в одном из следующих видов: 

X (x, y) = x a i y e i x a 2 y e ... x an y en, 

X (x, y) = y e i x a i y e 2 x a 2.. . y en x an, 

X (x,y)= x a i y e i x a 2 y e 2 ...x°n y en x°-n+l , 

X (x,y) = y e i x a i y e 2 x a 2 ...yPn x an yPn+l , 

где n,ai,ei G N, a i = 1, 2,... ,n. Докажем следующую формулу: 

(2.2) Va, b, c, d G N, 3e,f G N (x ay bx cy d = x ey f). 
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x ay bx cy d = x a - 1 (x ( y b x c - 1 ) xyd) = x a - 1 (x ( y b x c - 1 ) yd) 

а Ъ c ֊ 1 d а Ъ d a Ъ+d = x y x y = . . . = x y y = xy , 

то заключаем, что значения e = а и / = b + d удовлетворяют (2.2). Из (2.2) 

ясно, что любой существенный многочлен X(x,y) можно представить в одном 

из следующих видов: 

X (x,y) = x ay b, X (x,y) = y ax b, X (x,y) = x ay bx c, X (x,y) = y ax by c, 

где a,b,c G N. Докажем также, что 

(2.3) Уа,Ь G N, 3c G N (x ay b = x cy). 

Если b = 1, то c = а. Если b > 2, то имеем: 

x ay b = (x ay 2) yb - 2 = (x ayy) yb - 2 = 

= (x ayx ay) yb - 2 = (x ax ay) yb - 2 = x 2 ay b - 1 = ... = x c y. 

Следовательно: 

У а, b, c G N, 3 d, e G N (yx ay bx c = x a y dx = x eyx) , 

У a, b,c G N, 3d, e G N (y ax by c = y ax dy = y exy) . 

Таким образом, любой существеный многочлен X(x,y) можно представлять в 

одном из следующих видов 

X (x,y)= x ay, X (x,y)= y ax, X (x,y) = x ayx, 

где a G N. Имеем 

3 2 2 x y = xxxy = xxy = x y и x yx = xxyx = xyx. 

Следовательно, если a ^ 2, то x ayx = x a - 2x 2yx = x a - 2xyx = x a - 1yx = . 
Таким образом, y axy = yxy, a G N Отсюда, при a ^ 3, имеем 

xyx 

x ay = x a  3x 3y = x a  3x 2y = x a  1y x 2y, 

yxyx yx 2  т.е. x ay = x2y , если a ^ 2. Анадогично, y ax = y2x = yyx 
если a ^ 2. Следовательно, любой существенный многочлен X(x,y) может быть 

представлен в одном из следующих видов: 

X (x,y)= xy, X (x,y) = x2y, 

X (x,y) = yx, X (x,y) = yx2, 

X (x,y) = xyx, X (x,y) = yxy. 
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• 

x y z 

тернарном многочлене X(x, y, z) полугруппы Q(-), если в этом многочлене она 

участвует с ненулевой степенью. 

Например, если Y (x,y), Z (z,y), U (x,y) суть существенные многочлены по-

лугруппы Q (•), то переменные x, y, z участвуют в следующих многочленах: 

X (x,y,z) = Y(x,Z(y,z)), 

X (x, y, z) = Y(Z (x, y), U(x, z)). 

Рассмотрим следующее множество тождеств: 

{ xyz = xzy, 
xyz = yxz, 

xyz = x 2 yz. 

Л е м м а 2.2. В полугруппе Q() с тождествами (2.4), любой тернарный много-

X(x, y, z) x y z 

xyz 

Доказательство. В полугруппе Q(•), который удовлетворяет системе тождеств 

X(x, y, z) x y z 

представить в следующем виде 

X (x,y,z) = x ay bz c, где a,b,c G N. 

Если a > 2, то x ay bz c = x a - 2 (x 2y bz c) = x a - 2 (xy bz c) = x a - 1y bz c = ... = xy bz c, 
x ay bz c = xy bz c xy bz c = xyz c = xyz • 

Т е о р е м а 2.1. Пусть i = 3 или i = 15 В полугруnne Q(^) существенно вы-

(1.i) 

удовлетворяет (2.1) или одному из следующих тождеств: 

xy = x 2 , xy = y2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему только для сверхтождества (1.3), т.е. ко-

i=3 

xy 

xy = x2 xy = y2  

xy yx 

X (x, y) = xy xyz = xyxz 
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X (x, y) = yx zyx = zxyx xyz = xzyz 
ходимость доказана. 

Докажем достаточность. 

А) Если выполнено одно из тождеств (2.5), то не существуют существенных мно-

гочленов. 

Б) Пусть в полугруппе Q(^) выполняется система тождеств (2.1). Согласно лем-

X( x, y) 

жеству: 

P = {xy, yx, x2y, yx2, xyx, yxy}. 

Рассмотрим эти случаи в отдельности: 

X (x, y) = xy xyz = xyxz. 
X (x, y) = yx zyx = zxyx 

(3) При X (x,y) = x?y получим справедливое тождество: x 2y 2z = x 2yx 2yx 2z, 
т.к. 

2 2 2 2 ( 2 2 \ 2 2 2 2 x 2yx 2yx 2 z = x 2 y(x 2yx 2 z) = x 2yx 2yz = x 2y 2z. 

(4) При X (x,y) = yx2 получаем тождество: zy 2x 2 = zx 2yx 2yx 2, т.к. 
2 2 2 2 i 2 2\ 2 2 2 2 2 zx 2yx 2yx 2 = zx 2(yx 2yx 2) = zx 2y 2 x 2 = zy 2x 2. 

X (x, y) = xyx xyzyx = xyxxzxxyx 
xyxxzxxyx = xy(x 2 zx 2y)x = xyx 2 zyx = (xyxx)zyx = xyxzyx = xyzyx. 

X (x, y) = yxy zyzxzyz = zxzyxyzxz 
zyzxzyz = zyxzyz = zyxz 
zxzyxyzxz = zxyxyxz = zxxyxz = zxyxz = zyxz. 

3 . С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 4 ) - ( 1 . 1 4 ) , ( 1 . 1 6 ) - ( 1 . 1 8 ) 

Теорема 3.1. Пусть i = 4,..., 14,16,17,18. В полугруппе Q(^) существенно вы-

(1.i) 
удовлетворяет (2.4) или одному из тождеств (2.5). 

Доказательство . Будем доказывать теорему для сверхтождества (1.4), т.е. ко-

i =4 
xy 

xy = x2 xy = y2  

xy yx 
ным. 
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Принимая в (1.4) X (x, y) = xy и Y (x, y) = xy, будем иметь xyz = xyxz. Прини-

мая в (1.4) X (x, y) = yxrnY (x, y) = yx будем иметь zyx = zxyx, т.е. xyz = xzyz. 

X (x, y) = xy Y (x, y) = yx xyz = xyzx = 

xyzyx = xzyx = xzy. Принимая в (1.4) X (x, y) = yx и Y (x, y) = xy, будем иметь 

zyx = xzyx xyz = zxyz = zyxz = yxz xyz = x(yxz) = 

xxyz = x?yz. Необходимость доказана. 

Докажем достаточность. 

А) Если одно из тождеств (2.5) имеет место, то не существует существенных 

многочленов. 

Б) Допустим, что в полугруппе Q(-) выполняется система тождеств (2.4). Со-

X(x, y, z) 

x y z xyz 

X(x, X(y, z)) = xyz = X(X(x, y), Y(x, z)). 

• 

4. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ДИСТРИБУТИВНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАНГА 
3 , 4 и л и 5 в ПОЛУГРУППАХ 

Многочлены (а так же и функциональные переменные) будем обозначать буква-

ми X,Y,Z,... . 

Т е о р е м а 4.1. Пусть дано сверхтождество левой дистрибутивности, функци-

ональный ранг которого больше 2. В полугруппе Q(-) существенно выполняется 

это сверхтождество тогда и только тогда, когда полугруппа Q(-) удовлетво-

ряет (2.4) или одному из тождеств (2.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Рассматриваемое сверхтождество имеет сле-

дующий вид: 

X ( x , X1(y, z)) = X2(X3(x, y), XA(x, z)), 

где X1,X2,X3,X4 G {X, Y,Z,...}. Поскольку ранг рассматриваемого сверхтож-

дества не меньше 3, то в нем участвуют по крайней мере 3 разных многочлена: 

X Y Z 

Y 

X 

(1.4)-(1.14),(1.16)-(1.18). Если же в этом сверхтождестве имеются 2 или больше 
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Y 
X Y 

(1.16)-(1.18). Необходимость доказана. 

Доказательство достаточности аналогично доказательству достаточности преды-

дущей теоремы. Теорема доказана. • 

Следствие 4.1. Любое сверхтождество левой дистрибутивности эквивалент-

1 2 

( 1 . 4 М 1 . 3 ) . 

В заключение отметим, что аналогичные результаты справедливы и для сверх-

тождеств правой дистрибутивности. 

Abstrac t . The paper gives a description of the class of semigroups in which the 

hyperidentity of left distributivity is essentially valid. It is proved that the class of all 

semigroups, in which this hypeidentity is essentially valid, is a union of three finitely 

based semigroup varieties, and the basic identities of all varieties are given in explicit 

forms. 
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