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А Н Н О Т А Ц И Я . Доказывается,ЧТО многочлен (символ дифференциального опе-
ратора) , многогранник Ньютона которого является прямоугольным парал-
лелепипедом с вершиной в начале координат, будет почти гипоэллиптиче-
ским тогда и только тогда, когда он регулярен. Получены также алгебра-
ические условия почти гипоэллиптичности для нергулярных многочленов, 
возрастающих на бесконечности. Д л я многочленов двух переменных полу-
ченные результаты окончательны. 

M S C 2 0 1 0 number : 12Е10. 
К л ю ч е в ы е слова: почти гипоэллиптический многочлен; регулярный много-
член; гипоэллиптичеекий оператор (многочлен); многогранник Ньютона. 

1. В В Е Д Е Н И Е . П О С Т А Н О В К А ЗАДАЧИ 

Пусть Rn n— мерное евклидово проетранетво, է = (£i, . . . ,£n) € Rn, Nff — 

множество n— мерных мультииндексов, т.е. множество точек a = (ai, ...,an) с 

целыми неотрицательными компонентами. Для է € Rn и a € Щ1 , положим է" = 

ԷՀ 1 • •• էՒ, D a = Da ••• Da, где Dj = d/d^ (j = 1, ...,n), |է| = У ё 2 Г 7 7 7 + ё 2 -

Для линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициента-

ми P(D) =Y_1 YaD a, где сумма распространяется по конечному набору мульти-

индексов (P) = {a; a € = 0}, через P (է) = Y^ Ղռէ" обозначим характери-

стический многочлен (полный символ), отвечающий этому оператору. 

Определение 1.1. Будем говорить, что многочлен P(է) мощнее многочлена 

կ(է) (запись Q < P ), если с некоторой постоянной C > 0 

1Չ(է)1< C[IP(է)| + 1] ¥է € Rnn  

Определение 1.2. Оператор P(D) (многочлен P(է)) называется почт,и гипо-

эллиптическим, если DvP < P для любого v € Nfi. 
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Понятие почт,и гипоэллиптического оператора (многочлена) является обоб-

щением введенного Л. Хермандером в [1] понятия гипоэллиптического оператора 

(многочлена). Напомним, что гипоэллиптические многочлены характеризуются 

тем (см. [5], Теорема 11.1.3 ), что для любого 0 = v е Nff 

D vP(0/P(О ^ 0 при 

а гипоэллиптические операторы тем, что все решения из класса распределений 

дифференциальных уравнений, отвечающих этим операторам являются беско-

нечно дифференцируемыми функциями (см. [2] ֊ [4]). 

Из этих определений следует, что гипоэллиптический многочлен является по-

чти гипоэллиптическим. Обратное не верно, в чём можно убедится непосред-

ственной проверкой на примере многочлена P(£) = + + (см. также 

ниже, Лемму 2.1), которому соответствует оператор 

P (D) = - ճ _ . 
3x\ dx2 dx\3x2 

После появления работы [1] Л. Хермандера и особенно после публикации моно-

графии [6] и статьи [7] того же автора, началось бурное развитие теории гипоэл-

липтических уравнений. В частности, разными авторами были найдены различ-

ные алгебраические условия гипоэллиптичности (см., например, [8] - [11] ). Эти 

и многие неотмеченные работы относились к невырожденным (регулярным) (см. 

Определение 1.4 ниже) многочленам, близким по своему характеру к эллипти-

ческим. 

Далее были получены алгебраические условия гипоэллиптичности также и для 

вырожденных (нерегулярных) многочленов, сильно отличающихся от эллипти-

ческих (см., например, [12] - [15] ). 

Несмотря на то, что класс гипоэллиптических операторов содержит множество 

эллиптических операторов и выходит далеко за его пределы, естественным обра-

зом встал вопрос описания таких дифференциальных уравнений, которые будучи 

негипоэллиптическими, имеют "достаточное количество" бесконечно дифферен-

цируемых решений. На этом пути были введены понятия частично гипоэллип-

тического оператора (см., например, [16] - [19]), глобально гипоэллиптического 

оператора (см., например, [20]) и почти гипоэллиптического оператора (см., на-

пример, [21] ֊ [23]). 

Приведем еще несколько определений и обозначений. 
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Пусть А е Rn. Многочлен R(£) = R(£i,..Հո) называется А - однородным (обоб-

Щ6ННО~ однородным) А— порядка d, если для любого t > 0 

R(t xO = R(tX l Հւ, .. .,tX n Հո) = t dR(0 У^ е Rn, 

R 

R(0= Е 
(Л, a)=d 

А- R 

(1.1) R n՛ 0 = {Հ е R n,Հ1Հ2 • • • Հո = 0} и V(\R) = {п е R n , 0,R(n) = 0}. 

Пусть п е S ( R ) = ՝Е(А, R), положим 

(1.2) 4v,R) = {v е N0n,D vR(n) = 0}, 

(1.3) A ( n , R ) = min (A,v), 
vE#(n,R) 

при этом будем считать, что A(n, R) = 0  е с л и Ո е R n , 0\E(R). 

Для набора мультииндексов N = {а1, ••• ,aN}, наименьший выпуклый много-

гранник Ж(^ в Rn՛ 0, содержащий все мультииндексы а? е N (j = 1, ••• ,N) 

называется многогранником Ньютона набора N (см. [8] или [27]). 

Многогранник Ж с вершинам и из N0 1 , называется полным, если Ж имеет вершину 

в начале координат и дополнительную вершину на каждой оси координат. 

Пусть Ж— полный многогранник. Множество Г с Ж называется гранью много-

гранника Ж если существует вектор А = (Ai, • • • , An) и число d > 0 такие, что 

(А, а) = d для всех а е Г и (А, а) < d щ и в е Ж\ Г. В этом случае вектор 

А называется внешней нор малью (Ж— нормалью) грани Г. Множество (единич-

ных) внешних нормалей грани Г обозначим через Л(Г). Грани размерности k 

многогранника Ж обозначим через Жк (i = 1, • • • , Mk, к = 0,1, • • • ,n — 1). 

Грань Жк (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1) многогранника Ж называется главной, если 

Ж— 

положительную координату. Если среди Ж— нормалей Жк существует вектор с 

неотрицательными (положительными) координатами, то грань Жк называется 

п р а в и л ь н о й (вполне правильной) . 

Ж Ж— 

полный и все (n — 1)— мерные некоординатные грани Ж правильны (вполне пра-

вильны) . 
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Многогранник Ж = Ж(Р) построенный на наборе мультииндексов ( P ) операто-

ра Р(D) (многочлена Р(է)) назовем многогранником Н ь ю т о н а или харак-

теристическим многогранником оператора Р(D) (многочлена Р(է)). 

Легко видеть (см. ниже, доказательство первой части Леммы 2.1), что много-

гранник Ньютона гипоэллиптического многочлена является вполне правильным, 

а многогранник Ньютона почти гипоэллиптического многочлена - правильным 

(см. [28], Лемма 1.1). 

Каждой главной грани Жк (i = 1 , • • • , Mk, k = 0,1, • • • ,n — 1) многогранника 

Ж(Р) сопоставим подмногочлен 

Р ' ՝ к ( 0 = У 1 
аешк 

многочлена Р (է). В [8] доказано, что мн огочлен Р г՛  к (է), отвечающий г рани Жк  

многогранника Ньютона Ж = Ж(Р) является А— однородным для А 

Л(Жк), т.е. существует число d = dijk > 0 такое, что 

Р г ' к ( է ) = Ճ 
(X,a ) = d 

при этом d > 0, если грань Жк главная. 

Определение 1.3. (см.[8]) Грань Жк (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1) многогранника 

Ж = Ж(Р) называется регулярной (невырожденной), если Р г , к(է) = 0 щи է € 

R n՛ 0. Если Р г'к ( i f ) = 0 для некоторой точки rp € Rn' 0, то грань Жк наз овём 

нерегулярной (вырожденной). 

Жг к Ж = Ж( Р) 

видно, что для любого ненулевого вектора А € Л(Жк) существует натуральное 

число M = M(А, Жк) и неотрицательные числа dj = d(A, Жк) (j = 0,1, • • • , M) 

Р А— 

однородных многочленов 
M M M 

(1.4) Р(0 = £ Р ( 0 = £ Pdj ( 0 = £ Е Yai a, 
3 = 0 3=0 3=0 (\,a) = dj 

где d0 > di > • • • > dM > 0 и Pdo (է) = Р г , к(է) для любого А € Л(Жк). 

Жг к  

жем с обобщённо ֊ однородным многочленом Р г ' к (է ) (с гранью Жк) и вектором 

А € Л(Жк) множества T,(A,P ,j), ) и числа А(п,А,Р^) (j = 0,1, • • • ,M) 
14 



О П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С Ж И Х М Н О Г О Ч Л Е Н А Х . . . 

для произвольной точки п G )• Для мультииндекса v G N f f , множества 

՝S(A,DVPj), Pj) и числа A(n,X,D vPj) определяются аналогично, если 

иметь в виду, что (см. представление (1.4)) многочлен DvP представляется в 

виде 
M 

(1.5) D v P ( 0 = £ Yav С = Е D v Pj (О-

ae(Dv P) j = 0 

P 

полным многогранником Ньютона №(P) существует постоянная C = C(P) > 0 

такая, что 

(1.6) E I ^ C[ I P(01 + 1] V£ G Rn. 
ae ЩР) 

Более того, справедливо в определенном смысле обратное утверждение: 

Л е м м а 1.1. Если многочлен P с полным многогранником Ньютона ) удо-

P 

Доказательство. Пусть некоторая главная грань многогранника R(P) нере-

P 

для какой постоянной C. Пусть A G Л(Жк), п G ՝S(P r' k), (A, а) = d0 уравне-

ние (n — 1)-мерной опорной к R(P) гиперплоскости, проходящей через грань 

и P l'k - подмногочлен P , отвечающий этой грани. Тогда P l՝ k(n) = 0 и для всех 

s = 1, 2,... имеем из (1.4) 
M 

P (?) = P (s xn) = P i , k (s xn) + Е Pj (sXn) = 
j=1 

M M 

= s d o P i , k ( п ) + £ s d jPj(п) = £ s d jPj(п), 
j = 1 j = 1 

причем I(£ s) aI = sdo 1п'а' 1 • • • п'пI- Так к а к Д л я точек п G ՝ S ( P i ։  k) па1 • • • п'п = 0 

и dj < d0 для всex j = 1,... M, то из этих двух соотношений получаем, что при 

s ^ <х> IP(£s)| = o(s d o), в то время как 

| ( e T I / s d 0 = Iп' 1 ••• п'пI > 0 (s = 1,2,...). 

• 
P 

регулярным, если для него справедливо соотношение (1.6). 

15 



Г. Г. КАЗАРЯН 

2. Р Е Г У Л Я Р Н Ы Е П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Е М Н О Г О Ч Л Е Н Ы 

Следующее предложение позволяет нам далее рассматривать только многочлены 

с правильными многогранниками Ньютона. 

Л е м м а 2.1. Пусть Ж = Ж(Р) полный (n— мерный) многогранник Ньютона 

регулярного многочлена Р (է) = Р (է1, • • • ,էո). Тогда много член Р (է) 

Ж— 

Ж— 

Р— Ж = Ж(Р) 

Р 

доказать (см. [5], Теорема 11.1.1), что для любого 0 = v € Nn при |է| ^ го 

(2.1) IDVРmiP(է)1^ 0. 

Ж 

ображений следует, что для любого 0 = v € Щ1 , точки а € (DvР) являются 

Ж 

неглавной точки в € Ж при |է| ^ го 

(2-2) 1էթI/ Е 0. 

аеш 

Поэтому для доказательства (2.1), достаточно воспользоваться соотношениями 

(1.6), (2-2) и фактом, что регулярный многочлен бесконечно возрастает при |է| ^ 

го. 

Р, 

ным, не может быть гипоэллиптическим (независимо от его регулярности). За-

Ж 

рически означает: 

Ж 

Ж Ж 

ник), 

Ж Ж 

Ж 

В случае а) пусть e = (e1,..., en) т а к м вершина Ж, что ее проекция e = (0,.. 

0, ek+1,..., en) на координатную гиперплоскость а1 = • • • = ак = 0 (k < n — 1) 
16 
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выходит за предели Ж. Проведем (n — 1)—мерную гиперплоскость, проходящую 

e 

Ж (А, а) = d А— 

Ж d > 0, (А, e ) = d, 

(А, а) < d для всех а € Ж. 

Обозначим v = (e1,...,ek, 0,..., 0). Представляя по вектору А многочлены Р 

и DvР = D11 ••• Dk kР соответственно в виде (1.4) и (1.5) и рассматривая их 

на последовательности էտ = sxn (s = 1,2,...), где точка п выбрана так, чтобы 

D vР(п) = 0, получим, что при s ^ го 

(2.3) D vР(է) = D vР(n)s d; Р(էտ) = o(s d), 

Р 

В случае б), предполагая, что e есть главная вер шина Ж (т.е. многогранник Ж 

правильный, но не вполне правильный), то проводя через e (n — 1)—мерную 

Ж 

Ж, e 

выше, получим, что с некоторыми постоянными C1 > 0,C2 > 0 

Р (էտ)| > C\sd, P (էտ)| < C2Sd (s = 1, 2,...). 

Р 

Второй пункт доказывается буквальным повторением доказательства первой ча-

сти первого пункта, когда оценки соответствующих многочленов приводят к со-

отношениям (2.3) из которых следует, что ^ s ) | / |P (է տ ) | ^ го при |էտ| ^ го. 
• 

Теорема 2.1. Пусть Ж = Ж(Р) ֊ правильный многогранник Ньютона многочле-

на Р. Пусть все вполне правильные грани Ж регулярны. Многочлен Р является 

Р 

Ж 

Доказательство. Докажем, что в условиях теоремы почти гипоэллиптический 

многочлен не может иметь главных нерегулярных граней. 

Так как все нульмерные грани регулярны, то начнем доказательство с одномер-

ных граней. Пусть Г одномерная главная (не вполне правильная) нерегулярная 

Ж Р 
17 
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Пусть Л е Л(Г) и (А, а ) = d0 уравнениие (n — 1)-мерной опорной к Ж гипер-

плоскости, содержащей Г и не содержащей то чек из Ж \ Г Так как Г не вполне 

Л 

для определенности, А1 < 0. 

Положим m1 = max{a 1 ? а е Г } , Г 0 = {а е Г, а1 = m1} и покажем, что Г 0 со-

стоит из единственной точки и, следовательно, является нульмерной подгранью 

Г, т.е. верши ной Ж. В самом деле, если Г содержит две разные точки а1 и а2 та-
1 2 а1 1 = а21 = m1 

а1 = m1 а е Г Г 

оси 0а1, т.е. Л1 > 0, что противоречит нашему предположению. 

Таким образом Г 0 совпадет с какой - то главной вершиной e = (m1, e2,... en) 

Ж 

Представим по вектору Л многочлены P и Dm1 P по формулам (1.4), (1.5) 

и рассмотрим поведение этих многочленов на последовательности = вЛп = 

(вЛ 1 п1,..., вЛ пnn) (s = 1, 2 , . . •), где п е £ (Г) . Имеем 
M м 

(2.4) P(Հ°) = Pdo (n)s d o + £ Pdj (n)s d j = £ Pdj (n)s d j, 
j=1 j=1 

M 

Dm 1 P ( o = Dm1 ы е т + £ л + £ Pj ю = 
а£Г, «1<m1 j=1 

M 
= Ye(m1\)n e2 2 ••• пП s d — 1 m 1 + £ Dm1 Pdj (n)s d j —^m 1. 

j=1 

Так как Л1 < 0, то d0 — A1m1 > d1 — A1m1 > 0. Поэтому из этих соотношений 

получаем при s ^ ж 

\P(щ = o(s d o), Dm1 Pr)\ = Y ^ I M 2 • • • ner\s d o —^m 1 ( 1 + o ( i ) ) . 

Так как n е R n՛ 0, то ne2 • • • пП п = 0 и эти соотношения показывают, что многочлен 

P 

Г 

грань Ж Л е Л(Г) и пусть, напри мер, Л1 < 0. Введем обозначения m1 и Г 0 как 

Г0 

Ж Ж 

Г0 

ной прямой. В противном случае существуют три точки а1, а2 и а3 из Г, не 
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лежащие на одной прямой такие, что a j1 = m1 (j = 1, 2, 3). Так как три такие 

точки однозначно определяют двумерную грань Г, то это значит, что плоскость, 

проходящая через Г перпендикулярна оси 0а1 и, следовательно, А1 > 0. 

Так как, очевидно, все подграни главной грани являются главными, то Г 0 

либо нульмерная главная грань, т.е. вершина, либо одномерная главная грань Ж 

и, в обоих случаях, подмногочлен Pdo, отвечающий г рани Г и вектору А, имеет 

ВИД 

(2.5) Pdo(о= Е ^ + Е = ^q(b,--.,tn)+ Е , 
а^Г ,ai=mi a^r,ai<mi a^r,ai<mi 

при этом в нульмерном случае q(n2,... ,пп) = 0 для п € R n՛ 0 по определению 

вершины. Если Г 0 - одномерная вполне правильная грань, то q(n2, • • • ,пп) = 0 

по предположению теоремы. Если Г 0 ֊ одномерная главная, но не вполне пра-

вильная грань, то q(n2, • • •, пп) = 0 по уже доказанной части теоремы. 

Рассматривая многочлены P и D՝m i P на последовательности = sAn (s = 

1,2, • • •) с некоторой точкой п € £ (Г) , для многочлена P получим представле-

ние (2.4), а для многочлена Dm i P согласно (2.5), представление 

M 

(2.6) Dm i P (Ո = (m1)q(n2, • • • ,Пп )s d o — A i m i + £ Dm i Pdj (n)s d j — A i m i • 
j = 1 

Так как q(n2, • • • ,пп) = 0, то, рассуждая как выше, из (2.4), (2.6) получим, что 

P 

Если n > 4, то продолжая аналогичные рассуждения для трёхмерных и т.д. 

(n — 1)-мерных граней, получим, что многочлен P регулярен. При этом отметим, 

Г0 

одномерной или двумерной гранью Ж. 

Почти гипоэллиптичность регулярного многочлена с правильным многогран-

ником Ньютона следует из Леммы 2.1. Теорема 2.1 доказана. • 

n=2 

лярными могут, быть только вполне правильные грани его многогранника Нью-

тона. 

Одним из основных результатов настоящей статьи является 
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С л е д с т в и е 2.2. Многочлен P(£) = P(£1,... ,£n), многогранник Ньютона кото-

n— 

является почт,и гипоэллиптическим тогда и только тогда, когда он регулярен. 

Первое следствие очевидно, потому, что подгранями одномерной грани явля-

ются только нульмерные грани. Второе следствие получается из геометрически 

очевидного факта, что вполне правильными гранями для прямоугольного па-

раллелепипеда также являются только нульмерные грани. 

С л е д с т в и е 2.3. Если Г некоторая l—мерная (0 < l < n — 1) правильная, но 

Ж 

ческого многочлена P, все к— мерные главные подграни которой регулярны при 

k < l, то грань Г регулярна. 

3 . Н Е Р Е Г У Л Я Р Н Ы Е П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Е М Н О Г О Ч Л Е Н Ы 

В О З Р А С Т А Ю Щ И Е НА Б Е С К О Н Е Ч Н О С Т И 

В этом параграфе для одного класса многочленов с вещественными коэффи-

циентами мы получим условия при которых нерегулярный многочлен является 

почти гипоэллиптическим. Для описания класса изучаемых многочленов введем 

ряд дополнительных обозначений и понятий. 

Через In обозначим множество многочленов P(£) = P(£1 ,...,£n) таких, что 

\P(£)| ^ ж при |£| ^ ж. В [25] найдены необходимые и достаточные условия 

I2 

n 

In n 

In 

In, 

точимся на случае, когда правильный многогранник Ньютона Ж = Ж(Р) мно-

гочлена Р имеет единственную, притом вполне правильную (n — 1) ֊ мерную, 

Ж 

(n — 1)— 

что для двумерных многочленов это единственно возможный случай, а рассмот-

рение только вполне правильной грани мотивировано Теоремой 2.1 (см. также 

Следствие 2.1). 
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Если P € I n , то, очевидно, за счет добавления константы к P и умножения на 

константу, можно добиться того, что P(£) > 0 для любого £ € Rn. Поэтому далее 

будем считать, что если P € In, то P(£) > 0 У£ € Rn. Следующее утверждение 

было доказано в [28]. 

Л е м м а 3.1. Пусть Ж = Ж^) ֊ полный многогранник Ньютона многочлена 

P € In и Жк (i = 1, • • •, Mk, k = 0,1, • • • ,n — 1) ֊ главные грани Ж. 

a) Тогда P i k (£) > 0 для любо го £ € Rn (i = 1,...,Mk, k = 0 , 1 , . . . , n — 1); 

b) Пуст,ъ пара (i,k), (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1), вектор А € Л(Жк) и 

точка п € ՝ S ( P i ' k ) фиксированы, при этом (см. представление (1-4)) Pj (п) = 0 

(j = 0,1,...,l — 1), Pi(ri) =0(1 < l < M,l = 1(п))- Тогда Pi(֊q) > 0. 

Пусть Жк ֊ некоторм нерегулярная грань Ж ( P ) , А € Л(Ж к), п € ՝ S ( P i ։ k ) и число 

l = 1(п) определяется как в пункте Ь) леммы 3.1. Согласно обозначениям (1.1) 

- (1.3) введем множества ft^iAyPj) и числа A^yAjPj) (j = 0 , 1 , . . . , l — 1). В 

добавление к Лемме 3.1 докажем следующее предложение. 

Л е м м а 3.2. Пуст,ь Жк ֊ некоторая главная нерегулярная грань правильного 

многогранника Ньют,она почти гипоэллиптического многочлена P, а А € Л(Жк) 

и п € S(P i , k) - произвольные точки. Тогда 

(3.1) dj (А) — А(п, А, Pj) < di (j =0,1,...,l — 1). 

j (0 < j < 

l — 1) неравенство (3.1) нарушается, при этом через j0 обозначим наименьшее из 
j 

(3.2) dj (А) — А(п, \ P j ) < di (j =0,1,... ,jo — 1), djo (А) — А(п, \ P j 0) > dd. 

Пусть мультииндекс в € N0} выбран так, что D ePjo (п) = 0 и (А, в) = А(п, A,Pj0). 

Рассмотрим значения многочленов P и D eP на последовательности £ s = sAп 

(s = 1, 2,•••). 

Так как dj (А) > djo (А) (j = 0 , 1 , . . . ,j0 — 1), то из (3.2) следует, что А(п, A,Pj0) < 

А(п, А, Pj) (j = 0,1,... ,jo — 1). Тогда Pj (п) = D e Pj (п) = 0 (j = 0,1,...,jo — 1), 

D ePjo(п) = 0 и, согласно представлениям (1.4), (1.5) и неравенству (3.2) имеем 

P(£ s)= Ш ՛ ^ + o(s d l) при s 
21 



Г. Г. КАЗАРЯН 

Для многочлена D eР и для всех s е N имеем 
M 

D eР(£ s) = s djo W — ^ , P j o  )D ePjo (n)+ J2 s dj W—Mv*,Pjo  )D ePj(n). 
j = j o + 1 

Так как dj (Л) < djo (Л) (j = j0 + 1 , . . . , M), то получаем 

\D e P (£ s)\ = \D e Pj2pto (n)\s djo W—A(v,\pjo ) (1 + о ( 1 ) ^ и s ^ ж . 

Так как D ePjo (n) = 0, эти соотношения вместе с (3.2) противоречат почти гипо-

эллиптичности многочлена Р. Лемма 3.2 доказана. • 

Обобщенно ֊ однородный многочлен R(£) назовем многочленом с изолированны-

ми характеристиками, если для каждой точки n е £ (Д) существуют окрестность 

U(n), гладкие обобщенно - однородные функции q(£) = q(£,n) r(£) = r(£,n)  и  

натуральное число m = m(n) такие, что q(n) = 0 r(n) = 0 gradq(n) = 0 и 

R(£) = [q(£)]m r(£), £ е и(л). 

n=2 

щенно - однородный многочлен R(£1,£2) является многочленом с изолированны-

ми характеристиками. При этом, если R1 и R2 два обобщенно - однородных 

многочлена двух переменных таких, что R1(n) = R2(n) = 0 для некоторой 

точки n е R n՛ 0 и 

Ri(£) = Ы£)ГНri(£), £ е Ui(n), г = 1,2 

их представления, то q1(£) = q2(£), U1(n) = U2(n) и Djq1(n) =0 j = 1, 2. 

Г (n — 1) 

вильная нерегулярная грань многогранника Ж(Р) многочлена Р, բ ֊ внешняя 

нормаль этой грани и n е £ (Г) , то (см. (1.4)) ^-однородные многочлены Pj 

(j = 0 , 1 , . . . , l — 1, l = l(n)) имеют изолированные характеристики и (см. За-

мечание 3.1) 

(3.3) Pj(£) = [q(£)]m jrj(£) > 0, £ е U(n), j =0,1, ••• ,l — 1, 

где q(n) = 0 rj(n) = 0 (j = 0,1,... ,l — 1) и, если предполагать, что > /л2 > 

. . . > /лп, ТО Dnq(n) = 0. Тогда имеет место 

Т е о р е м а 3.1. Пусть все главные грани правильного многогранника Ньютона 

Ж = Ж(Р) многочлена Р е In регулярны, кроме одной (n — 1)—мерной вполне 
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правильной грани Г = Ж гП—1 , которая нерегулярна, притом многочлены P j , j = 

0 , 1 , . . . ,l — 1,l = 1(П) удовлетворяют условиям (3.3). Тогда многочлен P почт,и 

гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда для всех п € £ (Г) 

(3.4) dj — А(п, Pj) < di(rj) (j = 0,1,...,l — 1). 

Доказательство. Небходимоеть условий (3.4) вытекает из леммы 3.2. Докажем 

достаточность этих условий. 

Мы применяем метод доказательства В. П. Михайлова [S], примененный для ре-

гулярных многочленов, модифицированный и приспособленный к нерегулярным 

многочленам (см., например [12], Теорема 2, или [28] Теорема 2.1). 

Допустим обратное, существует мультииндекс v0 и последовательность { £ s } та-

кие, что |£s| — го при s — го и \DV°P(£s)|/|P(£s)| — го. При этом достаточ-

но считать (см. [28], Теорема 1.1 ), что ^0| = 1. Пусть, для определенности, 

v0 = (1,0, • • . , 0) и 

(3.5) | D 1 P ( £ s ) y P ( ^ ^ — го щ и s —> ^о. 

Не умаляя общности можно считать, что £s > 0 (i = 1,...,n; s = 1, 2, • • •). 

Положим 

(3.6) ps = exp E ( j A = է £ , s =  1,  շ, 
j=1 

Тогда £ s = pA (£? = p s i = 1,...,n)m |As| = 1 (s = 1,2,...). Так как из 

последовательности {A s } можно выделить сходящуюся подпоследовательность, 

то без потери общности можно считать, что As — А при s — го, где |А| = 1. 

Ж А 

только одной грани Ж^ многогранника Ж. Обозначим А через e1՛1 и выберем 

n—мерные векторы e 1՛ 2,..., e1'n так, чтобы система (e 1' 1,e 1՛ 2,..., e l'n) составляла 

ортонормированный базис в Rn. Тогда As = У1' }=1К\^e 1' j и поскольку As — e1՛1  

при s — го, то к1д — 1, к1 j = o(1), j = 2,... ,n. 

Если для достаточно больших s базис (e 1' 1,e 1՛ 2,.e 1 n) удовлетворяет условию 

՝^ n=2 K1,je 1 j = 0, то обозначим его через e 1,..., en. В противном случае можно 

предположить,что ՝^ п=2К! je 1 ՛ j = 0, для всex s € N и что 

(3.7) [^}=2Ո1 je 1 ' j]/Щ=2к\ je 1 ' j ^ e 2՛ 2; խ 2՛ 2| = 1 при s — го. 
23 



Г. Г. К А З А Р Я Н 

Выберем n—мерные векторы e՜ 2՛ 3,..., e2'n так, чтобы система (e 2՝ 2, e՜ 2՛ 3,..., e2'n) 

(n — 1)— 

денном базисом ( e 1 , 2 , . . . , e 1 , n). Тогда при n > 3 
n 

Ля = Վ -ye 1՛ 1 + K s2 2e 2՛ 2 + £ K s2 je2՝ j (s = 1, 2,...), 
j=3 

при этом к® 1 ^ 1, к2 2 = о(к\ к2 j = о(к2 2), (j = 3 , . . . , n) при s ^ ж. 

(e 1, . . . , en) 

что Ля = T1' n=1K se j (s = 1, 2,...), при этом к\ ^ 1, Ks = O(Ks—1), (j = 2,..., n) при 

s ^ ж. 

Очевидно, существуют натуральные числа m < n и s0 такие, что Лs = 0 

(j = 1, • • • , m), Л s = 0 (j = m + 1,... ,n; s = s 0 , s 0 + 1,...). За счет выбора 

подпоследовательности можно считать, что s 0 = 1 и Лs > 0 (j = 1,... ,m) для 

s е N Ж 

грани Ж к,..., Ж^ следующим образом: пусть грань Ж 3̂ лежит в опорной к Ж 

гиперплоскости с нормалью e j, (j = 1 , . . . , m), при этом грань Жк, (j = 2,..., m) 

либо совпадает с Жк—1, либо является ее подгранью. Тогда k1 > k2 > . . . > km и 

(см. обозначения (3.6)) 

(3.8) £ s = pST1 (s = 1,2,...), 

при этом ps ^ ж при s ^ ж и для некоторого r (1 < r < m) 

K s K s  

(3.9) psj ^ж (j = 1, ••• , r), psr + 1 ^ b > 1, (s = 1, 2,...). 

Для r = m = n положим K sn+1 = 0 (s = 1, 2,...). 

Сравним поведение многочленов P и D1P на последовательности { £ s } при s ^ ж. 

Из e j — однородности подмногочлена Р i j ՝ k j имеем при s ^ ж, с некоторым 

мультииндексом а, принадлежащим всем граням Жк (j = 1,... ,m) 
n + 1 

/ s ^ £  K S e j s 

P ( £ s ) = P s { a  , K1 e  ) [ P i 1 ՝ k 1 (ps j = 2 ) + o(ps— £ 1 K 1 )] = 
n + 1 

Й kS e j  

= p{ a,Kl e l )[p  i2,k2 p j = * ' ) + օ(րտ — £ 2^ 2 )] = 

n + 1 

(a, £ K S ej ) £ Kj e-

(3.10) = • • • = ps j = [P i r  k (ps j= r+ 1 ) + o(ps — £ r K r)], 
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где £1,..., £r — положительные чиела, a en+1 ֊ произвольный единичный вектор, 

если r = m = п, при этом из определения чисел следует (см. (3.8), (3.9)), 

что 
n + 1 

P j + , j = r+1 I Р Г + 1 Т1Г1 0 
Ps — b e = n € Rn , J при s —> ro. 

Если (a, e1) = 0, то грань Ж 1̂ проходит через начало ко ординат Nff и, следо-

вательно, неглавная. Этот случай (не связанный с регулярностью многочлена 

P ) рассматривается как соответствующий случай в доказательстве Теоремы 2 

работы [12]. Повторять его здесь не будем. 

Пусть (a^1) > 0, тогда (a, ) > 0 для всех достаточно больших s. Если 

P i r,kr (n) = 0, то из (3.10) имеем при s — ro 

(310') \P(Щ = ps K S ( e l' a )\P i r k (n)\(l + o(l)). 

Если e՝1 < 0, то из простых геометрических соображений следует, что грань Ж 1̂ 

и, следовательно, все ее подграни правильного многогранника Ж лежат на гипер-

плоскости a1 = 0, т.е. многочлен P l r' k r (£) не зависит от ^ Тогда D1P i 1՝ k r (£) = 0 

для всех £ € Rn и, в частности, D1P l r' k r (n) = 0. Рассуждая как и при доказа-

тельстве формулы (3.10') имеем 

\D1P (Հտ )\ < C1 р / 1 [ ( е 1 ' а — (s = 1, շ,,,,), 

где C1 > 0 и £ > 0 суть постоянные. Если e1 > 0, то рассуждая так же, получим 

с некоторой постоянной C2 > 0 

\D1P (Щ < C1 psK s ( e l' a )- e 1 (s = 1, 2,...). 

Последние три соотношения вместе противоречат (3.5). 

Пусть теперь P i r՝ k r(n) = 0. Тогда грань Жк г совпадает с (п — 1)-мерной нерегу-

лярной гранью Г ПРИ этом r = m = 1, kr = k1 = n — 1, e1 = p, n € £(Г) . По 

вектору p = e1 и точке n € £ (Г) представим многочлены P и D1P в виде (см. 

формулы (1.4), (1.5)) 

l-1 

(3.11) P (0 = J2 Pj (£) + Pi (€) + Q(£), 
j=0 

l-1 

(3.12) D1P(£) = Y ] D1P3 (£) + D1P1 (£) + D1Q(£), 
j=0 
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где номер l = l(n) для точки п определяется как в пункте Ь) Леммы 3.1, Pj есть 

е1 однородный многочлен порядка dj (j = 0 , 1 , . . . ,l), d0 > di > ... > dl-i > di. 

Сначала докажем, что для каждого j = 0 , 1 , . . . , l существует постоянная Cj > 0 

такая, что 

(3.13) \DiPj ( Щ < Cj [\Pj ( Щ + \Pi(e)\] (s = 1,2,...). 

Представим по точке п € £ (Г) многочлены Pj (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1) в виде (3.3), 

предварительно полагая 
n + 1 

P 2 s 1 
n s = P s ; ? = fPsK i e n s (s = 1,2,...). 

Имеем для всех достаточно больших s, для которых n s € U(п) 

Pj (ՀՏ) = P s * 1 ' 1 Pj (Ո Տ) = f s K { d j [q(n s)]m j rj (n s) (j =0, 1, ••• ,l — 1), 

Pi (?) = fsK { d l Pi (n s). 

Для многочленов D1Pj (j = 0 , 1 , . . . , l) соответственно 

DiPj(?) = f s K S ( d j ՜ թ l ] { m j [q(n s)]m j - 1Diq(n s) + Ш ) ] т D i r j ( n s ) } , 

DiPi (? ) = fsK S l { d l -^DiPi(n s), 
где к® ^ 1 при s ^ ж. 

Так как n s ^ Ո, q(n s) ^ q(n) = 0 при s ^ ж и rj(п) = 0 Pl(n) = 0, то из 

последных четырех представлений имеем с положительными постоянными ai, a2 

s 

(3.14) \Pj(?)\> ai f s K S d j \ q ^ r (j =0,1,... ,l — 1), 

(3.15) \ m s ) \ > ai f s K l d t , 

(3.16) \ D i P j ( ? ) \ < a2 PsK K d j-M1)\q^W 4 - i (j =0,1,... ,l — 1), 

(3.17) \ D i P i ( e ) \ < a,շ p s K ' l ( d l - ^ l ) . 

Если mj0 = 1 для некоторого j0 : 0 < j0 < l — 1, то вследствие того, что по 

предположению теоремы Dnq(п) = 0 получаем, что А(п, Pj0) = рп. Тогда условие 

(3.4) теоремы для многочлена Pj0 примет в ид dj0 — /лп < dl и так как dj0 — Ц® < 

dj0 — рп, то неравенство (3.13) для многочлена Pj0 следует из неравенств (3.15) 

и (3.17). 
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Поэтому далее будем считать, что mj > 1 (j = 0,1,... ,l — 1). Рассуждая как 

и выше, в этом случае получим, что A(n,Pj) = mj/лп < mjpj и из условий (3.4) 

следует, что dj — m j < dj — mj/лп < dl (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1). 

Применяя Лемму 1.3 работы [28] для xs = , ys = \q(n s)\, a = n\(dj — բ}), b = 

mj — 1, c = n\dj, d = mj, e = к}di (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1; s = 1, 2,...) из соотношений 

(3 .14) - (3. 16) получаем неравенство (3.13). Следует только отметит, что xs > 1 

и ys G [0,1] для достаточно больших s, что позволяет применить упомянутую 

лемму для таких {xs, ys}. 

Из определения многочлена Q следует, что при s ^ ж 

(3.18) \Q(£s)\ = о ( P s K l d l ) , \DiQ(£ s)\ = о ( p s K l ( d l - ^ l ) ) . 

Так как Pj (£ s) > 0, (j = 0 , 1 , . . . , l) для достаточно бол ьших s, то соотношения • 

Далее мы получим критерий почти гипоэллиптичности для многочленов P G 

In без ограничений (3.3) об изолированных характеристиках соответствующих 

обобщённо - однородных многочленов и об их неотрицательности. При этом от-

метим, что условие неотрицательности подходящих многочленов является суще-

ственным для почти гипоэллиптичности нерегулярных многочленов, что следует 

из следующего примера. 

П р и м е р 3.1. Пусть n = 2 и 

P±(0 = (ե — ե)6 ± (ե — ե)42 + Й +1 

Здесь ՝R(P±) — вполне правильный треугольник с единственной вполне правиль-

ной одномерной стороной Ж} = { (6,0) — (0,6)} , которая нерегулярна, при этом 

(см. представление (1.4)) Л(Ж}) = (1/^2,1/V2), P±(£) = ( ^ — ե)6, P±(£) = 

±(ե — ե) 2Հշ, P±(t) = Հ1 V(Po) = 4P±) = {(1/V2,1/V2), ( — 1/V2, —1/V2)}, 

d± =6, d± =4 d± = 2, l = 2. 

Очевидно, условия (3.3), (3.4) теоремы 3.1 для многочлена P+ выполняются и 

P + почти гипоэллиптичен. Условие (3.4) для многочлена P - также выполняется, 

в то время, как нарушается часть условия (3.3) о неотрицательности. Покажем, 

что многочлен P - не является почти гипоэллиптическим, более того P - փ I2. 
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Пусть ? = s + 1,^s = s, тогда P (?) = 2, (s = 1, 2,...), т.е. P € I2^ Так как 

D 2 P - (?) = 24 + 2s2, P - ( ? ) = 2, (s = 1, 2, •••) и ^ ^ ж при s ^ ж , то 

P -

Следующее предложение дает критерий почти гипоэллиптичности в отмечен-

ном случае. 

Т е о р е м а 3.2. Пусть все главные грани правильного многогранника Ньютона 

Ж = R(P) многочлена P € In регулярны, за исключением одной (п - 1) - мерной 

грани Г Բ ՜ внешняя нормаль Г и многочлен P представлен в виде (1-4). Пусть 

для точки п € ՝Е(Г) число l = 1(П) определяется как в пункте Ь) Леммы 3.1. 

Предположим, что D aPj < P0 (j = 1,... ,l — 1) для каждой точки п € £ (Г) и 

для всех а € N f f . 

Тогда P почти гипоэмиптичен тогда и только тогда, когда для всех п € 

Х(Г) выполняются условия (3-4). 

Доказательство. Допуская обратное и повторяя рассуждения, проводимые в 

доказательстве Теоремы 3.1, получим противоречие, когда P l r' k r (п) = 0. Если 

P i r՝ k r (п) = 0, то грань совпадает с нерегулярной гранью Г. 

Представим P и D®P соответственно в виде (3.11), (3.12) и рассмотрим два воз-

можных случая, когда последовательность { P 0 ( £ s ) } ограничена и не ограничена. 

Пусть { P 0 ( £ s ) } ограничена. Тогда по условию теоремы {Pj (£ s ) } также ограниче-

на для всех j = 1,... ,l — 1. Так как Pi(^ s) ^ Pi(^) = 0 при s ^ ж , то с некоторой 

постоянной a3 > 0 имеем 

ШЩ = P s K l d l \Pl(п s)\> a3 f s K l d l (s = 1, 2,...). 

Для многочленов Q и D®Q И В ЭТОМ случае справедливы соотношения (3.18). Если 

ещё иметь в виду, что P € In, т.е. (см. Лемму 3.1) , что P0(?) > 0, Pi(£ s) > 0, 

то с некоторой постоянной a 4 > 0 имеем 

\P (?)\> a4 PsK' s d t (s = 1, 2,...). 

По условиям теоремы DiPj < P0 j = 1, • • • ,l — 1, поэтому, рассуждая анало-

гично, получим с некоторой постоянной a5 > 0 

\DiP ( Щ < as P s K l d l (s = 1, 2,...). 

Эти два соотношения вместе противоречат (3.5). 
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Если {Po (£ s)} ие ограничена, то, за счет выбора подпоследовательности можно 

считать, что P0(£ s) ^ ж при s ^ ж . Так как Pj < P0, D}Pj < P0 (j = 

1, • • • ,l — 1), то из Леммы 1 работы [26] следует, что в этом случае [ \Pj(£ s)\ + 

\DiPj(£ s)\ ] / P o ( £ s ) ^ ж п р и s ^ ж . 

Аналогичные рассуждения в этом случае приводят к соотношениям 

\ P Ю \ > a6[Po(C s)+ P s K t d l ] , \ D i P ( П \ < ar[Po(t s) + P s ^ ' ] 

для всех s = 1, 2, • • • с положительными постоянными a^ и a7, что противоречит 

(3.5). Теорема 3.2 доказана. • 

A b s t r a c t . It is proved that a polynomial (the symbol of a differential operator), the 

Newton polygon of which is a rectangular parallelepiped with a vertex at the origin, 

is almost hypoelliptic if and only if it is regular. Also some algebraic conditions of 

almost hypoellipticity are obtained for nonregular polynomials increasing at infinity. 

The results are unimprovable for polynomials of two variables. 
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