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АННОТАЦИЯ. В статье рассматриваются ограниченные операторы, задан-
ные в банаховых пространствах LX(B) и Ь1(Б), где Б — единичный шар 
в C n . Областью значений этих операторов являются, соответственно, про-
странства A^ (р) и A1 (ф) голоморфных функций, которые зависят от нор-
мальной пары весовых функций {р, ф}. 
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1 . В В Е Д Е Н И Е 

В работе рассматриваются пространства А т о(ф) и A1(ф) функций, голоморфных 

в единичном шаре B с C" . Эти пространства зависят от пары весовых функций 

{ф, փ}, и их естественным образом можно рассматривать как замкнутые подпро-

странства соответственно (B) и L l(B). 

Многие свойства весовых пространств голоморфных функций, такие, как их пол-

нота, ограниченность функционала "значение в точке", непрерывность ք-растя-

жения и др. (см. предложения 2.1-2.4) справедливы для весьма общего класса 

весовых функций: достаточно, чтобы они были положительными, непрерывны-

ми и удовлетворяли (2.1). В то же время вопросы, связанные с ограниченностью 

операторов естественного проектирования требуют, чтобы скорость стремления 

к нулю функции ф была бы ограничена сверху и снизу степенными функциями. 

В связи с этим, следуя Шилдсу и Вильямсу |!| . вводится понятие нормальной 

функции (определение 2.1) и понятие нормальной пары весовых функций (опре-

деление 2.2). Понятие нормальной пары оказалось удобным для формулировки 
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утверждении, связанных с оценками интегралов и для описания проекторов, за-

данных в весовых пространствах (лемма 3.4, теоремы 4.1 и 4.2). 

В данной статье некоторые из результатов, полученных в [1] для случая единич-

ного круга на плоскости, обобщаются на случай единичного шара в C n . 

Ниже будем пользоваться следующими обозначениями: 

(z, w) = ^"=1 zkwk — скалярное произведение для точек z,w G C n , a \z\ = \J(z, z) 

֊ соответствующая норма; 

B = {z G Cn: \z\ < 1} ֊ открытый единичный шар в C n ; 

S = dB = {z G Cn: \z\ = 1} ֊ его граница, являющаяся единичной сферой в C" ; 

H(B) ֊ множество всех функций, голоморфных в B; 

dv ֊ мера Лебега в C" , нормированная условием v(B) = 1, 

da ֊ мера площади поверхности на S , нормированная условием a(S) = 1; 

для мультииндекса m = (m1,..., mn) обозначим 

m! = mj! • • • mn\, \m\ = mi + • • • + mn, zm = zJ"1 • • • z"1"-

2. П Р О С Т Р А Н С Т В А Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Пусть функции p(r) и ф(т) положительны и непрерывны на [0,1) и 

(2.1) lim p(r) = 0 и / ф(г) dr < ж. 
Jo 

Среди этих функций выделим так называемые нормальные функции и нормаль-

ные пары. 

Определение 2.1. Положительная и непрерывная на [0,1) функция p назы-

вается нормальной, если существуют три константы 0 < е < k и 0 < r0 < 1 

такие, что 

p(r) p(r) 
убывает при r0 < r < 1 и lim — — = 0, (1 _ r)€ u ^ - r"T- (1 ֊ rf 

p(r) p(r) 
(2.2) T ֊ ry возрастает при r0 < r < 1 и lim — -r = ж. 

(1 _ r)k r^i - (1 _ r)k  

е k p 
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Определение 2.2. Скажем, что пара функции {ф ՛ փ} составляет нормальную 

пару, если ф нормальна и существует такое число а (индекс пары), что 

(2.3) ф(гЩг) = (1 - r2) a, 0 < r < 1՛ и I փ(r) dr < ж. 

J 0 

Л е м м а 2.1. Если функция ф нормальна, то существует такая функция ՛փ, 

что {ф՛ փ} является нормальной парой. 

Доказательство см. в [1]. Отметим, что если а > к, то функция փ также нор-

мальна с соответствующими степенями а - к и а - е. 

Пусть ф и փ удовлетворяют (2.1). Продолжим эти функции в B. положив ф(z) = 

ф(|z|) и փ(z) = փ(lzl) и определим пространства голоморфных функций: 

ATO(ф) = {f е H(B): \\f \\v = sup lf(z)^(z) < ж); 
՝ ֊ zEB > 

A 1(փ) = { f е H (B): \\f = Լ lf (z)W(z)dv (z) < ж}. տ1,փ) = Հ f е H (B): \\f и = J lf (z)№(z)dv (z 

Эти пространства в указанных нормах являются линейными нормированными 

пространствами. Исследуем их свойства подробнее. 

При фиксированном z е B отображение f ^ f (z) является линейным функци-

оналом «значение в точке» в A 1(փ). Как следует из следующего предложения, 

этот функционал непрерывен. 

Предложение 2.1. Для всякой функции f е A1^) и любой точки z е B 

lf ( z ) l < ք " ( շ ո ք1 Г 2 " - 1 ' ( Г ) d r ) \\f Կ . 
( 1 - | z | ) V • / ( i + | z | ) / 2 J 

Доказательство. Следующая оценка для ядра Пуассона очевидна: 

(24) P(z0 = 1 - z L + < 2 
1  ;  У lC - z|2" (1 - | z | ) 2 " - ^ (1 - lzl) 2"- 1 • 

Пусть z е B и lzl < R < 1. В силу субгармоничности функции lf(Rz)l в окрест-

ности шара B и (2.4) имеем 

(2.5) lf (Rz)l < ք lf (RC)lP(z'C) da(C) < * f lf (RC)| da(C). 
JS (1 - lzl) JS 
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Среднее интегральное M(R) = f S \f (RZ)\ da(Z) является неубывающей величи-

ной от R. Поэтому 

2n f 1 r 2 n - 1^(r) dr f \f (RZ)\da(Z) < 
JR JS 

1 
2 n ֊ 1 < 2n f l \f (tZ)\ Г 2 П - 1 Ф ( Г ) drda(Z) = 

•JR JS 

(2.6) = \f (z№(r) dv (z) <\\f . 
•JR<\z\< 1 

Из (2.5) и (2.6) следует 

_ 2 I 2n I r 2 n - 1 

(1 ֊ \ z \ ) 2 n - 4 JR 
Сделав замену переменной Rz ^ z, получим 

\f (Rz)\ < 2 1 ( 2 n [ ՚ Г2п-1Ф(Г) dr) yf . 
(1 ֊ \z\) R 

\ f ( z ) \ < ( 2 " Հ ^ ՜ 1 ^ * ) 
Взяв R = (1 + \z\)/2, получим наше утверждение. • 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пространет,ва А1(ф) и Аж(<) являются банаховыми. 

Доказательство. Очевидно, эти пространства являются линейными нормиро-

ванными, поэтому достаточно доказать их полноту. Сначала докажем полноту 

А 1 (ф). Пусть последовательность f j фундаментальна в А1 (ф) и пусть K — ком-

пактное подмножество B. Из предложения 2.1 следует, что существует константа 

C = C(K) такая, что 

m a x \ f ( z ) \ < Cyf 

для всех f G А 1(ф). Следовательно, 

\fj(z) ֊ fk(z)\ Հ Cyfj ֊ fkIU 

для любых z G K и j, k. Поскольку f j фундаменталь на в А 1(ф), то отсюда 

B f j 

сходится к некоторой функции h, голоморфной в B. Из теоремы Фату 

следует, 

что h G А 1(ф). 

Случай Аж(<) проще. Пусть f j G Ах(<). На компактном подмножестве K шара 

функция <(z) ограничена от нуля, поэтому \fj(z) ֊ fk(z)\ < C<p(z)\fj(z) ֊ fk(z)\ = Cyfj ֊ fk\Iv, z G K. 
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Если последовательность f j фундаментальна в ճ^(գ>), то отсюда следует, что 

на компактных подмножествах B последовательность f j равномерно сходится к 

некоторой функции h, голоморфной в B. Нетрудно видеть, что f j сходится к h 

и в норме Лж(ф). • 

В следующем предложении утверждается непрерывность g-растяжения в про-

странстве Л 1(ф). 

Предложение 2.3. Пуст,ь f e Л1(ф) и fe(z) = f (gz). Тогда 

\\ fe  -  f llv ^ 0  nPu g ^  l ՜ -

Доказательство. Используя выражение для элемента нормированного объема 

dv в полярных координатах 

(2.7) dv(z) = 2nr 2 n - 1 drda((), z = r(, где Z e 

(см., [3, Lemma 1.8]), для любого числа 6 e (0 ,1) будем иметь 

\\fe - f \u < ! if (gz) - f rn(z) dv (z)+ 

(2.8) +2nձ Ц ( i f (grZ)l + if (rZ)l)MZ)} r 2 n - 1 Ф(г) dr. 

Ввиду того, что функция if (w)|p субгармонична, ее среднее по сфере 

m(g) = f if (grZ )l Pda(Z) 
JS 

является неубывающей величиной от g: m(g) Վ m(1). Отсюда и из (2.8) 

\\fe - f \U < f if (gz) - f (zM(z) dv (z) + 2 f if (z)^(z) dv (z), 

6 g 
• 

Отметим, что в случае n = 1 утверждения предложений 2.2 и 2.3 доказаны в [1]. 

Как известно, функции, голоморфные в окрестности B. равномерно на B при-

z 

предложения 2.3 получаем следующее 

Следствие 2.1. Голоморфные полиномы плотны в Л 1(ф). 
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Нетрудно заметить, что предложение 2.3 и его следствие для пространства Аж(<) 

неверны. Они справедливы в следующем слабом варианте. 

П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть f G Ах(<). Тогда 

(i) f g елабо* сходится к f при ջ — 1 -. 

(ii) Голоморфные полиномы, слабо* плотны в Аж(<). 

Доказательство, (i) Нужно доказать, что для любой функции g G L1(B) имеет 

место равенство 

lim / <(w)fg(w)g(w) dv(w) = <(w)f (w)g(w) dv(w). 
g^1՜ J в J в 

Это следует из теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интегра-

ла, поскольку fg(w) — f(w) поточечно при ջ — 1 - и w G B и, кроме того, 

\(<fg g)(w)\ < yf \\v \g(w)\. 

(ii) Для любого ջ G (0,1) частичные суммы ряда Тейлора функции fg (z) СХОДЯт ся 

к ней равномерно на B. Из этого факта, с учетом доказанного выше пункта (i) 
• 

3 . В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Л Е М М Ы 

Всюду ниже предполагается, что {<, ф} составляют нормальную пару. 

Л е м м а 3.1. Для любого числа c > 0 справедлива оценка 

Г da(Z) 

JS \1 ֊ ( Z , z ) \ n + C 

Доказательство см. в [3, Глава 1, §3]. 

O ((1 ֊\z\) - c) при \z\ —̂  1 - . 

Л е м м а 3.2. Для դ > ֊1 и m > 1 + 7 имеем 

I (1 ֊ pr) -m (1 ֊ r)Y dr < C (1 ֊ p) 1+Y -m, 0 <p< 1, 
0 

где константа C = C(m,j) от p не зависит. 

Доказательство см. в [1]. 

Следующая лемма является некоторой модификацией леммы 8 из [1] и мы приве-

c 

местах, необъязательно одна и та же. 58 
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Л е м м а 3.3. Пусть {ф, ф} — нормальная пара, а + в - k > -1 и m > 1 + а + թ. 

Тогда 
Г1 1 

(1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr < с — ֊ ( 1 - р) 1 + а + в - т, 0 < р< 1. 
J о Ф (Р )  Ю 

Доказательство. В обозначениях (2.2) и (2.3) имеем 
/• 1 ր0 /• 1 

(1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr = \ + / = h + 1շ. 
J о J о J r 0 

Первый интеграл при 0 < p < 1 ограничен. При p > r0 для второго интеграла 

имеем 

1շ = ( (1 - pr) -m(1 - r) e (1 - r 2 ) 
J Го 

1 dr = Г + է < 
V ( r ) 'Го -J p 

) а + в ֊ Е ( 1 r ) E 
< с (1 - pr) -m(1 - r) a + e՜^" ' dr+ 

Jrо V ( r )  

+с f (1 - pr) -m(1 - r) a+ e - k dr < Jp v ( r )  

< с ^-Հք- !P(1 - pr) -m(1 - r) a+— dr+ 
V (p ) Jr0 

+C ~ — / (1 - pr) -m(1 - r) a+ e - k dr. 
v (p ) Jp 

Отсюда и из леммы 3.2 следует требуемое утверждение, так как а + в - е > 

а + в - k> - 1 и m> 1 + а + в - е> 1 + а + в - k. • 

Следующая лемма является основной. 

Л е м м а 3.4. Если а + в - k > -1 и m > 1 + а + в, то 

I = f h ( 1 - Ф(") dv(w) < сф--(1 - i z l ) 1 ^ ֊ ™ , z e B. 
J |1 - w,z)i f ( z )  

в 

Доказательство. Пусть w = rZ, где r = |w|, Z e S. Пользуясь формулой (2.7), 

будем иметь 

I = 2n Ր ( 1 - r 2 ) e Ф ( Г ) Г 2 n - 1 ( I' M O A dr, 
\Js |1 -(Z,rz)ln +mJ 

Согласно лемме 3.1, внутренний интеграл имеет порядок 0 ( ( 1 - rlzl) -m). Обо-

lzl = p 

I < с ք (1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr. 
о 

p 
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Далее, ввиду леммы 3.3, 

I < c - ^ ֊ ( 1 ֊ p) 1+ a+ e -m = c-^-(1 ֊ \z\) 1 + a + l 3 -m. 
Ф (Р ) P ( z )  

• 

4 . П Р О Е К Т О Р Ы 

Рассмотрим отображения 

Т ՛ : АМ — L'(B), T1: А1(ф) — L 1(B), 

определяемые равенствами Txf = p f , T1g = фg. Очевидно, они являются изо-

метриями. Для их областей значений мы используем следующие обозначения: 

ТА 1 = Т1А 1(ф), ТА՛ = ТжАж(р). 

Для а > ֊1 и 1 < p < ж через Ара обозначим множество голоморфных функций 

пространства Lа = B, (1 ֊ \z\ 2) ad,v(z)), т.е. Ара = Lа Ո H(B), а через 

Ka(z, w) = /1 I \ \n+1 + a ՚ ( 1 ֊  ( w , z ) )  

воспроизводящее ядро гильбертова пространства А2а. Здесь 

= Г(п + а + 1) 

Теорема 4.1. (i) Оператор P, определяемый равенством 

(Ph)(z)= [ Ka(z,w)h(w^(w) dv(w), h G L'(B), z G B, 
в 

является ограниченным оператором, отображающим L' (B) на А՛ (ф); опера-

тор Т՛P является ограниченным проектором из L'(B) на его подпростран-

ство ТА՛. 

(ii) Оператор Q, определяемый равенством 

(Qf )(z) = f Ka(z, w)f (w)p(w) dv(w), f G L 1(B), z G B, 
в 

является ограниченным оператором, отображающим L1(B) на А 1(ф); опера-

тор ^Q является ограниченным проектором из L1(B) на его подпространство 

ТА 1  
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Доказательство, (i) Применяя лемму 3.4, получим 

ц р « т < - . \ \ ч . ք W < « и ч . ֊ է , , 
J в |1 - (w, z)l P ( z )  

откуда следует, что P является ограниченным оператором, отображающим L ,(B) 

в Л,(ф). Покажем, что это отображение сюрьективно. Пусть h e Л,(ф). Имеем 

(P(фh))(z) = I Ka(z,w)p(w)h(w^(w) dv(w) = 
J в 

(4.1) = f Ka(z,w) h(w) (1 -lwl 2) a dv(w). 
в 

Из (2.2) следует, что ф^) > с(1 - iz\ 2) k. Поэтому 

lh(z)l(1 - խ\2)ռ = if(z)l(1 -\zl 2) k(1 - l z l 2 ) a - k < 

< dlh(z)^(z)(1 -lz\ 2) a - k < <2(1 - l z l 2 ) a - k . 

Поскольку а - k > - 1 , то отсюда следует, что h e Как известно (см. [2] 

или [3]), для функций h e Л^ последний интеграл в (4.1) равен h(z). Таким 

образом, для любого h e Л , ( ф ) имеем (P(фh))(z) = h(z), т. е. оператор PT, 

Л. (ф) P 

ным отображением, следовательно, T,P является проектором из L ,(B) на его 

подпространство ТЛ 

(ii) Снова используя лемму 3.4, будем иметь 

\\Qf)\U = f l(Qf)(z)|Ф(z)dv(z) < 
J в 

< -a f ( !  l f ( ( W ) l ^ T + ( : } ) ф(.z) dv (z) = 
'в \J в i 1 - (w, z) 

ф(z) dv(z) 
в в 1 - (w, z) = -al I I , Г Т Г + 1 + J i f(w)iФНdv(w)< 

< с I - T ֊ ) if (w)i фН) dv(w) = \ \\Li. 
J в Ф ( Н )  

Q L1(B) 

Л 1 (ф). Покажем, что множество значений оператора Q совпадает с Л 1(ф). Пусть 
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g G А1 (ф). Имеем 

(Я(Ф9))(г)= Ka(z,w^(w)g(w)tp(w) dv(w) = 
J B 

(4.2) = f Ka(z,w) g(w) (1 - | w1 2) a dv(w). 
B 

t (z) 

ф(z) = ^ 

Отсюда следует, что А1(ф) с Aa. Поэтому, как и выше в пункте (i), послед-

ний интеграл в (4.2) равен g(z). Таким образом, для любого g G А1(ф) имеем 

(Q^g))(z) = g(z), т. е. оператор Q ^ является тождественным на А 1(ф). Тем 

самым доказано, что Q является сюрьективным отображением, следовательно, 

T1Q является проектором из L1 (B) на его подпространство ТА1. • 

Л е м м а 4.1. Пусть L(Ka(-,w)) — линейная оболочка множества функций 

{Ka(-,w), w G B}. Тогда 

(i) £,(Ka(-,w)) плотна в А 1(ф); 

(ii) L(Ka(-,w)) слабо* плотна в А՛(գ). 

Доказательство. Утверждение (i) равносильно тому, что £(Ka(-,w) r^>) плотна 

в ТА 1(ф), а это означает, что всякий линейный непрерывный функционал на 

ТА 1 (ф), аннулирующий £(Ka(^,w)ф), является нулевым. Таким образом, с уче-

том теоремы Хана-Банаха, достаточно доказать, что если h G LV(B) и 

(4.3) / Ka(z, w) r^>(z)h(z) dv(z)=0 
B 

для всех w G B , то h аннулирует все пространство ТА1. Пользуясь очевидным 

разложением 

1 V Г(п + 1 + k + a) k 

Հ-^ Г(п + 1 + а)Г(к + 1) {՝w՛  z  (1 -w,z))n + 1 + a k=0 Г(п + 1 + a)r(k + 1 ) 
k=0 

и формулой полинома Ньютона, получим 

Ka(Z,w)= 7a £ г Г + + 1++]t+ka)1] Е ^ w ^ = 
k = o r ( n + 1 + a ) r ( k + 1 ) \m==km!  

(A 4՝) = V  Г ( п + 1  m 1 +  a wm m 

^ о Г(п + 1)Г(а + 1)m! ՝ 
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Из (4.3) и (4.4) следует 

У  Г ( П +  1  m  1 +  а +  1 )t wm [ zm^{z)h{z) dv(z) = 0 
Г(п + 1)Г(а +1)m! J в  Հ> |m| = U 

w e B m 

[ zm ф (z) h(z) dv(z) = 0, 
в 

h 

ствию к предложению 2.3, h аннулирует все пространство ТЛ1. 

Аналогично доказывается пункт (И), причем в этом случае применяется предло-

жение 2.4(ii). • 

Ниже используется обозначение 

(h1,h2)= [ h1(z)h2(z) dv(z), h1 e L^(B), h2 e L1 (B). 
в 

Т е о р е м а 4.2. Справедливы следующие разложения в прямую сумму: 

(i) L ,(B) = ТЛ,® (ТЛ 1)^, 

(ii) L 1(B)=TЛ 1® (ТЛ,)\ 

где (ТЛ 1) ± = {f e L ,(B): (f,фд) = 0, для всех g e Л1}, 

(ТЛ,) ± = {g e L 1(B): Ы, g) = 0, для всех f e Л , } . 

Доказательство, (i) Согласно теореме 4.1, оператор T,P является ограничен-

ным проектором из L ,(B) на ТЛ,. Поэтому достаточно доказать, что ядром 

этого проектора служит (ТЛ1) \ Из определения T,P следует, что функция 

f e L ,(B) принадлежит ядру oneратора T,P тогда и только тогда, если 

(4.5) / f ^)ф^)Ка^,н) dv(z) = 0 для всex w e B. 
в 

Согласно лемме 4.1 конечные линейные комбинации функций {Ka(-,w), w e B} 

плотны в пространстве Л 1(ф). Поэтому (4.5) равносильно тому, что Ա,Փց) = 0 

для всех g e Л1, т. е. f e (ТЛ1) ^. 

• 

L ,(B) 

and L1 (B) over the unit ball B of C" , the range of which are the corresponding 
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holomorphie subspaces А՛ (t) and А1 (ф) depending on a normal pair of weight-

functions { t , ф}. 
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