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А н н о т л ц и я . В статье получена ф о р м у л а для вычисления кинематической 
меры K(D,l) множества отрезков постоянной длины l целиком л е ж а щ и х в 
ограниченной, выпуклой области D на евклидовой плоскости. Э т а ф о р м у л а 
позволяет найти явный вид кинематической меры K ( D , l) для тех областей 
D, для которых известно распределение длины хорды. В частности, исполь-
зуя эту формулу, выводятся явные выражения для меры K(D,l) для круга, 
правильного треугольника, прямоугольника и правильного пятиугольника. 
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Пусть S - отрезок длины l и пусть D - ограниченная, выпуклая область на евкли-

довой плоскости R 2 , с площадью ||D|| и периметром |9D|. Как хорошо известно 

[1], [3], задача нахождения кинематической меры K(D,l) отрезков постоянной 

длины l, содержащихся в D, имеет непростое решение, существенно зависящее 

от формы области. Известны явные выражения для K(D, l) лишь в двух слу-

чаях [1], [2]. В первом случае D является кругом Cd, и, при этом, очевидно 

K(Cd, l) = 0, если d < l, а при d > l 

1. В В Е Д Е Н И Е 

(1.1) 
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Во втором случае D - прямоугольник Ra,b со сторонами a, b, причем K(Ra,b, l) = 

0, если l не меньше длины \/a2 + b2 диагонали прямоугольника Ra,b [1, 2], а если 

l < min(a, b), то 

(1.2) K(Ra,b,l)= nab - 21 (a + b) + l2. 

В настоящей статье получена формула, позволяющая вычислять кинематиче-

скую меру K(D, l) множества отрезков постоянной длины l, полностью лежащих 

в D, посредством функции распределения длины хорды области D. Полученная 

формула позволяет находить явный вид кинематической меры K(D, l) для об-

ластей D с наперед известным распределением длины хорды. В частности, с ис-

пользованием этой формулы выводятся явные выражения для кинематической 

меры K(D, l) для круга, правильного треугольника, прямоугольника и правиль-

ного пятиугольника. 

2. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ МЕРА 

Пусть Si = MS - образ отрезка S при евклидовом движении M G M, где M 

- группа всех евклидовых движений на плоскости. Для локально компактной 

группы M существует локально конечная мера Хаара, то есть, локально конеч-

ная мера Бореля, которая инвариантна как слева, так и справа и не является 

тождественным нулем. Отрезок Si можно определять двумя координатами (g,t), 

где g G G (G – пространство всех прямых на плоскости) прямая, на которой ле-

жит отрезок Si, а t - одномерная координата центра отрезка Si на прямой g. В 

пространстве G Х R определим меру ш(-) по его элементу следующим образом: 

m(dSi) = dg dt, 

где dg - локально конечная мера в пространстве G, инвариантная относительно 

группы M, а dt - одномерная лебегова мера на g. Мера m(-) называется кинема-

тической мерой на группе M [1], [3]. 

3. О с н о в н о й РЕЗУЛЬТАТ 

В этом параграфе получена основная формула для вычисления кинематической 

меры K(D, l) в терминах функции распределения длины хорды для области D. 
4 
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Очевидно, что K(D, l) = 0, если l > diam(D), где diam(D) - диаметр области D, 

т^. 

diam(D) = max{p(x, y) : x,y G D}, 

где p(x,y) - расстояние между точками x и y. Поэтому всюду в данной статье 

рассматривается случай l < diam(D). Очевидно, в этом случае 

K(D,l)= [[ dgdt = f (x(g) - l)+ dg, 
J J { ( g , t ) : Sr(g,t)cD} ./[D] 

где [D] = {g G G : g Ո D = Щ - множество прямых, пересекающих область D, 

x(g) = g Ո D - хорда в D, а 

+ 10, если x < 0 
I x, если x > 0. 

Следовательно 

(3.1) K(D,l)= x(g) dg -1 dg 
Կ ( ց ) > ւ Կ ( ց ) > ւ 

= n | |D| - G(l) - l IdD| [1 - FD(1)], 

где 

G ( x ) = I x (g ) dg ,  

J x ( g ) < x  

а FD(•) - функция распределения длины хорды для области D, определяемая по 

формуле 

F D (y ) = TdD I  dg. 
I d D I J x ( . g ) < v 

Преобразуем формулу (3.1) для меры K(D, l) к более удобному для применений 

виду. Для этого докажем следующую формулу: 

(3.2) G(x) = |dD| / ufD(u) du, 
J 0 

где fD(x) - плотность распределения длины хорды области D, т.е. fD(x) = FD(x) 

- первая производная функции распределения (см. [10]). Далее, для вычисления 

производной функции G(x) заметим, что 

(3.3) G ( x + 1 ՛ ՜ G ( x ) = ֊ / x(g) dg 
• x • x Jx<x(g)<x+Ax 

= (x + eAx) |dD|  F D ( X +  -  F D ( X ) . 

5 
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Затем, полагая, что функция распределения FD(x) обладает плотностью fD(x), 

устремим в формуле (3.3) Ax к нулю, получим 

G'(x) = |dD| xfD(x), 

откуда следует, что 
/• x /• x 

G(x) = G(0) + |dD| / ufD(u) du = |dD| / ufD(u) du, 
J о J о 

п о с к о л ь к у G ( 0 ) = fx(g)<0 x (g )  dg = 

Теперь преобразуем (3.2) интегрированием по частям: 
Ր x Ր x 

G(x) = IdDI / ufD(u) du = - |dD| / ud[1 - FD(u)] 
Jo J о 

= - x |dD| [1 - FD(x)] + |дD| I՝ [1 - FD(u)] du. 
о 

Следовательно 

(3.4) G(x) = |дD| I՝ [1 - FD(u)] du - x |dD| [1 - FD(x)]. 
0 

Наконец, подставляя (3.4) в формулу (3.1) для K(D,Z) получаем основной ре-

зультат параграфа: 

(3.5) K(D,Z)= п ||DM — Z |dD| + FD(u) du. 
о 

Следовательно, если известен явный вид функции FD(U) при 0 < u < Z, то 

используя (3.5) можно вывести явное выражение для K(D,Z). Эффективность 

этого подхода показана в следующих параграфах статьи. 

4 . С Л У Ч А Й К Р У Г А 

В случае круга D = C d диаметра d функция распределения длины хорды имеет 

вид [8] 

{ 0 , если y < 0, 

1 - Ք ՜ է , если 0 <y < d, 
1, если y > d. 

Следовательно, подставляя (4.1) в (3.5), получаем 

п d2 Г1 I u2 
(4.2) K(Cd,Z) = — - nd J y J 1 - ֊ շ du. 

6 
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Так как 

, Հ Г1 I й2 , d I I I l 2 
(4.3) J J 1 ֊ ^  d u = շ arcsin շ + ֊ 

то подстановкой (4.3) в (4.2) получим кинематическую меру K(Cd, l) при l < d, 

т.е. формулу (1.1). 

5. С Л У Ч А Й ПРАВИЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

В случае правильного треугольника Д со стороной a функция распределения 

длины хорды имеет вид [4, 6, 8] 

0, 

(5.1) ^ д Ы Ч 
(к + У 
\2 + ЗлД] a  ,  

У ֊ + arcsin Օր3 + V 4 y 2 - 3 a 2 
2a 3\/3 a ' тДа 

1, 
2y 2y 

если y < 0, 
если 0 < y < ^ , 

если < y < a, 
если y > a. 

Подставляя значения (5.1) функции ^д(и) в (3.5), получаем следующие выра-

жения: 

5.1. Случай 0 < l < ^ . 

K(Д,1) = ֊ 3 a l + l2 3 п V3 
4 + 6 

5.2. Случай < l < a. 

K (Д,1) 
5 n a 2 V 3 2 ' R 3 i Л з п V3 ֊ 3 al + — ֊ ( 3 n V3^\ I4

 ֊ ՜ ) 

+ 2 V3 f 
a V3/2 

4 3 

a y/3 3 a 
u arcsin du + 

2 u 2 
\J4u2 ֊ 3 a2  

du. 
s V5/2 

Однако, 

f l a՝J3 3 n a2 l2 a ՝ /3 Հ/3 a /—— -
и arcsin du = 1 arcsin — ֊ — | v 412 ֊ 3 a2  

J a _ з / 2 2 u 16 2 21 8 

[ ^ du = \J412 ֊ 3 a2 ֊ a V3 arccos • 
J a _ 3 / 2  u  

a Հ/3 
T T ' 

2 

и 
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Тем самым 

՚ ՜՝ 9 a 
4 3 Г ՝""" ' Т K(Д,1) = ( 4 - l2 - 3al + դ -M—3 

(с V-3+33^a\ 
3л/3 a2 a n a + ի 2 л/ЗН ՜շ J arcsin 21 2 

Таким образом, в случае правильного треугольника кинематическая мера K(Д, l) 

имеет вид 

- 3al + l2 3 + при 0 < l < ^ , 

( f - ^ Т ) l2 - 3) + Գ ՝J41 2 - 3 a2  

+ (l2 V3 + arcsin a^f - ^ ^ при ^ < l < a. 

При этом, нетрудно проверить, что 
2 

lim K(Д,1)= lim K(Д,1) = — (бnV3 - 24V3+9) 
a 23 ^ a 23 Ю V / 

и 

K (Д,a) = 0. 

6 . С Л У Ч А Й П Р Я М О У Г О Л Ь Н И К А 

В случае прямоугольника Ra,b со сторонами a < b мера K(Ra,b, l) различного 

вида в следующих трех случаях: 

1) 0 < l < a, 

2) a < l < b, 

3) b < l < Va2 + b2. 

Для нахождения вида меры K(Ra,b, l) в этих случаях, отметим, что, как хорошо 

известно [5], [6], [8], [9], функция распределения длины хорды для прямоуголь-

ника имеет вид 

0, если y < 0, 
, если 0 < y < a, 

(6.1) F R a b (y)={ ^ь + a+b ( Գ ^ ՜ , е с л и a < У <  b, 

1 - a+b Վ ^ ա 2 + ՝ ) , если b < y 

1, если y > Va2 + b2. 

Подставляя значения (6.1) функции FRa b (y) в (3.5), получаем следующие фор-

мулы. 
8 
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6.1. Случай 0 < l < a. 

K(Rab l) = nab ֊ 2 (a + b) l + 2 (a + b) I 
Jo 

= nab ֊ 2 (a + b) l + l2, 
a+b 

du 

что совпадает с формулой (1.2) (см. также [1]). 

6.2. Случай a < l < b. Вновь пользуясь формулой (3.5) и выражением для 

FRa B(У), из (6.1) получим 

K(Rab,l) = nab ֊ 2 (a + b) l 

+ 2 (a + b) 
a 1 a b 

u г du + (l ֊ a) + -
J0 a + b a + b a + b Ja 

r l Հ/u2 ֊ a2 
du 

nab ֊ a2 ֊ 2bl ֊ 2ab arccos — + 2 b \ J l 2 ֊ a2, 

так как 

(6.2) 
'՝ 1 \Ju2 ֊ a2 /-2 2 

du = v l2 ֊ a2 ֊ a arccos j . 

6.3. Случай b < l < Va2 + b2. Пользуясь формулой (3.5) и выражением для 

F՝RAB(У), применяя (6.2) из (6.1) получим 

K(Rab l) = n a b ֊ 2 (a + b) l + 2 (a + b) 

•du + (l ֊ b) ֊ f 
o 

u du + (b ֊ a) 
լյ 0 a + b a + b 

+ 
b /• l VU 2֊— 2  

a + b a u 

nab — a2 — b2 — 2 ab 

1 a 
u г du + V u 2 ֊ b2 

arccos J + arccos ^ 

a + b a + b Jb 

b 

du 

֊ i2 + 2 b Ք2 ֊ a2 + 2 a Vi2 ֊ b2. 

Следовательно, в случае прямоугольника кинематическая мера K(Ra ,b, i) имеет 

вид (см. [2]) 

если 0 l 

K (Rab,l) = 

nab ֊ 2 (a + b) l + i2, 
n ab ֊ a2 ֊ 2 b l ֊ 
֊2 ab arccos ^ + 2 b^/l2 ֊ a2, если a < l < b, 
n ab ֊ a2 ֊ b2 ֊ l 2 ֊ 
֊2 ab [arccos a + arccos 

֊ + 2 b Vl2 ֊ a2 + 2 a V l ֊ 2 , если b < l <va 2 + b2. 

1 
u 

u 

a 
u 

a 

u 

a 
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При этом, нетрудно проверить, что 

l i m K ( R a b,l) = l i m K ( R a b,l) = n ab — a2 — 2 ab, 
l՝fa 1.խ ' 

lim K (R a b,l) = lim K (R a b,l) = n ab - a2 - 2 b 2 - 2 ab arccos ° + 2 b \Jb2 - a2  
lib ' ц . ь ' b 

K(Ra,b, Va2 + b2) = 0. 

7 . С Л У Ч А Й П Р А В И Л Ь Н О Г О П Я Т И У Г О Л Ь Н И К А 

В случае правильного пятиугольника P a со стороной a вид меры K(Pa,l) раз-

личен в следующих случаях. 

1) 0 < l < a, 

2) a < l < 2 V5 + 2 V5, 

3) 2 V5 + 2 V5 < l < M + Ճ ճ . 

При этом, нетрудно проверить, что площадь Pa равна 

5 ( P a ) 
V5« 

4 \ A + 2 V5, 

и, как хорошо известно [6, 9], функция распределения длины хорды для пра-

вильного пятиугольника имеет вид 

0, 
y ( 1 _ п ( У б ֊ 1 ) А 
a V 2 ^ 1 0 + 2 ^ 5 J ' 
1 + п (5+3 V5) y 

5a A / i 0 + 2 V 5 
2 ( Уб + 1) y 

a 

V5 + 1 

если y < 0, 

если 0 < y < a, 

arcsin I Vх 10+2 V5 

Հ + п ( 5 + 3 V5) y 
Fpa ( y ) = < ^ 5a V0+2V5 

cos ^arcsin a ^ , если a < y < | л/5 + 2 V5, 

2  (f+1) У arcsin 
a\J 10+2V5 4 y  

- V5_+1 co^arcsin  a՝J 

(V+1) 2y a r c c o s a^ 10+2 V5 
ay/10+2 V5  2y^Vb ֊ 1 )  

+ 2( V5+1) s i ^ „ r c c o s M A o + M ) 
+ ( V5 ֊1)2 s i M a r c c o s 2y ( V5 ֊1) ) если a V5 + 2V5 < y < : Դ 1 a,, 

если y > Щг1 a. 

10 
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7.1. Случай 0 < l < a. Используя (3.5) и приведенное выражение для FPa (y), 

получим 

,Հ V5 na2 / ^ , 512 nl2 (V5 ֊ 1) K (Pa, l) = 4 у 5 + 2 հ/5 ֊ 5 al + — ֊  ;  

4 2 ^ 1 0 + 2^/5՛ 

7.2. Случай a < l <  a v7 5 + 2 V5. Вновь пользуясь (3.5) и выражением для 

Fpa(y), а также равенством 

( a V10 + 2 V 5 ) \/161 2 ֊ a2 (10 + 2 V5) 
arcsin — = — — , 

a 
cos I arcsin - , , , 

4l 4l 

получим 

,n V5 n a2 / ^ 15 a2  
K(Pa, l) = 4 у 5 + 2 л/5 ֊ — 

-2 
2 2 n a2 (Հ/5 + 1) n (5 + 3V5) J 

^ 1 0 + 2 V5 2 ^ 1 0 + 2 V5 

10(V5 + 1) f l a՝J 10 + 2 V5 , ' u arcsin du 
л/10+ 2 л/5 J a 4 u 

5 a ( V 5 + 1 ) 16 u2 ֊ a2 (10 + 2 V5) 
du. 

Для упрощения этой формулы воспользуемся простыми равенствами 

^ arcsin 2 , 1 . л/1 ֊ z2 
dz = — -—г- arcsin z — 

z3 2 z2 2 z 
՝ J z 2 ֊ c2 / ֊ 2 2 c 

= v z2 ֊ c2 ֊ z2 ֊ c2 ֊ c arccos - , 
z 

. ^ 1 0 + 2 V5 2 n ^ 1 0 + 2 V5 n 
_ , arccos • . 

4 5 ' 4 10 

Тогда окончательно получаем 

Հ/5 П a? / _ „ ^ n a 
K(Pa, l) = ֊ Y 5 + ^ V 5 + + ^ ^ v / 5 + 1 W 1 0 + ^V5 

4 

^i2 ֊ 8 a2 (10 + 2 V5)^ arcsin • 
5 ( V 5 + 1 ) f,2 1 2 , ^ Л a\J 10 + 2 V5 
/ y [l2 ֊ - a2 (10 + 2 V5) arcsin — 

V^0 + 2V5 V 8 ( V 41 

+ 12 П / 5 + 3 ֊ 1 5 a ^ ^ 1 2 ֊ a2 (10 + 2 У5)՛ 
2V10 + 2V5 1 6 

11 
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7.3. Случай 2 V5 + 2 V5 < l < ( V E + 1 ) ( 

для Fpa (y), а также тождеством 

. Вновь пользуясь (3.5) и выражением 

a V 1 0 + ^V5N 
sin I arccos •= 

I 21 (V5 - 1) , 
sin a 

\J412 ( V5 - 1)2 - a2(10 + 2V5) 

21 (V5 - 1) 

получим 

K (Pa,l) 
15 a2 V5 п a2 / T-

2 п a2 (V5 + 1) , п (5 + 3V5) 

+ 

^ 1 0 + 2 V5 

10 ( 7 5 + 1) 

^ 1 0 + 2 7 5 J 

5 a ( V 5 + 1 ) , 
8 J 

5 ( V 5 + 1 ) 2 

^ 1 0 + 2 7 5 J 

5 a ( V 5 + 1 ) , 
( V5 - 1)3 J 

+ 
2 ^ 1 0 + 2 7 5 

^ 1 0 + 2 V5 u arcsin • 
4 u 

du 

^ 1 6 u2 - a2 (10 + 2V5) 
du 

a V 10 + 2V5 
, u arccos _ 

• v ^ ^ 2 u (V5 - 1) 
du 

^ 4 ( V5 - 1)2 u2 - a2 (10 + 2 V5) 
• V5+2 ys 

2 

du. 

Подстановкой простых равенств, использованных при рассмотрении предыду-

щего случая, а также равенств 

arcsin ^ 1 0 + 2 7 5 п ^ 1 0 + 2 7 5 
= —, arcsin • 

(V5 - 1 ) ^ 5 + 2 ^ 2 2 ( v ^ + 1 ) 5 ' 

формулу для K(Pa, l) приведем к следующей упрощенной форме: 

/ T- па2 \J 10 + 2 V5 
V5 + ^v /5 + K ( P a , l) 

V5 па 2 

V5 - 1 
1 5 (հ/5 + 1) - 2 - ± a2 

^ 1 0 + 2 7 5 V 8 
l2 — a2 (10 + 2 7 5 ) ) 

V 1 0 + 2 7 5 
4l 

l 2 п ( 5 + У 5 ) - 1 5 a ^ ^ 1 2 - a2 (10 + 2 7 5 ) 
V10 + 2V5 1 6 16 

+ 5 ( 7 5 + 1 ^ + а ^ Щ ^ А 
V W 1 0 + ^>/5 (V5 - 1)3 У 

+ 1 ( 5 2 է 7 5 - ^ 3 ^ 4 ( - 1)2 l2 - a2 (10 + 2 75). 

12 
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u 
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При этом, нетрудно проверить, что 
2 

lim K(Pa, l) = l i m K ( P a , l ) = - Ւ ( 2 7 ֊ 7 ^ ֊ 15 lfa {  a ' Ha {  a ' 4 У V 1 0 + 2 V5 

lim K ( P a , l ) = lim K (Pa,l) 
lt 2 л/5+2 _5 l.l 5+2 _5 

, 

i ^ P a , ^ a ) = 0 . 

Замечание 7.1. Выше вычислены точные значения меры K(D,i) в некоторых 

частных случаях, для которых известен явный вид функции распределения дли-

ны хорды. Однако, в [9] дан явный вид для функции распределения длины хор-

ды для любого правильного многоугольника, а, в частности, для правильного 

шестиугольника соответствующий результат можно найти в [7]. Следова-

тельно, пользуясь результатом [9] можно вычислить меру K(D, i) для любого 

правильного многоугольника. 

и 

Abstract. The paper proves a formula for calculation of the kinematic measure 

K(D, l) of set of segments with constant length l, entirely contained in a bounded 

convex domain D of the Euclidean space. The obtained formula permits to find an 

explicit form for the kinematic measure K(D, l) for the domains D with known chord 

length distribution. In particular, application of the obtained formula gives explicit 

expressions for K(D, l) in the disc, regular triangle, rectangle and regular pentagon. 
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