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1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть (H, {•, •)) ֊ гильбертово пространство и A ֊ оператор в H. Множество 

^ ( A » = { A m : ^ = ' } 

в [1] получило принятое в настоящее время название - нормализированный 

A 

ственных векторов, основанный на величине 

\{A u,u)\ 
ճէփв ||Au|| • ||u|| ՚ 

Практически одновременно М. Г. Крейн в [6] ввел понятие угловой девиации 

A 

сти, в вопросах определения скорости сходимости итераций при решении опе-

раторных уравнений методом Ричардсона [4]. 

Некоторые свойства нормализированного числового образа исследованы в [2]. 

В |3| описаны эти множества для некоторых конечномерных и бесконечномер-

ных операторов. Оказывается, что в отличие от обычного числового образа 

оператора, который согласно классической теореме Хаусдорфа-Теплица всегда 
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есть ограниченное выпуклое подмножество комплексной плоскости, нормали-

зированный числовой образ имеет довольно сложную геометрическую структу-

ру. Даже в простейшем нетривиальном случае ситуация довольно неординар-

на. Поэтому интерес к такому частному случаю кажется вполне оправданным. 

Ниже мы опишем нормализированные числовые образы некоторых 2 х 2 ком-

плексных матриц вида 

Л = ( А | , где А, n.v.aG C. 
\а 0j ' 

2. С Л У Ч А Й Н О Р М А Л Ь Н О Й М А Т Р И Ц Ы 

Имеет место следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Нормализированный числовой образ нормальной матри-

Л 

круга. В исключительных случаях он может выродиться в хорду или радиус 

единичного круга. 

Л 

Л 

тарное преобразование произвольного оператора не меняет нормализирован-

ный числовой образ), ее можно представить в виде 

'А 0 ՝ 

л = ( 0 0 ) . 
a 

А 
ф, argо = ф (это обозначение будет использовано на протяжении всей работы). 

Сперва мы рассмотрим случай А, о = 0 и пусть и = -j A G C 2 \ {0} и arg А 

ф, argо 

Тогда 
{Ли, u) \a\2 А + \թ|2 о 

(2.1) z (t) = x (t) + iy (է) 

у л и у у и у ^ А Й А А ^ ^ А + А 

эез t G [0; мы получг 

{Ли, и) Xt + о 

Обозначив частное \a\2 / \թ\2 через է G [0; мы получим 

И Г ի է2 + С\А\2 + \0\2) է + \0\2 ' 

z (+го) = e a r g л . 
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Н О Р М А Л И З И Р О В А Н Н Ы Е Ч И С Л О В Ы Е О Б Р А З Ы ... 

Пусть А = a + ib и թ — c + id՛ Отделив действительную и мнимую части, будем 

иметь 

at + c 
x՞ — x՞ (t) — , , 

v / a T b 2 ) t 2 T ( a 2 T b 2 T c 2 T d 2 ) t T c 2 T d 2 
( 2 ՚ 2 ) , Հ bt + d 

y — y (t) — —, = , 
v / a T p y t 2 T ( a 2 T b 2 T C 2 T d 2 ) i T c 2 T d 2 

y bt + d dx — cy 
откуда — — .Подставив t — — в первое из уравнений (2.1), получим 

x at + c ay — bx 

(ad — bc)2 — (a2 + b2) (dx — cy)2  

+ (a2 + b2 + c2 + d2) (dx — cy) (ay — bx) + (c2 + d2) (ay — bx)2 ՛ 

x y 

(d2 (a2 + b2) + b2 (c2 + d2) — bd (a2 + b2 + c2 + d 2 ) ) x 2 

+ ((ad + bc) (a2 + b2 + c2 + d2) — 2ab (c2 + d2) — 2cd (a2 + b2)) xy 

+ (c2 (a2 + b2) + a2 (c2 + d2) — ac (a2 + b2 + c2 + d2)) y2  

— (ad — bc)2 ՛ 

Далее 

• շ է . շ , \А\2 + H 2 • • Л 2 •in2 ф + sin2 ф г—j-:—:— sin ф sin ф x2  

\А\ H / 

(IА|2 + I |2 \ 

—\ + — sin (ф + ф) — sin 2ф — sin 2ф xy \А\ \Բ\ ) 
(I—12 + i |2 \ 

cos2 ф + cos2 ф 1—n—I— cos ф cos ф y2 — sin2 (ф — ф) ՚ 
\А\ \ \ \ А\ 2 + \ 

Обозначив к — —г—-—:—, получим 
\А\\ц\  3  

(sin2 ф + sin2 ф — к sin ф sin ф) x 2 + 

(2.3) (к • in(ф + ф) — ЯП2Ф — •in2ф) x y + 

(cos2 ф + cos2 ф — к cos ф cos ф) y2 — sin2 (ф — ф) ՛ 
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Дискриминант квадратичной формы (2.3) равен D — —  к  - 4 sin2 (ф — ф) . Так 

как к > 2 в силу неравенства между средне-арифметическим и средне-гео-

метрическим, то кривая, определенная уравнением (2.2) есть часть одной вет-

ви гиперболы, содержащаяся внутри единичного круга (вырожденная, если 

sin (ф — ф) — 0, что эквивалентно ф — ф, ф — ф — п или к — 2, означающее 

\А\ — \բ\). Действительно, если ф — ф, то 

\А\ t + \բ\ z (t) егФ 

\j\А\212 + (\А\2 + H 2 ) t + И 

и кривая сводится к двум отрезкам, соединяющим точки е гф и 2 • е гф в 

противоположных направлениях. При ф — ф — п имеем 

\А\ t — \и\ (t) — 

\j\А\212 + (\А\2 + \M\2) t + И 5 

В этом случае Wn (A) есть диметр единичного круга, соединяющий точки —е г ф  

и е гф .Если же \А\ — \բ\, то 

z ( t ) —  А +  И — егф  t , гг֊ф 1 

Z ( t ) — \А\ t + И — 6 1 + t + 6 1 + 1 

представляет собой выпуклую комбинацию егф и ег^. 

Квадрат длины действительной полуоси есть 

го2 — 4 ^ 2 cos2 ^ . 
(\А\ + \И\)2 2 

ф+ф 
Вершина гиперболы имеет полярные координаты ( m; —2— ), откуда 

inf 

( ф + ф \ Г ՝;—)•< 

\{Ax,x)\ _ 2^\ЩИ\ Ф — ф 
лх=в \\Ax\\\\x\\ \А\ + \И\ 2 ՝ 

Эта формула является обобщенным неравенством Канторовича [4]. В оставши-

— 0 

{Au,u) А\а\ \а\ 

\ \ A u H \ u \ \ \ А \ ^ \ а \ 2 + И 2 ^ \ а \ 2 + \в\2 

е г ф, (а — 0), 

так что в этом случае кривая есть полуоткрытый интервал (0, е г ф . 
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Н О Р М А Л И З И Р О В А Н Н Ы Е Ч И С Л О В Ы Е О Б Р А З Ы ... 

3 . С Л У Ч А Й М А Т Р И Ц Ы С Н У Л Е В О Й С Т Р О К О Й ИЛИ С Т О Л Б Ц О М 

а) Пусть 

(3-D Л = ( J 0 ) . о о 

,2 и {Au, u) = A |а| + vfia. 

Условие a = 0 означает {Au, u) = 0, поэтому рассмотрим случай а = 0. Пусть 

далее 
{Au, u) 

w = 
IIAull • ||u|| 

Имеем 
A |a|2 + vfia A + vz 

|Aa + vei^laf + |в|2 |A + vzl • у/1 + |z|2 

где z = й Обозначая т(z) = , z = ֊ ֊ получаем 
a A + vz| v 

(3.2) w (z) = . 
1 + |z|2  

Пусть Cr = {z : |z| = r} , (r > 0) и Dr = {A + vz : z G Cr}. Очевидно, что Dr 

есть окружность радиуса V r с центром в точке A. Так как Wn (cA) = в1 a r g  cWn (A) 

для любого комплексного c, то можно предположить, что один из элементов 

матрицы A есть положительное чисто. Для простоты предположим, что A > 0. 

Если 0 < r Հ. j^y, то 

r Խ | 
(3.3) |argт (z)| Վ arcsin —— 

A 

и образ Cr при отображении (3.2) есть дуга окружи ости радиуса v , 1 + r 2 , опре-

деленная неравенством (3.3), так что концы этой дуги будут иметь координаты 

V1 + r 2 ' V1 + r 2 

Если же r > Щ, то образ ом Cr будет вся окружность. Г раницей Wn (A) явля-

ется огибающая этих кривых. 
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Исключая r из формулы (3.4), получаем 

y = ^ 
А2 + \ V j 2 

Предложение 3.1. Пусть Л - матрица вида (3.1) с некоторым А > 0 .Ее 

нормализированным числовым образом является область, ограниченная в пра-

вой полуплоскости, эллипсом с большой полуосью 1 и малой полуосью ,  l v l „, 
V Л2 + \v\2 

а в левой полуплоскости - полуокружностью с радиусом, равным малой полу-

А 

повернута на угол arg А. 

Нетрудно заметить յ что для ^жюрдэжовои клетки с нулевой диэхюнэльк) 

'0 V՝ 
( I ; ) 

J = \ 0 0 / 

нормэлизировэжнълм числовым образом является открытый единичныи круг 

{z : \ z \ < 1}. 
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Н О Р М А Л И З И Р О В А Н Н Ы Е Ч И С Л О В Ы Е О Б Р А З Ы 

б) Случай матрицы с нулевым столбцом. Пусть 

( 3 . 5 ) A = £ 0 ) 

S = ~ / A v 

( A V № 7 M R v ֊ A , 

Очевидно, что матрица S унитарна и имеет место равенство 

A0 SCS*= , _ п v 0 (A 0 ) 

означающее, что матрицы 

с = ( 0 0 ) " - = ( A 0 ) 

унитарно эквивалентны. Таким образом, мы приходим к следующему резуль-

тату. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Нормализированные числовые образы матриц (3.1) и (3.5) 

совпадают при \v\ = \a\. 

4 . С Л У Ч А Й М А Т Р И Ц Ы С Н У Л Е В О Й Г Л А В Н О Й Д И А Г О Н А Л Ь Ю 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Нормализированный числовой образ матрицы 

A = ( a 0 ) , v = 0 , a = ° , 

есть эллипс. 

Доказательство. Имеем 

{Au, u) vpa + аав 

HAullllull yj\ve\2 + \aa\ 2y/\a\2 + в \ 2 ՝ 

Обозначив 
Հ. arg v ֊ arg a \ 

V 2 ) 

a arg v ֊ arg a 
z = = exp ՛ 

в 
после несложных преобразований для указанного частного получаем 

{Au,u) mz + z Հ arg v + arg a\ 

( 4 Л ) Ш М = Jm2 + izi2 J i + izi2 Е Х Ч * 2 ) , 
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Л. 3. ГЕВОРГЯН 

где m = щ, z G C. Первый множитель в правой части (4.1) равен 

mre i t + re - i t r (m + 1) cos t + ir (m — 1) sin t 
V m2 + r 2 V1 + r 2 \/m2 + r 2 V 1 + r 2 

r 

r (m + 1 ) r \ m — 1 \ 

Л/m2 + r 2 V 1 + r 2 Հ/m2 + r 2 V 1 + r2 ' 

каждая из которых достигает своего наибольшего значения при r = л/m. По-

этому границей интересующей нас области будет кривая, которая получается, 

если в (4.1) подставить z = վա exp(it). Таким образом, область, ограниченная 

эллипсом 

w (t) = (cos t + i\V \ — \ a \ sin Л exp ( i a r g  v + a r g A , t G [0, 2n) 
\ \V \ + \  Ծ \ ) \ 2 ) 

есть нормализированный числовой образ матрицы А • 

5. С Л У Ч А Й Ж О Р Д А Н О В О Й К Л Е Т К И 

Пусть 

Л = 10 V1 . 

Тогда 
{Ли,и) \ a \ 2 + vAa+ \ в \ 2  

у Л и У • у и у ^ \ a + v e \ 2 + \ в \2 • 

Обозначив z = j e ~ l a r g v , получим 

1 + \ v \z + \ z \ 2  

w = 
փ \ V \ + z \2 + 1 V \ z \2 + 1' 

так что в дальнейшем мы будем считать, что v > 0 и опускать знак модуля. 

Тогда 
1 + Vx + x2 + y2 — iVy 

(v + x) 2 + y2 + 1 V x 2 + y2 + 1 

Зафиксировав x или получим координатные кривые w = f (y) или w = g (x) . 

Используя производные легко усмотреть, что точка, в которой достигается ми-

нимум g (x) не зависит от y и имеет место при x = — 2. Другое доказательство 

4 8 
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Рис. 2. Координатные критзтыо — g ( * ) дл.я слунам v — 1 
y = [—1.3, 1.3] с шагом 0.1 

w= 
t2 + 1 — V + y2 — ivy 

(2 + 1 ) 2 + y2 + 1 V (2 — t)2 + у2 + 1 
, t = * + շ . 

вертикальной прямой z = — v/2 + iy, y e R 

f (y) = 

Имеем 

f (y) = 

1 — v2/4 + y2 — ivy 
1 + v 2 /4 + y2 

1 + v2/4 — y2 i v y 
4 + v2 4 + v2 1 + v2/4 + y2 1 + v2/4 + y2 
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Л . 3. Г Е В О Р Г Я Н 

Обозначив ^42+,/2 = tan (t/2), полу՛ 

4 v2 v . . + — — 2 cos t + i ; n sin t, t e [0; 2n) . 
4 + v2 4 + v2 

Окончательно получаем следующий результат. 

Предложение 5.1. Нормализированный числовой образ матрицы 

՜Ճ v 
A 

( 0 Ճ ) 

есть внутренность эллипса 

4 |Ճ | 2  

+ • 
|v|2 

4 |Ճ | 2 +|v|2 4 |Ճ | 2 +|v|2  
cos t + i 

|v| 

\J4 |Ճ|2 + \v|2 

sin t I exp (i arg Ճ). 

zdet e [0, 2n). 

Случай общей ненормальной матрицы A = ^ 0 / J ° Р а з л и ч н ы м и 

ственаыми значен^ми (Ճ = Ճ, / = 0) будет рассмотрен схематично. Так как 
s 

1 j и ( / V Ճ ) суть собственные векторы A, можно положить u 1 
Тогда 

(5.1) 
{Au, u) 

A F M 

Ճ |s| + vs + / 

\Ճտ + v|2 + | / | 2 V | s | 2 + 1 

Средний член удовлетворяет неравенству 

М 

փճտ + v|2 + | / | 2 ^ | s | 2 + 1 

Пусть a, c - ненулевые, a b ֊ произвольное комплексное число. Тогда 

ф а + b|2 + |c|2 ^ | а | 2 + |c|2 

< |b| 

откуда 

v| < 

y j ^ s + v |2 + | / | 2 v/|Ճs|2 + | / | 2 

< 2 
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Рис. 3. Нормализированным чж< :\;ю[юй образ диагональной 
матрицы 4 х 4 

Разность между двумя выраясениями опродолонными (формулами (̂ 2 и 

\х\ • v 
+ А + 

v 1И = 3 V |, 
1Л1 • И ՝ И խ1 

ловой образ A лежит в малой окрестности гиперболы, определенной Предло-

образ A мало отличается от нормализированного числового образа жордановой 

клетки. 

A = diag (1 + i, 3 + i, 3 + 4i, 1 + 4i), 

( с м . РИС. 3). 
51 



Л . 3. Г Е В О Р Г Я Н 

Abst rac t . A description of the normalized numerical ranges of some complex 2 x 2 

matrices is given. 
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