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1 . В В Е Д Е Н И Е 

Пусть числа {A^ e } ^ 0 определяются как коэффициенты разложения в степен-

ной ряд следующей аналитической функции 

1 / \ в 

• ( ь ֊ ) = n = 0 N < 1 

где a и в суть действительные числа. 

В [4] А. Зигмундом детально изучены свойства этих чисел. Приведем некоторые 

из них. 

, a я n a (ln п) в  
1-2 ~ г / + 1 ) , a = ֊ 1 , ֊ 2 , . . . , 

i ( a + 1) 

(1.3) А а в - в ( ֊ 1 ) а - 1 (|a| ֊ 1)!na ( l n п ) в - 1 , a = ֊1, ֊ 2 , . . . , 

(1.4) A a + 1 ' e ֊ А— в = Аая, nA^ - 1' 1 3 = aA^^ + вАа- в1 - 1. 

Пусть дан ряд J2 an и пусть Sn = a0 + a1 + ... + an частичные суммы этого ряда. 
Рассмотрим следующее линейное преобразование частичных сумм 

1  n 1  n  

( 1 - 5 )  t a ' e =  A a - k ' e  S k =  A < a ' - k a k • 
A n k=0  An k=0 

Sn S 

Чезаро или методом (C,a,[3), если 

lim t an e = S. 
n— 
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Приведенный метод суммирования ввел в рассмотрение А. Зигмунд в 1924 году 

[4]. Легко заметить, что при в = 0 метод суммирования (С, а, в) совпадает с 

классическим методом суммирования Чезаро или с (С, а) методом. Обобщенные 

средние Чезаро изучались в ряде работ ([5], [6], [10], [11])- Отметим, что этот 

метод является регулярным при а > 0, в G R, то есть в этом случае из сходимости 

последовательности Sn к числу S всегда следует сходимость средних t к тому 

же числу. 

В данной работе изучаются сходимость обобщенных средних частичных сумм 

рядов Фурье и сопряженных тригонометрических рядов. 

Пусть дана 2п— периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t). Обо-

значим через a(f) ее ряд Фурье 

(1.6) a ( f ) ~ —о + ^ an cos nt + bn sin nt. 
2 n=1 

Параллельно будем рассматривать сопряженный с ним ряд и функцию f (t), со-

f(t) 

a(f) ~ ^^ an sin nt — bn cos nt n 
n=l 

, ч ^ч 1 , TV ч 1 , I'П f (x + t) — f (x — t) , 1-7 f (t) = — 2 ֊ l i m 0 f(x,e) = — — lim  J  { ^ ' /2 >-dt. 2n s^о 2n s^о Je tan t/2 

Введем еще следующие обозначения 

Vx(t) = f (x +1)+ f (x — t) — 2S, фх (t) = f (x + t) — f (x — t), 

S 
Обобщенные средние Чезаро частных сумм рядов (1.5) и (1.6) имеют вид 

1 n 

t an՛' (x) =  A a ֊ k , e Sk ( x , f ) , 
A n k=0 

= A anzk' e Sk (x,f). 
k=0 

Учитывая, что 

1 ր 
Sn(x,f ) = ֊ (f (x +1)+ f (x — t))Dn(t)dt, 

n J о 

1 ' ' J ( x Iо 
~ 2 гп ~ 
Sn(x,f ) = Փx(t)Dn(t)dt, 

n J о 

26 



С У М М И Р О В А Н И Е Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Р Я Д О В Ф У Р В Е И 

где Dn(t) и Dn(t) ֊ ядро Дирихле и сопряженное с ним ядро 

sin (n + 1 / 2 ) u ֊ cos u/2 — cos (n + 1 / 2 ) u 
D n ( u ) = 7Г- / о —  и  D n ( u ) = 7Г- /о ՛ 

2sin u/2 2sin u/2 

получаем интегральное представление для обобщенных средних Чезаро 

1 I՝п  

(1.8) ta , e(x,f) = ֊ / (f(x+1)+f(x—t))Ka , e(t)dt, 
n J о 

~ 2 f n ~ 
( и ) (x,f ) = — ֊ Ф х т а в (t)dt, 

n J о 

где использованы следующие обозначения: 

( 1 Л ° ) ка/(t) = ֊ ± A - / D k ( t ) = -О-в <է s i n 2 k i + / 2 ) t , 
A n k=0  An k=0 ' 

<'•"> ^ ( t ) = A 1 5  : A n z t ' Խ » = 1 с 2 — л1вit Հ ֊ - k ' 
A n k=0 A n k=0 ' 

= 2 2 — я а - в (t). 

Приведем результаты непосредственно относящиеся к настоящей работе. 

Для сходимости в точке ряда Фурье по тригонометрической системе известен 

следующий результат (см. [1], стр.168). 

Теорема (признак Лебега-Гергена). Пусть 2п-периодическая, интегрируе-

f(t) x 

\Px(t + h) — px(t)\ I (t)dt ( h ) I Wx(t + h) — yx(t)\ dt ( 1 ) h + 0 y>x(t)dt = o(h) и dt = o(1) при h ^ +0. 
J 0 Jh  t  

Тогда в этой точке частичные суммы ряда (1.6) сходятся к числу S. 

Далее в работе [7] Жижиашвили, обобщая условия Лебега-Гергена, привел до-

статочное условие для (C, а) суммируемости рядов Фурье при a G ( — 1,1). 

Теорема (Л. Ж и ж и а ш в и л и ) . Пусть 2п-периодическая, интегрируемая функ-

f(t) x 

( h (t)dt (h) f П \*x(t + h) — yx(t)\ dt ( 1 N h + 0 
J P x ( t ) d t =  o ( h ) U J  d t = o ( h а )  n p u  h ^ + 0 . 

(C, а) S 

Аналогичную теорему он доказал для сопряженных рядов Фурье. 
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2 . Ф О Р М У Л И Р О В К А O C H O B H B I X Р Е З У Л Ь Т А Т О В 

В данной работе приводятся достаточные условия для (С, a, в) суммируемости 

рядов Фурье и сопряженных рядов. Точнее будут доказаны следующие теоремы. 

Теорема 2.1. Если 2п-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
,h  

(a) / ^x(t)dt = o(h) при h ^ +0 
J 0 

(b) Լ \?x(t + h) — ^ x ( t ) \ l n t ( + n / t ) dt = o ^ ^ п р и h ^ +0, 

где a G ( — 1,0) U (0,1), в G R, или a = 0 в > 0  mo  e этой mочке ta , e(x, f ) ^ S 

при n ^ ж. 

Теорема 2.2. Если 2n-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 

( а ) Լ < f x ( t ) d t = l n ( h / h ^ ^  nPu  h ^ + 0 x 
0 

J \px(t + h) — px(t)\ ( i n 2 ^ dt = ^ ^^ ^In ^ при h ^ +0, (ь) Լ \?x( . h ; 7 ՝ ՝ ՛ " ՝ 1 

то в этой точке t- 1 e ( x , f ) ^ S при n ^ ж. 

Аналогичные теоремы справедливы и для сопряженных рядов. 

Теорема 2.3. Если 2п-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
h 

՚ —5֊ (а) / фx(t)dt = o(h) при h ^ +0 
0 

{'П ine (2n/t) / ine (1/h)\ 
(b) Լ \фx(t + h) — фx(t)\ t 1 J dt = o Լ h ^ J при h ^ +0, 

где a G ( —1, 0) U (0,1),в G R, или a = 0 ,в > 0,  mo  в этой точке ta՝ e(x,f) — 

f (x, n) ^ 0 щи n ^ ж. 

Теорема 2.4. Если 2n-периодическая , интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
h 

(a) J фx(t)dt = o^in  h / ^ при h ^ +0 
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С У М М И Р О В А Н И Е Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Р Я Д О В Ф У Р Ь Е И ... 

I \фх(Ь + h) — фx(t)\ln e Դdt = օ^Խ h) j  n pu h ^ +0 

то в этой точке tn k ՝ e ( x , f ) — f (x, n) ^ 0 при n ^ ж. 

Замечание 2.1. Условия теорем 2.2 и 2.4 отличаются от условий теорем 2.1 

и 2.3 при формальной постановке в них а = —1. Для (C, — 1,в) суммируемо-

сти приходится налагать на функцию более жест,кие требования. В дальней-

шем мы увидим, что это обусловлено ухудшением поведения ядер Чезаро при 

а = —1. 

Замечание 2.2. В дальнейшем через C1, C2, C3,... мы будем обозначать посто-

n t 

3 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О О С Н О В Н Ы Х Л Е М М 

Леммы ДЕШ Н ОГ О параграфа используются в доказательствах теорем 2.1 - 2.4. 

Лемма 3.1. При 0 < t < п справедливы следующие соотношения 

(a) для любых а G ( — 1,1) и в G R 

К а в(t) = O(n) и dtK՝ 1 3(t) = O(n2) при n ^ж, 

(b) для любого в > 0 

К - 1՝ в(t) = O(n In n) и ֊ К - 1 ՝ в ( t ) = O(n2 In n) при n ^ ж. 

Доказательство. Легко проверить (например с помощью теорем 8.4 ֊ 8.7 в [1] 

стр. 32), что при а G ( — 1 , в G R справедлива оценка 
п 

k a ln e k = O(n a + 1 ln e n) при n ^ ж. 
k = 1 

Используя эту оценку и свойства (1.2), (1.4) и (1.10) получим 

к а ՝ в (t)\ = Ь Е <n!՝e Dk (t) 
k=0 

1 1  n  

—\ s V A a՝ e, cos kt 2 Л".в ' ' n-k 
An k=1 

nn 1 

O 
n" ln en 

ln e k = O(n), 
k=1 

֊ К ՝ " < " 
A a ՝ в  

A n k=1 

VA a ՝  e k k sin kt 
nn k 

1 

O J 2 k a ln e k = O(n 2). 
k=1 
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При a = —1, в > 0 используя (1.3) и оценку 

Е 
k=1 

ine - 1 k 
k 

O(ine n) при n ^ ж, 

получим 

к - 1 в (t)\ 
1 1 

- k=1 
—I TS y ^ A ՜1'? cos kt 

An 
O 

n ^ i n e - 1 k t i n e-1 

k=1 i n e - 1 n ^ k 
O( n in n) , 

A n k=1 
Лемма 3.1 доказана. 

1 ՚ 
- r e Y l A - - k k s i n k t 

O( n2 Հ-1 i n e - 1 k 
i n e - 1 

n k=1  k  

O(n 2 inn). 

• 

Следующая лемма доказывается аналогичным путем. 

Лемма 3.2. При 0 < t < п справедливы следующие соотношения 

(а) для любых a G ( — 1,1) и в G R 

К?/(t) = O(n) и dKZ՛ 1 3(t) = O(n2) при n ^ ж, 

в > 0 

К - 1 в(t) = O(n in n) и —K - 1' e(t) = O(n2 in n) при n ^ ж. 

Для приведения следующей леммы, введем функции 

V1(t)= in + (п — t)2 2 \в/2 

2 sin t/2 4 
п — t 

V2(t) = в arctan — -—, t G (0, ж). 

t G (0, ж), (3.1) 

( 3 . 2 ) 
2 sin t / 2 

Тогда имеет место следующая лемма, впервые доказанная Харди для частного 

в=0 

Лемма 3.3. При —1 < a < 1, в G Rut G (0,п] справедливо представление 

(t) = ^ ( t ) + ( t ) , 

где 

(3.3) (t) V1(t) 
A a e (2 sin t/2) 1+а 

1 + a A na r , ֊ r r / s 
n + — ) t — ֊y — вVշ(t) 

и для любого 1/n < t < п 

(3.4) M! = M nt 3  при n ^ ж. 
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Доказательство. Если а2 + в2 _ 0, то учитывая (1-4), (1.10) и применяя преоб-

разование Абеля получим 

(t) _ V ՝ Л а - 1 ' в  S [ n ( k  + l / 2 ' ) t 
K  ( t ) _ չօւքՆ  An -k շ sin t/2 

k=0 

1 
2AZ'P sin t/2 

1 
2Aa՛^ sin t/2 

-Im 

2 sin t/2 

e i ( n + 1 / 2 ) t ^ 2 A ^ - l ' 1 3 e - i k t 

k=0 

-Im ei(n+1/2)t 
(1 - e - i t ) - 1 J 2 A' 

t a - 2 ' в -ikt 
k e 

k=0 

+ 
Ла-1'թ 

n 

4Aa e sin 2 t/2 

W 
Из свойств (1.3) и (1.2) следует, что при —1 < а < 1 ряд AO;-2'13e - i k t при 

t G [0, п] сходится равномерно, поэтому имеем 
k=0 

к а ՛ 1 3 (t)_ ^ (t)+к՛" (t), 

^ (t)_ Im 
1 e - i t ) - 1  W  

1 —  e  ) V ՝ A a - 2 ՝ p e-ikt 

2A0.' 1 3 sin 2 
k 

k=0 

Щ'Р(t) _ —Im 
ei(n+1/2)t(11 — e - i t ) - 1 

2 A ^ sin 2 

W 

E 
k=n+1 

A-k-2'в e - i k t + 
Aa-1'թ 

n 

4A^ sin 21 

kA a-2'թ 
k ^ и k ^ то, то согласно теореме Таубера (см. напр. [12] 

t_0 

Y^A ak - 2 e e - i k t  

k=0 (1 — e - i t) it\a-1 ln-1 e -

Следовательно 

tff (t) 
2 A a e sin 2 

Im 
ei(n+1/2)t t e 

ln • 
(1 — e - i t ) a  1 e -

Отделяя мнимую часть получим (3.3). Заметим, что из (1.2) и (1.3) следует, что 

при а < 1 и при достаточно больших k последовательность 2 ' в стремится 
31 
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к нулю монотонно. Учитывая это и воспользовавшись леммой Абеля и неравен-

ством \Imz\ <\z\, получим 

\R? ,e(t)\ < 
1 

4Ak'e sin21/2 

O 

Ak 
k=n +1 

а-2,в -ikt + 
4Ak' e sin2t 

^-n 
A a e t3 

+O 
A a~1,P ^-n 
A a e t2 

= O ( i ) + O ( ^ ) = 

Последняя оценка справедлива, поскольку n 2t3 = (nt) • nt2 > nt2 при t > 1 

Оценим теперь производную от (t) 

( t ) = I m 
p i(n 1 — e - i t) it -1 

2A0,'13 sin 1/2 
A 

k=n+1 

а ֊ 2 , в -ikt 
k  e  

— Im 

+ 

ie i ( n  1 — e - i t) it 1 

2Aa e s i n t/2 

ла-1,в V 
n 

kA 
k=n+1 

а-2,в e ֊ i k t 

4Ak e sin 2 t 
2 . 

Законность почленного дифференцирования оправдывается тем, что при каж-

n 

при t > 1. Это следует из теоремы 2.4 (см. [1J, стр. 16) и из монотонного стремле-

ния к нулю последовательности kA?  2' в. Действительно, используя (1.4) имеем 

(k + 1)A°k+ 21' e — A - 2 * = (a — 1)A? - 2' e + в Л a k ֊ 2 ' в ֊ 1 , 

где второе слагаемое в правой части является бесконечно малой более высокого 

k 

что и (a — 1)A?  2' в, следовательно согласно (1.2) сохраняет знак для достаточ-

но больших k, с другой стороны в силу (1.2) kA?  2' в ^ ^ и k ^ ж. После 

несложных вычислений и вновь воспользовавшись леммой Абеля, получаем 

м O 
A a - 2 , i 3  

Ak'e t4 
+O nAar2e 

Ak' e t 3  . nt3  

В случае a 2 + в 2 = 0 легко заметить (см. (1.10)), что Kn՝ 0(t) = Dn(t) и по-

этому представление (3.3) остается справедливым, поскольку ^>n 0(t) = Dn(t), 

R0 0(t) = 0. Лемма 3.3 • 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 3.3. 
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Л е м м а 3.4. При — 1 < а < 1, в G Rut G (0, п] справедливо представление 

(3.5) на ՛ в (t)_ & ՛ в (t)+Ra ՛ 1 3 (t), 

где 

(t) 
V1 (t) 

Aa(2 sin t/2) 1+a 
1 + а А па 

n + ֊ ) t — ֊ 2 ֊ — eV2(t) 

а при 1/n < t < п 

(3.6) \Ra՛"(0! _ о Ш , nt 3  при n ^ то. 

В дальнейшем нам понадобятся следующие две элементарные леммы, которые 

легко вытекают из теоремы Лагранжа о конечных приращениях (см. [2], стр. 

226). 

Л е м м а 3.5. Пусть для а > —1 и в G R функция ша՛ բ(t) : t G (0, 2п] имеет 

(0, 2п) 

влетворяет условиям 

Ша , t) * ^ ш а , <Ч = о ( О- о ( ^ 

при t ^ +0. Тогда при t > h справедливы утверждения 
n 2п/t 

(а) \Ша ք (t + h) — Ша ՛ в (t)\ < C1 а h, 

(b) t tt (Ша 'в (t + h) — Ша ՛ в (t)) < ° 2 t 3+ a  h, 
n 2п /t 

(С) \Д2Ша ՛ թ (t)\ :_ \Ша ք (t) — 2Ша ՛ в (t + h) + Ша ՛ в (t)(t + 2h) \ < C3 h2 . 

Л е м м а 3.6. Пусть функция Ш-1 ՛բ(t) : t G (0, 2п] имеет на (0, 2п) непрерывные 

производные до второго порядка включительно и удовлетворяет условиям 

'ln 1 3 - 1 2п/Л ^ , в 2п < , ^ ln 1 3 - 12п^ Ш-1 в(t) * ln e -у, Ш- 1 ՛ ^ ( t ) _ 0(  1  
t ա՚Լ 1 ՛в(t) _ O 

t2 

при t ^ +0. Тогда при t > h справедливы утверждения 
ln e - 1 2п/t 

(а) \ш-1 ՛в(t + h) — ш-1 ՛^(t)\ < C4 -—'— h, 

(b ) d  ( Ш - 1 ՛ в ( t +  h )  —  Ш - 1 ՛ в ( t ) )  < C5 

lnP 2п/t 
(с) \Д 2Ш-1 ք(t)\ :_ \Ш-1 ,թ(t)—2Ш-1 ,թ(t+h^-1 ք(t)(t+2h)\ < C 6 — h 
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Если функция (г) удовлетворяет условиям леммы 3.5 при а > - 1 и А е R, 

то справедлива следующая лемма. 

Лемма 3.7. Пусть дана 2п-периодическая функция g(t), удовлетворяющая при 

h ^ +0 следующим условиям 
րե 

(a) G(h) = ( g(t)dt = o(h), 
0 

(a) . . , , . . 1пв 2n/t Лп в 2 1 /h 
lg( t + h) - g( t)l t i + a d t = o 

где а е ( —1,0) U (0,1),в2 > в1 или а = 0, թ2 > тах{в1, 0}. Тогда при n ^ <х> 

справедливы следующие соотношения: 

Т° = [ g(t)wa в1 (t) cosntdt = o (п а 1пв2 n) , 
.У п/n '  V ' 

Q ° = / g(t)ua в1 (t) sin ntdt = o (п а 1пв2 n) . 
Jn/n '  v ՚ 

Доказательство. В выражении T^ сделаем замену переменной t на t + n: 

т а = — g [t + n ) (t + n ) cos ntdt. 

Складывая два разных выражения для T^ и совершая простые преобразования, 

получим 

2та g(t) — g (t + n J (t) cos ntdt 
/ 

+ g (t) (t) — t + ֊ 
п/  n  

+ 

п/ 

/ ' 
п/ п 

cos nt dt 

g (t + n ) — g(t) ^ав1 (t) — (t + n ) j cos nt dt 

+ g (t + П ) w a e (t + П ) cos nt dt 
J n - n / n  V  п У  V  п У  

/
п/n 5 

g (t + ^ ^ав1 (t + ^ COS nt dt = ^ т а к . 
Оценим каждый из слагаемых по отдельности. Учитывая условие (Ь) настоящей 

леммы и условия леммы 3.5, получаем 

ТОд | < C 7 • Լ |g(t) — g(t + n ) 

34 

1пв 2п 
dt = o i n~ 1пв2 n i . 

п 

0 

п 



С У М М И Р О В А Н И Е Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Р Я Д О В Ф У Р Ь Е И 

Снова используя условие (Ь) и утверждение (а) леммы 3.5 будем иметь 

/

П 

•  9(t + n ) — g(t) | |Ша ՛ в! (t) — Ша՛в (t + n ) 
tt 

£ „ H' + n ) ֊ M ՝ ^ ։ _ ln- ,,) 
< C8 

n Jn/u ՜  ճ  n  

Учитывая утверждения (а) и (b) леммы 3.5, для TU5 получим 

TOO՛ 5\ _ 

r2n/u 

' n/u 
д^Ша, ^ (t) cos nt dt < 

r2n/u 
С(։)Ш'0 թւ (t) c o s nt dt 

С(։)Ш0՛թ1 (t) c o s nt 

,-2n/u 

n/u 

2n/u 

n/u 

С ( ։ ) Ш 0 ՛ ( t ) s i n nt dt 

< o(n a ln 1 3 1 n) + C9 / \C(t)\ 
V ' Jn/u 

+ Cgn 

2 n / " , ln^1 2п/t 
t 2+0 tt 

f 2 n /" ln^1 2п/t , 
' СШ—Г^ ֊ dt 
n/u  t  

֊- ln?2 . 

В выражении TO0 2 снова делаем замену переменной и прибавляем к друг другу 

получившиеся два разных выражения. После несложных преобразований полу-

чим 

f 2 n / u Г ( п 
2T0'2 _ g(t) ШаЛ (t) — Шав1 t + ֊ 

Jn/u � � n  

+ g(t) աօ՚թւ(t) — աօ՚թւ ft + -
Jn-n/n L \  n  

րn-n/u 

cos nt dt 

cos nt dt 

+ 

+ 

'n/u 
nn-n/u 

g(t) Ша՛/Յւ (t) — 2աօ՚Բւ (է + nj + աօ՚Բւ (t + n 
2п 
n 

cos nt dt 

g(t) — g[t + -n Ша-'в1 С + n ) —  աօ՚Բւ ( t cos nt dt 

=  t 0'k. 
k=1 
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Слагаемые t ^ i и оцениваются также как и ТО 5 и ТОз• Для оценки t0 3 вос-

пользуемся утверждениями (а) и (Ь) леммы 3.5 
п-п/ 

Кз1 
п/ 

g(t) Д 2 (t) cos ntdt < 

,- п - п /п d 
G(t) dt [ Д 2 ( t ) ] cos nt dt 

п/ dt 

G(t) Д 2шаф1 (t) cos nt 
п-п/ 

п/ 

+ 
п-п/ 

dt 

G(t) Д 2 и а ф 1 (t) sin nt dt 

рп-п/n 
< o n Ьв n) + C10 o ( = o ( n a b * 

Аналогично получается оценка для ^ ^ . Таким образом, получаем ТО2 = o ^n a 1пв2 n 

Приступим к оценке ТО^4. Достаточно оценить следующее выражение 

Т g(t)^cte1 (t) cos ntdt, 

поскольку ясно, что \ТО4 — Т° 41 = o [По 1пв2 n j . При а > 0 или а = 0,в2 > 0 

оценка Т ° 4 = o 1пв2 n j очевидна. Пусть а е ( —1, 0). 

Сначала покажем, что 

f g(t)dt = o ( 
•)п-Ь \ 

1пв2 А 
——— при h —> +0. 
նՐ- / 

Действительно, 

f  п  
п-— 

/ g(t)dt = / [g(t + h) 
п-— — 

2— 

— 

< Cii — ՜ |g(t + h) — g(t)| dt 
2— 

g(t)dt 
'1п в 2 1/h 

h° 

Учитывая, что функции wn(t) = (t) cos nt, n = 2, 3,... непрерывны на [п — 

п/п,п\ и имеют на этом отрезке равномерно ограниченные вариации, получаем 

Т n,4 
' п-п / n 

g(t)wae1 (t) cos nt dt / Un(t)d( g(u)du 
' п - п / n \'J t 

< 

< C 1 2 max 
0<Н<п/г. 

f п - п / n 

п 

рп рп рп 

wn (п — п/n) g(u)du + / g(u)dud^n(t) 
ЛП-П/П J п - п / n J t 

g(t)dt 
п-— 

= o 1 пО 1пв2 n I . 
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Таким образом утверждение леммы 7 для TO доказан о. Q0 оценивается анало-

гично. Лемма 3.7 доказана. • 

Пусть ա-1ք(t), где в G R - функция, удовлетворяющая условиям леммы 3.6. 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 3.7, с единственным разли-

чием, что вместо леммы 3.5 используется лемма 3.6. 

2п 

g( t) 

(a) C(h) _ J g(t)dt _ o ^ n p u h ^ +0, 

Ր 2п ( 1 \ 

(b) \g(t + h) — g(t)\ ln 1 3 —dt _ olh lnA ֊ при h ^ +0, 

где в < в1 + 1- Тогда при n ^ то: 
л Ր (ln 1 3 1  

T- 1 _ ( g(t^-1'P(t)cosntdt _ o ( 
J n / u \ 

Q- 1 _ / g(t^-1'P (t) sin ntdt _ o 
J n/u \ 

n 

n 

4 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М 

Доказательство теоремы 2.1. Достаточно оценить разность 

1 ք՛ո С n ГП 
tO' e(x,f) — S _ - Լ yx(t) • KO' e(t)dt _ Լ + J n _ I1u(x) + I2u(x). 

I1u(x) оценивается при помощи условий теоремы 2.1 и утверждения а) леммы 

3.1. 
րո / u րո / u 

I1u(x)_ <fx(t) • KO' 1 3(t)dt 
Jo 

t  n / u ,-n/u d С t 

_ KO' 1 3(t) Vx(u)du — -KOO' e(t)dt Vx(u)du _ o(1). 
o
 I

 o o dt o 

I2 (x) 2 

I2u(x)_ f 9x(t)KO' p(t)dt 
J n / u ոխ 

րՈ րՈ 

/ Vx(t)vO' e(t)dt + Vx(t)RO' P(t)dt _ R1u(x) + R2u(x). 
J n / u J n / u 

x x 
n/ n/ 
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Воспользовавшись интегрированием по частям и применив лемму 3.3, получаем 

R2n(x) = ( ^x(t)RC e (t)dt 
J п/n 

f t  п ր d fd  

= (u)duRC e (t) — / -RC e (t)dt ^x(u)du = o(1). 
J 0 п/n J п/n  d t J 0 '0 п/n J п / n  ш J 0 

Для завершения доказательства остается оценить R1n(x). Учитывая (3.3), полу-

чим 
1 п 

R i n ( x ) = -ГОв ^x ( t )  
An J п/n 

Vi(t) 
АО' 1 3 J п/n (2 sin t/2) i+'֊ 

• SiՈ 1 + а па 
n + ֊ ) t — ֊y + eV2(t) 

1 

dt 

A а ՚ 3 / / An J п/n 

^x(t)Q1 (t, а, в) cos ntdt + в ^x(t)Q2 (t, а, в) sin ntdt 

ni(t, а, в) = --  V i (t t )i sin 

в) = 

(2 sin 2) 1 + а 

Vi(t) 
(2 sin 2)1+О 

cos 

АО՛ 3 I ! 
An J п/n 

1 + а па 
—t — T + в • V2(t) 

1 + а па 
— t — ֊ у + в • V2(t) 

Легко проверить, что функции 01(t , а, в) и &2^,а,в) удовлетворяют условиям 

леммы 3.5 и 

Q1(t, а, в) 
2п \!3 2п А3 

11п т ) „ ; „ п а r w + „ я̂  ^1п ՜ ) п а 
- s in—, & 2 и,а , в ) г^ t i + О 2 '  2\ 1 1 г / t i + О cos 

2 
при t ^ 0. 

Пусть сначала а = 0. Взяв в лемме 3.7 g(t) = yx(t), в 2 = в1 = в> ^Ов (t) 

Qi(t, а, в), i = 1, 2 (условия леммы 3.7 очевидно выполняются), получим 

/ ^x(t)Q1(t, а, в) cos nt dt = o (пО 1n3 n) , 
ип/n v ' 

/ px(t)Q2(t, а, в) sin ntdt = o 1n3 ^ . 
ип/n v ' 

Отсюда Rin(x) = o(1). 

а=0 

fi1(t, 0,в) = V i ( t ) ՝ sin 
n ' (2 sin t/2) 

«2(t, 0 , в ) = ^ ^ L cos (2 cost/2) 

2 + « t ) 

2 + вVշ(t) 

Легко заметить 

ni(t) - ( 1 n 2 n / t ) 3 - 4 02(t) - ( 1 n 2 n / t ) ^ n t ^ 0. 
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Взяв сначала в лемме 3.7 g(t) = <fx(t), в2 = в1 = в > 0 и0,в(t) = &2(t, 0, в), 

получим 

/ <fx(t) • H2(t, 0,e)sinntdt = o ( V n . 

Далее взяв в ней g(t) = ^x(t), в2 = в > 0 в1 = в - 1 uo,e-i(t) = Mi(t,0,в), 

получим 

J px(t) • n1(t, 0, в) c o s ntdt = o (ln e n) , 

то есть снова R1n(x) = o(l^. Теорема 2.1 доказана. • 

Доказательство теоремы 2.3. Согласно (1.7) и (1.9) имеем 

(x) - f ( x , п ) = - ֊ ( п ы т а / ( t ) d t + 2 f " т . 

n п J о П J n 

Далее поступим так же, как и в доказательстве теоремы 2.1. Первое слагаемое 

оценивается с помощу первого утверждения леммы 3.2, второе оценивается при-

g(t) 

на этот раз ^x(t). Теорема 2.3 доказана. • 

Доказательство теорем 2.2 и 2.4- Доказываются таким же образом, что и тео-

ремы 2.1 и 2.3, с той разницей, что мы будем пользоваться вторыми свойствами 

лемм 3.1, 3.2, леммой 3.3 и леммой 3.8. В остальном все доказательство прово-• 

Автор выражает глубокую благодарность М. Г. Григоряну, под руководством 

которого выполнена настоящая работа. 

Abstract . The paper gives sufficient conditions for (C, а, в)-summability of Fourier 

trigonometric series and conjugate series. 
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