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АННОТАЦИЯ. Хорошо известно, что произвольная группа G I является CEP-
подгруппой как прямого произведения G I х G2, так и свободного произведе-
ния группы G I с любой группой G2. В работе получено необходимое и доста-
точное условие, при выполнении которого множитель Gi га-периодического 
произведения О  n Gi произвольного семейств а групп {Gi } i £ i , являет ся CEP-

iel 
подгруппой. В частности, согласно полученному критерию, любая группа 
G I нечетного пер иода га > 665 являет ся CEP-подгруппой га-периодического n 
произведения G i * G2 для произвольной группы G2. 

M S C 2 0 1 0 number: 20F05, 20F50, 20Е06. 

К л ю ч е в ы е слова: п-периодическое произведение; CEP-подгруппа; некоммута-
тивный аналог группы рациональных чисел. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе [1] С. И. Адяном для каждого нечетного п > 665 была построена новая 

операция умножения групп, названная периодическим произведением данного 

п п 

умножения обладают многими свойствами классических операций свободного и 

прямого произведений групп, в том числе и свойством наследственности по под-

группам. Последнее свойство означает, что для любых подгрупп Hi сомножите-

лей Gi апериодического произведения П " ^ с е м е й с т в а гр упп {Gi}ieI тожде-
ie i 

ственные вложения Hi ^ Gi продолжаются до вложения п-периодического про-
изведения П  nHi семейства подгрупп { H i } i e I в п-периодическое произведение 

i e i 
П  nGi, т.е. подгруппы сомножителей порождают в П  nGi свое п-периодическое 
ieI ieI 
произведение. 
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Построенные операции периодического произведения групп решают проблему А. 

И. Мальцева о существовании ассоциативной, точной и наследственной по под-

группам операции (см. также [3], [4]). Доказано также (см. [5]), что периодиче-

ское произведение нечетного периода n > 665 данного семейства групп является 

простой группой в том и только том случае, когда каждый множитель этого 

произведения становится единичной группой при добавлении тождества xn = 1. 

Этот замечательный критерий простоты позволяет строить новые серии конечно 

порожденных бесконечных простых групп в многообразиях периодических групп 

нечетного составного периода nk, где k > 1 и n > 665 и, тем самым, получить 

положительный ответ на вопрос: может ли многообразие, отличное от многооб-

разия всех групп, содержать бесконечное количество неизоморфных неабелевых 

простых групп? (см. проблему 23 монографии [6]). 

Работой [1] открылись новые возможности в теории периодических групп. В ней 

показано, что теория Новикова-Адяна (см. [7], [8]) может быть распространена 

на изучение факторизаций свободных произведений по специально выбранным 

соотношениям вида Xn = 1. Именно, построение теории на базе свободных про-

n 

дробный обзор см. в [9]). 

n 

связанные с так называемыми CEP-подгруппами (Congruence Extension Property) 

Речь идет о вполне естественном свойстве подгруппы: любую конгруэнцию на 

данной подгруппе H можно расширить до некоторой конгруэнции на всей груп-

пе G (следовательно, любая факторгруппа подгруппы H группы G естесвенным 

G 

В литературе для CEP-подгруппы помимо E-подгруппы используется также 

название Q-подгруппа (см. [13], [14]). Понятие CEP-подгруппы было введено Б. 

Нейманом в работе [10], где указанные подгруппы названы E-подгруппами. 

Определение 1.1. Подгруппа H группы G называется CEP-подгруппой, если 

для любой нормальной подгруппы NH группы H существует, нормальная под-

группа Nq группы G такая, что H Ո Nq = NH. 
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В частности, в работе [11] (см. также [12]) доказано, что в абсолютно свободной 

группе F2 ранга 2 с порождающими a b подгруппа порожденная элементами 

[а, b 2 i - 1ab - ( 2 i - 1 )], ( i = 1, 2,...) является CEP-подгруппой, изоморфной свобод-

ной группе F x бесконечного ранга. Соотношения 

н1 = H/NH = H/H Ո NG ~ HNG/NG < G/NG = G1 

показывают, что справедлива 

Лемма 1.1. Подгруппа H группы G является CEP-подгруппой тогда и только 

тогда, когда любой эпиморфизм H ^ H1 на произвольную группу H1 можно 

продолжить до эпиморфизма G ^ G1 на некоторую группу G1, содержащую 
H 1 

H G CEP 

H G CEP 

CEP 

CEP 

H G CEP 

H G 

1H : H ^ H продолжается до некоторого гомоморфизма а : G ^ H). 

Запись H <СЕР G означает, что H является CEP-подгруппой группы G, или, 

H CEP G CEP 

легко следует, что если H < С Е Р G И G < С Е Р F, ТО H < С Е Р F, т.е. свойство 

CEP 

CEP 

шанского из работы [15], согласно которой произвольная неэлементарная гипер-

CEP 

группе Fx бесконечного ранга. 

Как показано в работах [16], [17], свободные бернсайдовы группы В(т,п) до-

статочно большого нечетного периода богаты свободными периодическими под-

CEP 

бернсайдовых групп В(т,п) достаточно большого нечетного периода, изоморф-

ные свободным бернсайдовым группам В(ж,п) бесконечного ранга. 
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В дальнейшем через П  nGi будем обозначать п-периодическое произведение се-
iei 

мейства групп { G i } i e i введенное Адяном в работах [1], [2] для всех нечетных 
n 

п > 665. В случае двух множителей будем употреблять запись G1 * G2. 

Из определений прямого и свободного произведения непосредственно следует, 

G1 CEP 

ния G1 х G2, так и свободного произведения G1 * G2 группы G1 с любой группой 

G2. В работе получено необходимое и достаточное условие, при выполнении ко-

торого множитель Gi апериодического произведения П  nGi произвольного се-iei 

мейства групп {Gi}ie^ являет ся CEP-подгруппой. В частности, будет показано, 

что любая группа G1 нечетного пер иода п > 665 являет ся CEP-подгруппой п-

периодического произведения G1 n G2 для произвольной группы G2, а также, что 

для любого простого числа p и для любой группы G группа Ap(m,n) является 

CEP-подгруппой n-периодического произведения Ap(m, п) n G (группа Ap(m, п) 

есть фактор группа группы A(m, п) ֊ некоммутативного аналога группы рацио-

нальных чисел по подгруппе (dp), где d ֊ порождающий элемент центра группы 

A(m,п) (см. [20])). 

CEP 

Теорема 2.1. Множитель G1 п-периодического произведения G1 n G2 групп G1 

и G2, где \G2\ > 2, является CEP-подгруппой тогда и только тогда, когда лю-

бая нетривиальная нормальная подгруппа NGl группы G1 содержит, подгруппу 

Gn, порожденную в семи п-ми степенями элементов группы G1. 

G1 CEP G = 

G1 n G2. Пусть NGl ֊ нетривиальная нормальная подгруппа группы G^ a N та-

кая нормальная подгруппа группы G, что имеет место равенство NGl = N Ո G1. 

Выберем произвольные нетривиальные элементы a, g, b1, b2 такие, что a G NGl = 

N Ո G ^ g G G1 и b1,b2 G G2, вде b1 = b2 ^^o условию \G2\ > 2). Рассмотрим 

элемент b- 1ab1b- 1ab2g. Заметим, что он не равен произведению двух инволюций 

в свободном произведении G1 * G2, т.е. - в ранге 0, так как из теоремы о нор-

мальной форме для свободных произведений непосредственно следует, что один 

из циклических сдвигов произведения двух инволюций имеет вид i1zi2z - 1, где 
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i1 и i2 инволюции го сомножителей произведения G1 * G2, а слов о z либо пусто, 

либо \i1zi2z - 1\ = 2\z\ + 2. Значит слово b- 1a(b1b- 1)ab2g над алфавитом свобод-

ного произведения G1 * G2 есть элементарный период ранга 1. Поскольку a G N, 

то (b- 1ab1b- 1ab2g) n = gn( mod N). 

Так как слово b- 1a(b1b- 1)ab2g является элементарным периодом ранга 1, то, 

согласно определению апериодического произведения, в группе G выполняется 

соотношение (b- 1ab1b- 1ab2g) n = 1. Следовательно gn = 1( mod N), что означает 

g n G N. Но так как g G G1, то gn G N Ո G15 т.е. gn G NGl. Таким образом, 

из условия g G G1 следует, что gn G NGl и поэтому имеет место включение 

Gn с NGl. Необходимость условия доказана. 

Теперь предположим, что любая нетривиальная нормальная подгруппа NGl груп-

пы G1 содержит подгруппу Gn, т.е. Gn С NGl. Рассмотрим произвольный эпи-

морфизм ф1 : G1 ^ G[ и докажем, что его можно продолжить до эпиморфизма 

из группы G = G1 * G2 на некоторую группу G', содержащую G[ в качестве 

подгруппы (см. лемму 1.1). 

Если эпиморфизм G1 ^ G[ является изоморфизмом, то существование нужного 

п 

теорему 3 работы [1]). Поэтому можно считать, что G i1 = G1/NGl для некото-

рой нетривиальной нормальной подгруппы NGl < G1. Обозначим G'2 = G2/G* 

и построим п-периодическое произведение G' = G[  n G'2. По условию теоремы 

Gn С NGl, следовательно, группы Gi суть периодические группы периода п для 

i = 1, 2. Воспользуемся следующим утверждением. 

Лемма 2.1. (см. [1], теорема 5) Если все группы Gi семейства {Gi}ieI суть пе-

риодические группы показателя п, то периодическое произведение П  nGi этих 
iei 

п > 665 п 

Gi 

п. Построим отображение ф : G1 * G2 ^ G1 * G'2, сопоставляя каждому эле-

менту gilgi2...git в нормальной форме свободного произведения G1 * G2 элемент 

g'il gi ...gi G G', где каждый эле мент gis принадлежит или г руппе G1 или группе 

G2, s = 1,...,t & gi есть элемента gis при соответствующем естественном 19 
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эпиморфизме Gi ^ Gi, i = 1,2. Из определения отображения ф следует, что 

оно является продолжением ф1. Чтобы доказать существование нужного эпи-

морфизма ф : Gi * G2 ^ G'x * G'2, достаточно показать, что отображение ф можно 

пропустить через периодическое произведение Gi * G2. 

Докажем, что образ каждого определяющего соотношения группы Gi * G2 при 

отображении ф есть определяющее соотношение группы G'. Произведение Gi * G2 

получается из свободного произведения Gi * G2 добавлением некоторых опреде-

ляющих соотношений вида An, где A G Gi*G2, следовательно, нужно проверить, 

что ф(Ап) = 1 в группе G. Но по определению ф(Ап) = (ф(А))п, а группа G', 

n 

n 

Gi G 

G'i ֊ в группу G'. Теорема доказана. • 

n 

коммутативна и ассоциативна. Поэтому, из теоремы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1. Пусть множество | J (Gi — {ei}) содержит, более одно-
i e l - { к } 

го элемента. Тогда множитель Gk п-периодического произведения семейства 

групп {Gi}ieI является CEP-подгруппой группы П  пGi в том и только том 
i e i 

случае, когда любая нетривиальная нормальная подгруппа NQk группы Gk со-

держит подгруппу Gn, порожденную в семи п-ми степенями элементов группы 
Gk-

Как известно (см., например, [6]), группа с единственной минимальной нетри-

виальной нормальной подгруппой называется монолитической, а ее минималь-

ная нормальная подгруппа называется монолитом группы. Согласно этому, тео-

рему 2.1 можно переформулировать следующим образом. 

Следствие 2.2. Пусть группа G2 содержит, более двух элементов. Тогда мно-
n 

житель Gi п-периодического произведения Gi * G2 является CEP-подгруппой 

Gi n Gi 

Gn = {1} . 
20 
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Теорема 2.2. Пусть в группе G1 содержится не более одной инволюции. Тогда 

множитель G1 п-периодического произведения G1 * G2, где \G2\ = 1, является 

CEP-подгруппой тогда и только тогда, когда любая нетривиальная нормаль-

ная подгруппа NGl группы G\ содержит подгруппу G 

Доказательство. Если \G1 \ < 3, то утверждение очевидно, поэтому предполо-

жим, что \Gi\ > 3. Пусть NQ1 ֊ нетривиальная нормальная подгруппа группы 

Gi, a. N < G = G1 * G2 и имеет место равенство NGl = N Ո G1. Выберем произ-

вольные нетривиальные элементы a, g,b такие, что a G NGl = N Ո G1y g G G1y 

a = g и b G G2. Так как в группе G1 содержится не более одной инволюции, 

то можно считать, что a = g±\ Следовательно, слово b - 1abg не равно произ-

ведению двух инволюций в ранге 0. Очевидно, слово b - 1abg есть элементарный 

п 

имеет место равенство ( b - 1 a b g ) n = 1 в группе G. Поскольку a G N, то 

(b - 1abg) n = gn( mod N), 

значит gn = 1(modN), т.е. выполнено соотношение gn G N. Следовательно, 

из условия g G G1 вытекает, что gn G NGl, т.е. имеет место включение G* С 

NQ1. Необходимость условия доказана. Достаточность утверждения доказыва-

ется аналогично теореме 2.1. • 

Следствие 2.3. Любая группа G1 нечетного периода п > 665 является CEP-

подгруппой п-периодического произведения G1 * G2 для произвольной группы G2. 

В качестве другого применения теоремы 2.2 рассмотрим фактор группу Ap(m, п) = 

A(m, п)/(dp), где п > 1003 ֊ произвольное нечетное число, m > 1, p ֊ произволь-

ное простое число, а группа 
ж 

A(m, п) = {a1, a2, ...am, d \ ajd = daj и An = d для всех An G Ա EI и 1 < j < m) 
i=1 

есть некоммутативный аналог группы рациональных чисел, построенный и ис-

следованный в Ap(m, п) 

Ap(m, п) = (a,1, a2,...am, d \ dp = 1, ajd = daj, 
ж 

A n = d для всех An G Ա Ei и 1 < j < m). 
i=1 

21 



В. С. А Т А В Е К Я Н 

Л е м м а 2.2. Подгруппа (d) содержится в каждой неабелевой подгруппе группы 

Ap(m, п). В частности, группа Ap(m, п) ֊ монолитическая группа с монолитом 

Ap(m,n) n = (d). 

Доказательство. Пусть Д - произвольная неабелева подгруппа группы Ap(m, п), 

а Д ее образ при естественном гомоморфизме 

Ap(m, п) ^ B(m, п) = Ap(m, п)/(d). 

Поскольку фактор группа неабелевой группы по центру ֊ нециклическая группа, 

Д 

Д 

менты порядка п. Согласно утверждению [8, гл.VI, теорема 1.2], в Д содержится 

некоторый элемент вида TAT-i, где A ֊ элементарный период некоторого ранга, 

т.е. An G U°= i Ei. Тогда элемент TA nT - i = TdT-i = d принадлежит Д. Первая 

часть утверждения доказана. 

Остается показать, что если Д - нетривиальная абелева нормальная подгруппа 

группы Ap(m,n), то Д = (d). Поскольку подгруппа Д абелева, то ее образ Д 

тоже ֊ абелева нормальная подгруппа. В силу теоремы Адяна (см. [8, гл.VI, тео-

рема 3.3]), всякая абелева подгруппа группы B(m, п) циклическая, т.е. Д = (y) 

для некоторого элемента y G B(m, п). Так как произвольный элемент x группы 

B(m, п) нормализует подгруппу (y), то \(x,y) \ < п2 для любого x G B(m,n). По 

теореме Адяна (см. [8, гл.VII, теорема 1.8]) всякая конечная подгруппа группы 

B(m, п) ֊ циклическая группа. Поэтому подгруппа (x,y) ֊ циклическая, в част-

ности, x и y коммутируют для любого x G B(m, п). Тогда y принадлежит центру 

B(m, п) 

пы B(m, п) т.е. (y) - тривимьнм подгруппа и поэтому Д С (d). Но 

\(d)\ = p ֊ простое число, а Д нетривиадьна, значит Д = (d). • 

Заметим, что при p > 3 групп a Ap(m, п) ^е имеет инволюций, а группа A2(m, п) 

d 

p G 

Ap(m, п) является CEP-подгруппой п-периодического произведения Ap(m, п) * G. 
22 
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Любопытно, что монолит (d) группы Ap^m/a) является простой подгруппой и 

в то же время совпадает с центром группы A^m,^, а каждое из этих условий 

(d) являлась CEP 

G1 CEP 

for the direct product G1 x G2 and the fee pro duct G1 * G2 of G1 with any gr oup G2. 

G i 
n 

of a п-periodic product П Gi of any family of groups {Gi}ieI is a CEP-subgroup. 
iei 

G1 п > 665 

CEP п G1  n G2 G2 
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