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А Н Н О Т А Ц И Я . Линейный дифференциальный оператор P(D) с постоянны-
ми коэффициентами называется регулярным (невырожденным), если все 
мономы {5™} характеристического многочлена (полного символа) P(5) = 
P(5ւ,5շ) этого оператора оцениваются через P(5). В работе рассматрива-
ется двумерный регулярный, почти гипоэллиптический оператор P(D) = 
P(Di, D2) с правильным многоугольником Ньютона и доказывается, что все 
обобщённые (слабые) решения уравнения P(D)u = f из определенного ве-
сового пространства Соболева являются бесконечно дифференцируемыми в 
прямоугольнике П = П(а,Ь) = {x € E2; —a < xi < a; -b<X2 < b} функция-

f 
той же переменной. 
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1. В В Е Д Е Н И Е . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. К Л А С С УРАВНЕНИЙ 

В 1937 году И. Г. Петровский доказал (см. [1]), что все классические решения си-

стемы дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными ко-

эффициентами аналитичны тогда и только тогда, когда эта система эллиптична. 

Тем самым Петровский обобщил результаты С. П. Бернштейна (см. [2]) и других, 

относящихся к уравнениям второго порядка. Что касается слабых (обобщённых) 

решений, то их дифференцируемость для уравнения Лапласа впервые была до-

казана Г. Вейлем (см.[3]), а для более общих уравнений (в основном второго 

порядка) этот вопрос изучен Л. Шварцем [4], Ф. Йоном [5], К. Фридрихсом [6], 

П. Д. Лаксом [7], Л. Ниренбергом [8] и другими. 
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Переломным моментом в этой теории можно считать появление в 1955 году рабо-

ты Л. Хёрмандера [9], где он ввел понятие гипоэллиптического уравнения (опе-

ратора), все обобщенные решения которого бесконечно дифференцируемы (для 

более подробных сведений см. [10]). Это оператор P(D), отношения всех част-

ных производных D aP(Հ) характеристического многочлена (символа) P(£) ко-

торого на этот символ стремятся к нулю при стремлении |£| к бесконечности. 

Л. Хёрмандер доказал, что все непрерывные слабые решения линейного диффе-

ренциального уравнения с постоянными коэффициентами P(D)u = 0 являются 

бесконечно дифференцируемыми функциями тогда и только тогда, когда опера-

P(D) 

P(D) 

оператор у которого отношение |£|'а' • I D a P ( £ ) / P ( £ ) | ограничено для любого 

мультииндекса а, то ясно, что понятие гипоэллиптичности является непосред-

СТВ6ННЫМ обобщением понятия эллиптичности оператора. Работы Л. Хёрмандера 

стали естественным толчком в возникновении задачи о выделении нетривиаль-

ных бесконечно дифференцируемых решений негипоэллиптических уравнений. 

В этом направлении первые результаты принадлежат Л. Гордингу и Б. Маль-

гранжу, которые в работе [11] ввели понятие частично гипоэллиптического опе-

ратора и доказали, что те решения частично гипоэллиптических уравнений, ко-

торые бесконечно дифференцируемы по определенным переменным, являются 

бесконечно дифференцируемыми по всем переменным. 

Далее этой тематике были посвящены работы многих авторов. Отметим только 

работы [12] ֊ [15] к которым непосредственно примыкает наша заметка. В част-

ности, в работе Я. С. Бугрова [14] построен пример негипоэллиптического урав-

нения, решения которого в полупространстве являются бесконечно гладкими, 

как только они суммируемы с квадратом вместе с некоторыми их производными. 

В работе [15] В. И. Буренковым н аидены необходимые и достаточные условия 

того, чтобы все решения {м} так называемого глобально гипоэллиптического 

уравнения P(D)u = 0, которые определенным образом стремятся к нулю в бес-

конечности, являлись бесконечно гладкими. 
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На наш взгляд понятие почт,и гипоэллиптического оператора (см. [16]) явля-

ется таким ж е естественным и непосредственным обобщением понятия гипоэл-

липтичности, каким понятие гипоэллиптичности является обобщением понятия 

P(D) 

если отношение D aP(C)/P(С)| ограничено для любого мультииндекса а. 

Нами в [17] доказано: для того, чтобы все те решения уравнения P(D)u = 0, ко-

торые суммируемы с определенным экспоненциальным весом были бесконечно 

дифференцируемыми функциями во всем пространстве, необходимо и доста-

P(D) 

В работе [18] выделено множество бесконечно гладких решений одного класса 

двумерных почти гипоэллиптических уравнений в бесконечной полосе достаточ-

но большой ширины. В настоящей работе мы изучаем определенный класс дву-

мерных регулярных, почти гипоэллиптических уравнений P(D)u = P(D1, D2)u = 

f в конечном прямоугольнике из E2 • 

Для формулировки задачи и изложения результатов условимся в следующих 

обозначениях: R и E 2 
двумерные вещественные пространства точек С = (Ci, С2) 

и х = (х1,х2) , N ֊ множество натуральных чисел, N0 = N U { 0 } , N 2 = N0 х N0 

-множество 2-мерных мультииндексов. Д л я С € R > х € E 2 

и а € NQ обозначим 

С = վս + ս, |а| = a i + а2, С" = СГ • С"2, 

D a = Da1 Dj = d / d j либо Dj = j . d / d x j (j = 1, 2). 

Для линейного дифференциального оператора P(D) = P(Di,D2)= Y , YaD a, (1.1) ae(P) 

где сумма распространяется по конечному набору мультииндексов (P) = {а € 

No,Ya = 0 } , многочлен 

P(С)= P(С1,С2)= Е ^аС" ( 1 . 2 ) 
ae(P) 

назовем характеристическим многочленом или (полным) символом, а наимень-

ший выпуклый многоугольник Ж = №(P), содержащий множество (P) U { 0 } , 

назовем многоугольником Ньютона оператора P(D) (многочлена P(С))-
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Многоугольник Ж с вершинами из N0 назовем полным (см. [19]), если Ж имеет 

вершину в начале координат и отличные от начала координат вершины на каж-

дой оси координат N 2 . Полный многоугольник Ж назовем правильным (вполне 

правильным) (см. [20], [21] ), если внешние нормали некоординатных сторон Ж 

имеют неотрицательные (положительные) координаты. Легко доказать (см., на-

пример, [16]), что многоугольник Ньютона гипоэллиптического (почти гипоэл-

липтического) оператора является вполне правильным (правильным). 

Оператор P(D) вида (1.1) (многочлен P(£) вида (1.2)) назовем регулярным (невы-

рожденным) (см. [19]), если существует число C > 0 такое,что 

E l П < с [\P (01 + 1] V£ е R2- (1.3) 
ae(P) 

В. П. Михайловым в работе [19] н аидены необходимые и достаточные условия 

того, что многочлен P (£) с полным многоугольником Ньютона был регуляр-

ным.Там же доказано, что вершины полного многогранника Ньютона регуляр-

ного многочлена с вещественными коэффициентами имеют чётные координаты. 

В настоящей заметке чётные натуральные числа l,m (l < m) и, тем самым, 

четырёхугольник Ж = {v е N2, vi < l,vi + v2 < m} будут фиксированы. 

Геометрически очевидно, что Ж ֊ правильный четырёхугольник в R+ = {£ е 

R2, Հյ > 0, j = 1, 2 } с вершинами (0,0), (l , 0), (l, m — l), (0, m) из N g . В а ж н о от-

Ж 

координата внешней нормали некоординатной стороны [(l, 0) — (l,m — l)] равна 

нулю, или ֊ геометрически, эта сторона перпендикулярна оси « ւ в N g . 

Пусть для положительных чисел a, b функция f (x) = f (xi,xg) задана в прямо-

угольнике = H(a,b) = {x е E 2 ; x i е (—a,a),xg е (—b,b)}. Рассматривается 

уравнение 

P(D)u(x) = f (x); x е Q- (1.4) 

Легко показать, что при (линейном) преобразовании координат xj = ajyj; 

aj > 0 (j = 1,2) оператор P(D) (многочлен P(£)) не меняет ни своего мно-

гоугольника Ньютона ни регулярности, ни почти гипоэллиптичности. Поэтому 

преобразованием xi = xi, x2 = b.y2 из прямоугольника Q(a, b) можно перейти к 

прямоугольнику, который также обозначим через Q: Q = Q(a) = Q(a, 1) = {x е 

E 2 ; xi е (—a, a),x2 е ( — 1 ,1 ) } . 
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Итак, будем рассматривать уравнение (1.4) с регулярным линейным дифферен-

циальным оператором P(D) с четырёхугольником Ньютона №(P) = Ж и поставим 

x 2 

из множества обобщённых решений уравнения (1.4) при данной правой части 

f x2 

является почти гипоэллиптическим (см. [16]) и частично гипоэллиптическим по 

второй переменной (см. [11] или [10]), но не является гипоэллиптическим, вслед-

ствие того, что четырёхугольник Ж^) = Ж не является вполне правильным. 

2. Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Е П Р О С Т Р А Н С Т В А 

В этом параграфе мы вводим и исследуем функциональные пространства типа 

весовых анизотропных пространств Соболева, в которых мы изучаем уравнение 

Ж 

прямоугольником 0 = 0(a) С E2-

В качестве весовой функции мы рассмотрим функцию g(t) = 1 — t 2 при Щ < 1 и 

g(t) = 0 при |t| > 1. 

Обозначим через H(Ж, 0) множество функций u € L2(0) с конечной нормой 

ЦиЦи = И к з д = Е ^уМыЯ), (2.1) 
аеш 

а через Hg (Ж, 0) множество фун кций u € L2(0) с конечной нормой 

|Мк = |М|и9(ад = Е H D a u g " Ы И ы п у (2.2) 
аеШ 

Из полноты многоугольника Ж и определения функции g легко следует, что фор-

мулами (2.1) и (2.2 ) определяются нормы, при этом H(Ж, 0) (соответственно 

Hg (Ж, 0)) Банахово пространство типа пространств Соболева (соответственно 

типа весовых пространств Соболева ). 

Наконец через H0(Ж, 0 ) обозначим пополнение множества Cfi°(0) по норме (2.1), 

а через H g j o c ^ , 0) ֊ множество фун кций u € Hg (Ж, 0(a )) для любого a € (0, a), 

где 0(a ) = 0(a , 1) = {х € E2, —a' < x1 < a', —1 < x2 < 1 } 0(a ) С 0. 

З а м е ч а н и е 2 .1 . Легко видеть, что u € Hg,ioc^, 0) тогда и только тогда, 

когда u(x).^(x1) € Hg(Ж, 0) для произвольной функции ф € C^(—a,a). 

Сначала докажем два простых вспомогательных предложения. 
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П р е д л о ж е н и е 2 .1 . Пусть 5 е (0 ,1) ; k,n е N0, к + n < m. Тогда 

1) gn(t) < (25)n при 1 — 5 < \t\ < 1; 

2) gm-k (t) < (25)n gm-k -n (t) щи 1 — 5 < \t\ < 1; 

S) существует число Ծ = a(m) > 0 такое, что для всех k = 0 ,1 , . . . , m 

dk  

dtk gm ( t )  < Ծgm-k(t) Vt е ( — 1,1). 

n=1 

\t\> 1 — 5, то g(t) = 1 — \t\2 < 1 — (1 — 5)2 = (2 — 5)5 < 25. 

Второй пункт получается пз первого умножением обеих частей неравенства 
g m - k - n ( t ) 

стыми выкладками. • 

П р е д л о ж е н и е 2 .2 . Пусть 5 е (0,1) . Существует функция ws(t); t е E1, удо-

влетворяющая условиям 

1) w е с ~ ( —1 + 5/2,1 — 5 2); 

2)0 < ws (t) < 1 V t е E  1,-

S) ws(t) = 1 щи \t\ < 1 — 5; 

4) Для любого к е N0 существует число Ck > 0, не зависящее от 5 такое, 

что 

\wSk )(t)\< Ck 5 - k, t е E1; к = 0,1,.... 

Доказательство. Пусть Ф е C— 1,1) &(t) > 0 при Bcext е ( — 1,1) и / ^(t)dt = 

֊ 3 5,1 — 4 1, a xs (t) - характеристическая функция отрезка [— 1 + 3 5,1 — 4 5]. Тогда простыми 

вычислениями легко убедиться, что функция 

4 I' 4т 
ws(t) = 5 J xs(t)(t — т)Ф(5)dT 

удовлетворяет требованиям 1) - 4) предложения при 

Ck =4k j ^ ( k )(t)\dt к = 0 , 1 , . . . . 

• 

Л е м м а 2 .1 . Пусть ф е C™(—a,a) и u е Нд,Ос(Ж, Q), тогда 

u(x)^(x1)gm(x2) е Н(Ж, Q). 
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Доказательство. Пусть 5 € (0,1) и функция ys(x2) (x2 € E1) построена по 

предложению 2.2. Положим 

d,1 = max{Ck; 1 < k < m}, 0s = 0(a, 1) \ 0(a, 1 — 5). 

Тогда из свойства 3) функции уs следует 

I = Hu(x^(x1) gm(x2)[1 — уs(x2)]||и(ж,^) = 

= ||u(x)фl(xl)gm(xշ)[1 — ys X)]Hh (ա,ոտ) = 

E HD a[u(xMx1)gm(x2)(1 — y s Ы Ш ь ^ ) • 
аеш 

Оценим выражение I , применяя свойства 2), 4) функции ys и формулу Лейбница 

( при этом ниже || • || = Ц • | |ь2(п г)) 

I < Е I|D a[u(x)ф(xl)gm(xշ)]|| + 
аеш 

a2 

+d1 Е Е с " 2 5 - в 2 U D ^ ^ ^ x ) g m ( x 2 ) ] | | , 

а е Ш , а 2 > 0 թ 2 = 1 

где C j ֊ биномиальные коэффициенты. Е щ ё раз применив формулу Лейбница, 

получаем 
I < { Е H D ^ ^ ^ ^ m 

a2 

+ Е Е с"25 - в 2 №" - ( 0 ՚?2 )խ^)Փ(^1)^2gm(x2)]U}+ 
а£Ш,а2>0 в2 = 1 

a2 

+d1{ Е Е с " 2 . 5 - в 2 UD a - ( 0, e 2 ) H x ^ x ^ x ) ^ 

аеШ,а2>0 в2 = 1 

а2 " 2 - ^ 2 

+ Е Ес"2.5 - в 2 ^^յ с"22-в2 UD a - ( 0'Y2 ) [u(x^(x1)]DY2gm(x2)H} = 
аеШ,а2>0 թ2 = 1 7 2 = 1 

= I1 + d112. (2.3) 

I 1 

h < Е H D " ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

а£Ш 

a2 

• Е I ^ 2 UD a - ( 0, e 2 )[u^(x1)]gm-e2 (x2 ) | 
аеШ,"2 > 1 02 = 1 
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Для I2 аналогично 
а2 

I2 < Е Х ^ 2 5 - в 2 (25) в 2\\D a - ( 0 ' e 2 ) [ u ^ ( x i ) ] g m - e 2 ( x 2 ) \ i + 
аеШ,а2>1 02 = 1 

а2 а2—@2 

+Ծ Е 5 - в 2 Y , (25) в 2\\D a - ( 0' e 2 ) - (֊0'Y2 )[u(x^(xi)] gm-e2 -Y2 (x2)\\. 
аеШ,а2>1 թ2 = 1 Y2 = i 

Сгруппировав соответствующие члены в оценках I i и I2, из (2.3) получаем с 

d2 > 0 
а2 

I < d2. £ £ C f 2 \ \ D a - ( 0 ' e 2 ) [ u ( x ^ ( x i ) ] g m - e 2 (x2)\\. (2.4) 
а е ж , в2=0 

Так как m — (32 > \а — (0, в2) \ щ и а е Ж, 0 < [32 < а2 и по определению функции 

g> g(x2) < ^ и \x2\ < 1, то 

gm-e2 (x2) < g l a - ( 0' e 2 ) l(x2) Vx2 е ( — 1,1). (2.5) 

С другой стороны, в силу правильности Ж множество {а — (0,բ2); а е Ж, 0 < 

в2 < а2} С Ж. Поэтому из (2.4), (2.5) следует, что с некоторой постоянной d3 > 0 

I < d3 £ \ \ D a [ v ( x ^ ( x i ) ] g a ( x 2 ) \ \ b 2 ^ ) . (2.6) 
аеш 

Если иметь в виду, что mesQs ^ 0 при 5 ^ + 0 и по условию леммы u е 

Нд,1ОС(Ж, Q), следовательно, в силу замечания 2.1 D a[u(x)ф(x1)]g | a | (x2) е L2(Q) 

для всех а е Ж, и правая часть неравенства (2.6) стремится к нулю при 5 ^ + 0 . 

По определению класса Н(Ж, Q) это значит, что при 5 ^ + 0 

I = \\u(x) ф^1) gm(x2) [1 — w s Ы ] ^ ( щ , п ) ^ 0. (2.7) 

Покажем, что для каждого е > 0 существует функция Ф е е C0° такая, что 

\\u(x) ф^1) gm(x2) ws(x2) — Ф е И Ц я с а д < е. (2.8) 

Для фиксированных u и ф через u/ф обозначим продолжение нулём функции u •ф 

вне Q. Если таким образом функцию u • ф доопределить на все пространство E2, 

то функция u • ф • gm • ws также будет доопределена нулём на E2. Далее, не огово-

ривая это каждый раз, будем считать, что рассмотренные функции продолжены 

нулём вне Q, причем мы опустим в обозначениях знак продолжения. 

Пусть .5У,ррф С [—a + A,a — Д ^ Д > 0 и (см. предложение 2.2) suppws С 

[—1 + 5/4,1 — 5/4]. Тогда 

supp(^gmws) С [—a + Д,о, — Д]Х — 1 + 5/А, 1 — 5/4]. 
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Пусть Տ1 = {x € E2, \x\ < 1} открытый круг в E\ 0 < ш € C q ° ( S 1 ) , F u(x)dx = 1, 

h > 0 и Uh(x) = h~2w{x/h). Тогда (см. [23]) 

supp[u ф gm գ>s * шъ] С supp(u ф gm <քs) + supp^h-

Положим h0 = min{A, 5/4}. Тогда при 0 < h < h0 

supp [ u ф gm գ>s * шъ] С supp ( u ф gm գ>s) + supp шъ С О. (2-9) 

Так как (см. [22], Главу 2, или [23], Главу 3 ) խՓ gm vs] * шъ € С ж , то в силу 

(2.9) 

[u^gm փտ] * шъ € С^(П). (2.10) 

ш 

щей разности 

Y,\\D a[uфgm ՓՏ * шъ] - D a[u ф gm vs]\\լ2(ո) = 
аеш 

= Е \ \ I' { D a \ u ^ g m փտ ](x - у) - D a[u ф gm vs ] ( x ) } шк(уУ1у\\Ып) < 
а еШ Iy\<h 

< Е sup \\D a[uфgm vs](•- у)\\ь2(п) Ч М Ь ^ п ) = 
аеш 1  y \ < h  

= Е sup \\D a[uфgm vs](•- у)\\ь2(п). (2-11) 
аеш  1  y  1 < h  

В силу непрерывности в среднем функций из L2 отсюда следует, что при h ^ 0 

Е \\D a[u фgm vs * шъ] - D a[u ф gm <fs]\\L2(q) ^ 0. (2.12) аеш 
Для h € (0, h0) положим 

§ h ( x ) = u(x) ф(xi) gm(x2) vs(x2) * шъ^), 

тогда 

\\uфgm - Фъ\\ = \\uфgm(l - vs) + uф gmvs - Фъ\\н(ш,п) < 

< \\ui^gm(1 - vs)\\H&,Ո) + \\uфgmфs - Ф ъ \ \ н ( З Д . (2.13) 

В силу (2.7) число 5q > 0 можно выбрать так, что при 5 < 5о 
e 

\\uфgm(1 - vs)\\н(зд < 2 . (2.14) 

В силу (2.12) для данного 5о число h € (0, ho) можно выбрать так, чтобы 
e 

\\uфgmфs - ФМн(ա,ո) < 2 . (2.15) 

Из соотношений (2.13) - (2.15) следует (2.8), что и доказывает лемму 2.1. • 
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Л е м м а 2 .2 . В пространстве Hg = Hg(Ж, Q) можно ввести норму 

\\u\ing = \\u\ing m i ) = Е\\D a[ug l a l]\\L2(n), (2.16) 
аеш 

эквивалентную исходной норме (2.2). 

Доказательство. Мы должны доказать существование числа C > 0 такого,что 

с ՜1 Е\\(Dau) g  1 a ^ ^ < Е \ \ D a [ u g  1 a 1 iHL̂ c") < 

< с Е\\(D au) g 1 а
 1\\ւ2(Պ Vu е Hg (Ж, Q). (2.17) 

аеш 
Пусть а е Ж. Воспользуемся свойством 3) функции g с заменой m на а 2 и k на 

в2 (0 < в2 < а2) (см. Предложение 2.1 ). Применяя формулу Лейбница, получим 

с некоторой постоянной C1 > 0 для всex u е Hg (Ж, Q) (при этом, в обозначениях 

нормы мы опустим индекс L2 (Q)) 

Е \ \D a [ug  1 a 1
 ]\\L2W = Е\\ Е [D a֊ ( 0' e 2 )u][De2g1  a  1 ]\\ < 

а£Ш а£Ш в2<а2 

< Ծ ЕЕ C% \\[D a֊ ( 0' e 2 )u] g1 а ֊ в 2 \ \ < Ci Е\\(D au) g1 a| ]\\, 
а£Ш в2<а2 аеш. 

что доказывает правую часть (2.17). 

Для доказательства левой части (2.17) покажем по индукции по j , что для любого 

мультииндекса а е Ж (D՝^1 D32u(x))g a 1+2(x2) е L2(Q), j = 0 ,1, ...,а2 в предпо-

ложении, что выражение \\u\\ в (2.16) ограничено. При j = 0 [Da՛1 u(x)]g a i (x2) = 

Da1 [u(x) ga i (x2)] е L2(Q). Пусть теперь 

(Da1 Dju(x)) g a i+2(x2) е L2(Q), j = 0,1,..,r < а.2 — 1, (2.18) 

покажем, что 

[Da1 D2+1 u(x)] g a 1+ r+1 (x2) е L2(Q). 

Так как при а е Ж и r < а2 — 1 в силу ограничен ности \\u\\ 

Da1 D՝2+1[u(x) g a 1+ r +1(x2)] е L2(Q), (2.19) 

то применяя формулу Лейбница и соотношения (2.18), (2.19) получаем 

[D0^ D2+1u(x)] g a 1+ r +1(x2) = D0^ D r2+1[u(x) g a 1+ r+1(x2)] — 

r+1 

— E Ckr+1[D°l 1 D2+1 -ku(x)] Dkg a 1+ r+1(x2) е L2(Q). (2.20) 
k=1 
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В силу произвольности (a1,j) € Ж это показывает, что u € Hg (Ж, О), при этом 

а2 

\\(D au) g1  а 1 \\ < С ^ D D22 [u g a i + j ] \\ < С ^ \\D e [ug1  в 1 ] \\ 
j=o веш 

с некоторой постоянной С2 = С2(а) > 0, не зависящей от u. Так как число 

мультииндексов а € Ж ограничено, то отсюда следует левая часть неравенства 

• 

Пусть прямоугольник О = О(а, 1^, правильный четырёхугольник Ж = Ж(1,т), 

весовая функция g, весовое пространство Hg(Ж, О) и локальное пространство 

Нд,1ос(Ж, О) определены как и выше. 

Для j = -1, 0 ,1, 2,... положим Жз = {v € N2, v1 < l, \v\ = v1 + v2 < m + j}^ 

Жз - правильный четырёхугольник в R+ с вершинами (0,0), (l, 0), (l,m - l + j ) , 

(0,m + j) из N2, при этом Ж— = {v € N$,vi < l,\v\< m - 1}, Жо = Ж, Жз С Жз+и 

j = -1,0,1, 2,.... 

Следующая лемма нам понадобится для доказательства основного результата. 

Л е м м а 3 .1 . Пусть Q(D) = Q(D1, D2) ֊ линейный дифференциальный оператор 

с постоянными коэффициентами и с четырёхугольником Ньютона Ж(Q) С Жз 

для некоторого j € N0. Если u € Hg< 0с(Жз-1, О), [Q(D)u] gm+ j € L2(0(a , 1)) 

для любого а € (0, а), то для каждой ф € С™(-а, а) 

Q(D)[u(x) ф^) gm+ j(x2)] € L2(E2). (3.1) 

Q(D) 

ного дифференцирования можно применить к функции u • ф • gm+ j, затем пока-

жем, что результат такого применения принадлежит L2(О). При этом отметим, 

что в (3.1) функция u^.gm+ j продолжена нулем вне О. 

Ниже для оператора Q(D) и мультииндекса в € N2 оператор Q ( e ) (D)- диффе-

ренциальный оператор, отвечающий символу (характеристическому многочле-

ну) Q ( e )(0 = D eQ(£), при этом Q ( 0 ՚ 0 ) ( Հ ) = Q(£), и Q ( e )(Հ) = 0 при \в\ >m + j . 

Заметим,что если Ж(Q) С Жз՛, то из правильности Жз- следует, что Ж^ ( в )) С 

Ж ^ при \в\ = 0. 
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Чтобы показать, что оператор Q(D) как оператор обобщенного дифференциро-

вания можно применить к функции u ф gm+2, следует показать, что выражение 

I(р) = \(u(x) ф^1) gm+2(x2),Q(—D)<p(x))\ 

ограничено (постоянной, зависящей от р) для каждой (пробной) функции р е 

CQ°(E 2 ) . 

Итак, пусть р е CQ°(E2). Применяя формулу Лейбница для оператора Q(D), 

неравенство Коши - Буняковского, и формулу интегрирования по частям, полу-

чаем 

I(р) = \(u, ф gm+2 Q(—D)p)\ = \(u,Q(—D)^gm+2]) — 

— Е 1,(u, [Q ( e )(—D)p](—D) e [ф gm+2 ])\ = 
1 в 1 > о  P՝ 

= \(u,Q(—D)^gm+2]) — Е 1(u (—D) e[Ф gm+2], [Q ( e )(—D)p])\< 
1в1>0  P' 

< \(Q(D)u,p ф gm+2)\ + Е 1 \(Q ( e )(D)[u (—D) e(ф gm+2)],р)\ = 
1в1>о  в՝ 

=  A + Е 1  Be • ( 3 2 ) 
1 в 1 > о ' 

Оценим каждое слагаемое правой части (3.2). Имеем 

A = \(Q(D)u,рфgm+2)\ = \([Q(D)ugm+2] ф,р)\ 

Так как по условию леммы Q(D)u gm+2 е L2(Q(a', 1)) для любого а' е (0,а) и 

ф е CQ°(— а, а), то [Q(D)u gm+2] ф е L2(Q) = L2(Q(a, 1)). Поэтому, применяя 

неравенство Коши - Буняковского, получим 

A <\\Q(D)ugm+2 \\p\\L2(n) < ж. (3.3) 

Применив формулу Лейбница для оператора Q ( e ) (D), для слагаемых Bp; \в\ > 0 

имеем 

Bp = \(Q ( e )(D)[u (—D) e(ф gm+2)],р) \ = 

= Е ֊ \ ( [ Q ( e + Y ) ( D ) u ] (D) e+Y[фgm+2],р)\. (3.4) 
դ>0 

Так как D aQ(£) = 0 при \а\ > m+j, то в правой части (3.2) сумма распространя-

ется по мультииндексам в \թ\ < m + j, а в правой части (3.4) по мультииндексам 
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Y \Y\ < m + j . Поэтому из (3.4) имеем с некоторой постоянной С1 > 0 

Be < С1 £ \([Q ( e )(D)u](D) e[ф gm+ j]^)\. (35) 
0< I в | <m+j 

Покажем,что при в € N2; 0 < \в\ < m + j 

[Q ( e )(D)u](D) e[ф gm+ j] € L2^). (3.6) 

Онв.4 eUIel С2 > 0 

\Q ( e )(D)u(x)\ < С2 £ \D ( a - e )u(x)\ Vx € E2. 
ae(Q),a>e 

Далее, так как ф € С а , а), а функция g удовлетворяет свойству 3) предло-

жения 2.1, то с некоторой постоянной С3 > 0 

\D e ^ ( x i ) gm+ j (x2)]\ = \D^1 ф^) D,2 gm+ j x ) \ < С3 gm+ j - e 2 Ы Vx € E2. 

Из последных двух соотношений при в € N2; 0 < \в \ < m + j получаем с 

некоторой постоянной С4 = С4(в) > 0 

\\[Q ( e )(D)u] D e ] \ \ Լ շ ( Ո ) < С4 £ \\(D a - eu) g m + j - e 2 \ \ Ы п ( а ' , 1 ) ) , 

ae(Q),a>e 

где а' = а'(ф) € (0, а), supp ф С [-а', а']. 

Так как g(t) < ^ и t € E1 и \ а - в\ < m + j - в2, то 

\\[Q ( e )(D)u] D e[ф gm+ j]\\Լշ(Ո) < 

< С4 £ \\(D a - eu) gg а - вhk^aM)). (3.7) 

ae(Q),a>e 

Покажем,что а - в € Жз-1 щ и а € (Q); 0 = в < а , т.е. покажем, что а1 - в1 < l 

и (а1 - в ֊\) + (а2 - в2 ) < m + j - 1- Пусть сначала в1 = 0, тогда а1 - в1 = а1 < l 

по определению множества Жз и так как в2 > 1, то а1 + (а2 - в2) < m + j - в2 < 

m + j - 1- Пусть в1 = 0- Так как а € (Q) С Жу-, то а1 + а2 < m + j , поэтому 

(а1 - в1) + (а2 - в2) = (а1 + а.2) - в + в2) < m + j - 1. 

Отсюда, из условия u € Hg, 0с(Жз-1, О) леммы и из (3.7) следует (3.6). Тогда 

применяя к правой части (3.5) неравенство Коши - Буняковского, из соотно-

шений (3.2), (3.3), (3.5) получим ограниченность выражения I(ф) для каждой 

(пробной) функции ф € С^^2). Это значит, что оператор Q(D) как оператор 
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обобщенного дифференцирования можно применить к функции u/^>.gm+2, при 

этом с некоторой постоянной C5 = C5(u) > 0 

I ( р ) < C5\\p\\L2(E2) Ур е C0T(E2). (3.8) 

Для завершения доказательства леммы рассмотрим линейный функционал 

I(р) = (u(x) ф^1) gm+2(x2),Q(—DMx)) 

на (E2). Оценка (3.8) показывает, что функционал I(р) ограничен в C^(E2)^ 

Так как множество CQ° (E2) плотно в L2(E2), то по теореме Хана-Банаха функ-

I L2 

т р ) ^ C5 M\L2(E2) Ур е L2(E2y 

По теореме Рисса существует функция Ф е L2 такая, что 

I(р) = (Ф,р) Ур е L2• 

Так как для всех р е C0՝° 

(Ф, р) = (u(x) ф^1) gm+2(x2), Q(—DMx)), 

то по определению обобщенной производной 

Q(D)(uфgm+2) = Ф е L2(E2). 

Этим Лемма 3.1 доказана. • 

Положим 

N(P) = N(P, Ж, g, Q) = {u е Hg, 1ос(Ж ֊1, Q); 

D{[P(D)u] gm+2 е L2(a', 1) Vj е N0, Va' е ( 0 , a ) } . 

Из нижеприводимой леммы непосредственно следует основной результат насто-

ящей заметки. 

P(D) 

ником Ньютона Ж = Ж(Р) = {v е Ng v1 < l, \v\ < m, l < m}. Тогда 
oo 

N(P, Ж ,g, Q) с Ո Hgjoc^2, Q). 
2=0 
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Доказательство. Проведем по индукции по j . Пусть j = 0 и u € N(Р). Дока-

жем,что 

u € Hg, loc (Жо, О) = Hg, 1ос(Ж, О). (3.9) 

Так как по определению множества Ж(Р), u € Hg, loc(Ж-1, О), то для доказатель-

ства (3.9) достаточно доказать , что для мультииндексов а € Ж \ Ж-1 т.е. для 

{а € Ж, \а\ = m} 

(D au) ф g 1 a 1 € L2(О(а', 1)) У а' € (0,а). (3.10) 

Сначала отметим, что при j = 0 и Q(D) = Р(D) условия леммы 3.1 эквивалентны 

u € N(P) Q(D) = P(D) 

получим 

Р(D)[u • ф • gm] € L2(E2) Уф € С™(-а, а), (3.11) 

N(P) 

uфցm € L2(E2) Уф € С™(-а, а). (3.12) 

Далее символ Р(Է) регулярного оператора Р(D) удовлетворяет неравенству (1.3). 

Поэтому из равенства Парсеваля, неравенства (1.3) и соотношений (3.11), (3.12) 

получим для любых {а € Ж, \а\ = m} и ф € С™(-а, а) 

Н Г F [ u ф g m ] \ \ L շ ( R շ ) < С {\\Р (О • F [ u ф g m ] \ \ L շ ( R շ ) + H F [u ф g m ] \ \ L 2 ( R 2 ) } = 

= С{\\Р(D)[uфgm]\\լշ(E2) + \\uфgm\\լշ(E2) < ж, (3.13) 

где F ( f ) ֊ преобразование Фурье функции f € L2(E2՝). Это в силу равенства 

Парсеваля означает, что 

]Г \\D a[uфgm]\\լշ(E2) < ж Уф € С™(-а,а). (3.14) 
аеШ, | a I =m 

Из принадлежности u к Hg, 1ос(Ж-1, О) и из Леммы 2.2 следует, что 

]Г \\D a[uфgm]\\լշ(E2) < ж Уф € С^(-а,а). (315) 
аеШ, | a I =m-1 

Из (3.14), (3.15) в силу Леммы 2.2 и произвольности ф следует (3.10), т.е. N(Р) С 

Hg, 1ос(Ж 0 , О). 

Теперь докажем, что если N (Р) С Hg,loc(Жj, О) для вс ex j = 0 , 1 , . . . , r , то 

N(Р) С О). 
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Пусть u е N(P), докажем, что u е Hg, 1ОС(Ж2+1, Q)• Сначала отметим, что из 

P(D) 

мультииндекса а е Ж и для любого j е N0 

\ 2 Г \< C [ \ 2 P(О \ + \ 2 \ ] У£, е R2. 

С другой стороны, так как m > 1, то (0, г + 1 ) = (0,m + r — (m — 1)) е Жг. 

Поэтому еще раз применяя равенство Парсеваля и Лемму 3.1 для оператора 

Q(D) = D2+1P(D), имеем для любого мультииндекса а е Ж 

\\e2r+1 • Г F[u ф gm+T  + l] \\L2(R2) < 

< C { \ \eT + 1 P(0 • F[u ф gm+ r+1 \\L2(R2) + H ^ 1 F[u^.gm+2+1] \\լշ{Ո2)} = 

= C • {\\D2+1P(D)[u ф gm+2+1] \\L2(E2) + \\D^+1[u ф gm+2+1] !!լ2{e2)} < ж. 

Отсюда и из равенства Парсеваля следует, что 

D r2+1D e[v, ф gm+2+1] е L2(E2) Ув е Ж. (3.16) 

Так как по предположению индукции и леммы 2.2 

D e[uфg | в |] е L2(Q) Ув е Ж2 (3.17) 

при всех ф е CQ°(—a, a), то в силу леммы 3.1 и замечания 2.1 из (3.16), (3.17) 

следует, что u е Hg, 1ОС(Ж2+1, Q). Лемма 3.2 доказана. • 

Пусть x е Q = Q(a, 1^, функция f (x) = f (x1,x2) имеет непрерывные частные 

x 2 

D2fgm+2 е L2(Q(a', 1)) Vj е N0, Va' е (0,a). (3.18) 

Следующее предложение является основным результатом настоящей заметки. 

P(D) 

ником Ньютона Ж а функция f удовлетворяет условиям (3.18) в прямоуголь-

нике Q. Тогда любое обобщенное решение u е Hg, О с ( Ж ֊ 1 , Q) уравнения (1.2) 

является бесконечно дифференцируемой по второй переменной функцией. 

Доказательство. Д л я области G С E2 и j = 0 ,1, . . . через C ( 0'2 )(G) обозначим 

множество функций {u(x) = u(x1,x2)} непрерывных и имеющих непрерывные 

G x2 j — 
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Пусть, как и выше, (натуральные) числа / и m определяют четырехугольник 

Ж. Обозначим через ^(l, m + j) j = 0 , 1 , . . . множество мультииндексов a е N2  

таких, что a1/l + a2/(m + j) < 1. Д л я каждого j = 0 , 1 , . . . это (неравнобедрен-

ный) прямоугольный треугольник в R+ с вершинами из N^. Через W2'm+ j (G) 

обозначим анизотропное пространство Соболева ֊ множество функций u е L2(G) 

с конечной нормой 

\\u\\w1-m+j (G) = Е \\D a u\\L2(G) j = 0 , 1 , . . . . 

Очевидно, что для каждого j = 0,1,..Q(l, m + j) С (l, m), при этом, если 

G = П(а, 1), то HЖ, Ո) С W2'm+ j(Ո). 

Пусть u е Hg, l o c (Ж_1, Q) обобщенное решение уравнения (1.4). Тогда по услови-

ям (3.18) теоремы u е N(P) и по лемме 3.2 u е Hg, 1ос(Жj, Ո) для любого j е N . 

Покажем, что для любых фиксированных чисел а' е (0, а) и b е ( 0 , u е 

ո H(Жj, Q(a', b)). В самом деле, так как при b е (0,1) и \t\ < b, g(t) > 1 — b2 > 0, j 

то для любого мультииндекса a е | J Жj имеем 
j 

| J \D au(x)\2dx < ^ —  1 b 2 ) { а ! J J \D au(x)\2g21  а\x2)dx < 

Q , ( a ' , b ) Q , ( a ' , b ) 

< 11—12)й J J \D au(x)\2g2  1  a ՝(x2)dx< ж, 
n { a ' , 1 ) 

т.е. u е Ո HЖ, Q(a',b)). 
j  

Так как Q(l,m + j) С Жj (l , m) для каждого j = 0 , 1 , . . . , то отсюда следует,что 

u е Ո W2'm+ j(И(а', b)). Применяя здесь теорему 10.4 монографии [22] о вложении j  

анизотропных пространс W2 l'm+ j(Ո), j = 0 , 1 , . . . в пространство непрерывных 

функций, получим, что u е Ո C(°' j )(Q). Теорема доказана. • 

P(D) 

be regular or nondegenerating, if all monomials { £ " } of the characteristic polynomial 

P(0 = P(£ь £ 2) , i.e. of the complete symbol of the operator P(D) are estimated 

by P (0- This work is devoted to the study of two-dimensional, regular, almost 

hypoelliptic operators P(D) = P(D2,D2) with regular Newton polyhedrons. It is 

proved that all generalized (weak) solutions of the equation P(D)u = f from a 
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several weighted Sobolev space are infinitely differentiable functions in the rectangle 

{x е E՜2 : —a<x1 < a, —b<x2 < b} in the variable x2, in which the function f is 

infinitely differentiable. 
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