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А Н Н О Т А Ц И Я . В статье изучаются коммутативные медиальные тернарные 
группоиды. Вводится понятие тернарного полутерма, доказывается разре-
шимость эквациональной теории коммутативных медиальных тернарных груп-
поидов, а именно, приводится алгоритм, с помощью которого решается во-
прос о выполнимости тождества u = v в многообразии коммутативных ме-
диальных тернарных группоидов. Используя приведенный алгоритм, описы-
вается строение свободного коммутативного медиального тернарного груп-
поида, доказывается, что коммутативный медиальный тернарный группоид 
имеет выпуклое линейное представление. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Развитие алгебраической теории n-арных систем началось с выхода работы В. 

Дернте [1] по n-арным группам, которая была выполнена под руководством Эмми 

Нетер. В 40-х годах XX века появились две работы по n-арным группам, которые 

сыграли основополагающую роль в дальнейшем развитии теории n-арных алгеб-

раических систем ֊ это капитальная работа Поста [2] и богатая идеями работа 

С. А. Чунихина [3]. 

n 

тематики - так, с помощью n-арных квазигрупп (n > 2) В. Д. Белоусовым и 

А. С. Бектеновым дано описание пространственных сетей ( [4,5]), а А. А. Гва-

n 

отражение в геометрии и полиадических автоматах. Такие системы существенно 

используются в теории многозначных логик, кибернетике, общей теории систем 

( [7], И). 
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Изучению алгебраических систем с одной операцией арности больше, чем два 

посвящены многие исследования (например [9-13]). 

Условимся тернарные операции определенные на множестве Q обозначать скоб-

ками: (xyz) или [xyz], где x,y,z G Q. 

Алгебра (A;Q) называется медиальной (абелевой, энтропийной), если она удо-

влетворяет сверхтождеству медиальности: 

f (g (xii, • • •, xin) ,...,g (xmi,..., xmn)) = g(f (xi 1, . . . , x m i ) , . . . ,  f  ( xni, • • • ,  x n m ) ) , 

где f , g G О. В частности тернарный группоид называется медиальным, если он 

удовлетворяет тождеству: 

((xyz) (uvw) (pqr)) = ((xup) (yvq) (zwr)). 

Медиальные системы изучались разными авторами (Сад, Стейн, Тойода, Брак, 

Медоч, Белоусов, Курош, Смит, Романовска, Кепка, Ежек, Мовсисян и др.) 

11 I 21)|. они связаны с понятием энтропии в теории информации [20] и находят 

приложения в кибернетике, экономике, физике и биологии. 

В работах Ежека и Кепки [14-16] изучаются бинарные медиальные группоиды, 

в частности, доказывается разрешимость эквациональной теории бинарных ком-

мутативных медиальных группоидов, описывается строение свободного бинарно-

го коммутативного медиального группоида и доказано существование выпуклого 

линейного представления для коммутативных медиальных бинарных группои-

дов. В настоящей работе, с использованием метода работ [14-16], аналогичные 

результаты получены для тернарных медиальных группоидов. 

2. Т Е Р Н А Р Н Ы Е ТЕРМЫ И ПОЛУТЕРМЫ 

В этом параграфе, следуя [15] (Глава I) вводим понятие тернарного полутерма 

и исследуем некоторые его свойства. 

Зафиксируем три символа {а, в, Y}, которые в дальнейшем рассматриваются как 

унарные символы операций. Свободный моноид над множеством {а, в, Y} обозна-

чим через E. Каждый элемент e G E может быть однозначно выражен в виде 
n 

e = JJ^ a>i, где n G N и a G {а, в, Y } ДЛЯ BC ex i = 1,... ,n. 
i=i 
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n называть глубиной в и обозначим через д (в) Для каждого n > 0 

положим 

En = {в е E\д (e)= n} . 

Положим а = в, а = Y в = Ъ в = а, 7 = а 7 = в-

Пусть X ֊ произвольное множество. Через SWX обозначим свободную алгеб-

ру над X в многообразии алгебр сигнатуры { + , 0, а, в, 7} (состоящую из одной 

бинарной, одной нульарной и трех унарных операционных символов), определя-

емую следующими тождествами: 

(x + y) + z = x + (y + z), 

x + y = y + x, 

x + 0 = x, 

а (x + y) = ax + ay, 

в (x + y) = ex + f3y, 

7 (x + y) = 7x + 7y, 

а0 = 0, 

в0 = 0, 

70 = 0. 

Элементы алгебры SW^ будем называть тернарными полутермами над X или 

просто полутермами. Очевидно, что каждый полутерм s е SW^ может быть 

выражен в виде 
r 

s ^ '  e i x i , 
i=1 

где r е N, ei е E, xi е X; это выражение однозначно с точностью до порядка 

слагаемых. Целое число r называется длиной s и обозначается через A(s). Ясно, 

что A (s) = 0 тогда и только тогда, когда s = 0. 

Определим тернарную операцию на SW^ следующим образом: 

(stu) = as + fit + 7u. 

SWX 

X 
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алгебры SWX порожденной множеством X , будем обозначать через WX и назы-

вать тернарными термами над X (в дальнейшем просто термами). 

Следующая лемма очевидна. 

Л е м м а 2.1. WX абсолютно свободный тернарный группоид (З-группоид) над 

X. Для каждого терма է над X имеет место один из следующих случаев: 

(1) է е X; 

(2) существует единственная тройка u, v, w термов над X такая, что է = 

(uvw). 

r 
Л е м м а 2.2. Пусть է = ^ eixi (xi е X) полутерм над X. Тогда է будет термом 

i=i 
X 

(1) г > կ 

(2) если i,j е {1,... ,r} и ei = ejf для некоторого f е Е, то i = j; 

(3) если i е {I,... ,г} и ei = fag для некоторых f,g е Е и a е 

то существуют j,k е {I,... ,г} с ej = fahi} ek = fah2 для некоторых 

hi, h2 е E. 

• 

r 
Пусть s = eixi ֊ терм над X . Через I*(s) и I(s) обозначим следующие мно-

i = i 
жества: 

I *(s) = {ei \i = 1,. .. ,r } , 

I(s) = {e е E \ef е I* (s), где f е E } , 

In(s) = En Ո I(s). 

I(s) s 

է терм над X Тогда I*(է) С I(է). Более того, если e е I(է), то e е I* (է) 

тогда и только тогда, когда ea е I(է), тогда и только тогда, когда ep е I(է), 

тогда и только тогда, когда eY е I(է)- Глубиной терма է назовем число д (է) = 

max {d(e) \ e е I(է)} Очевидно, что կ(է)(է) С I*(է) и д(է) ֊ наибольшее целое 

число ո такое, что In(b) = 0. 

Непосредственно из леммы 2.2 следует следующая лемма. 

6 



КОММУТАТИВНЫЕ МЕДИАЛЬНЫЕ Т Е Р Н А Р Н Ы Е ГРУППОИДЫ 

Л е м м а 2.3. Пусть t терм над X. Множество P = I(t) имеет следующие 

свойства. 

(1) P конечное подмножество Ей 1 е P; 

(2) Если в, f е Е и ef е P, то в е P; 

(3) Если в е Е, то ва е P ^ ев е P ^ въ е P. 

Обратно, если P С Е удовлетворяет (1), (2), (3) и h : Q ^ X, где Q = 

{в е P \ ва е P}, то полутерм s = Y1 в^в) является термом над X и P = I(s). 
eeQ 

Л е м м а 2.4. Пусть t-терм над X и в е I(t). Тогда существует единственная 

пара (w, u) такая, что w ֊ полутерм, u ֊ терм ut = w + ви. Более того, если 

v ֊ произвольный терм над X, то w + ву также будет термом над X. 

• 

Пусть t = w + в-u ֊ терм, тогда терм u будем обозначать через t[e] = u и называть 

подтермом терма t, соответствующим в. Ясно, что t[e] е X тогда и только тогда, 
r 

когда в е I* (t). Если t = Y1 вixi5 то t[ei] = xi для всех i = 1,..., r. Терм w + eu 
i=1 

будем обозначать через ae:v (t). 

Доказательство следующей леммы очевидно. 

Л е м м а 2.5. Пусть t,v ֊ два терма над X, n ^ 0 в е In(t). Положим s = 

ae:v (t). Тогда 

(1) Im(s) = Im(t) для всex m е {0, .. . ,n}; 
(2)  s [e] =  v; 

(3) если f е In(t) и f = в, mo Sff] = կյ; 

(4) если 0 ^ m < n,x е X и g е Im(t),mo tg = x ^ s[g] = x. 

Пусть t - т е р м над X , в1,..., ви подтерм ы t такие, что для любых i,j е 

{1,...,к} ш в.1 = вjf для некоторого f е Е, то i = j (такие подтермы назы-

ваются независимыми). Из леммы 2.4 следует, что существует единственная( 

к + 1)-ка w,u1,... ,uk такая, что w ֊ полутерм над X , u1, • • • ,uk ՜ термы над X 

и t = w + в1u1 + . . . + в^к- Имее м u1 = t[ei],... ,uk = t[ek ]. Если v 1 , . . . , v k про-

извольные термы, тогда w + в ^ 1 + . . . + вкик ֊ терм, который будем обозначать 

через aei-v1 .. .ծekvk (t). 
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Пусть է - терм, ո ^ 0 и р - подстановка կ(է). Обозначим через e1,... ,ek попарно 

различные элементы In(է). Очевидно, e1,..., ek ֊ независимые подтермы է. Терм 

aei:vi .. .аек:vk (է), где vi = для всex i = 1,..., k, обозначим через р\Ь]. 

Л е м м а 2.6. Пусть է ֊ терм над X , ո ^ 0 и р ֊ подстановка կ(է). Тогда 

( 1 ) I m ( р [ է ] ) = I m f t ) д л я вс ex m е { 0 , . . . , и } ; 

(2) если e е կ(է), то рЩ[е] = Цр(е)]; 

(3) если 0 ^ m < и, x е X и e е ^(է), то էխ] = x тогда и только тогда, 

когда р [է]լխյ = x. 

• 

Пусть и е 2N, է0,է1,... ,կ ֊ термы над X и a1,..., an ֊ некоторые элементы из 

{а, в, դ}. Определим терм [էօ,է1, a i , a2^2^3, a3, a4,..., an—1, an,էn] индукцией по 

ո 

[էօ] = էօ; 

[էօ,է1, а, в, էշ] = (էօկէշ) 

[էօ,է1,բ,դ,էշ] = (էշէօԿ) 

[էօ,է1,դ, а, էշ] = (կէշէօ) 

[էօ,է1^1^շ,էշ,է3,..., է n ֊ շ , էա — 1, а, в, էn] = 

([էօ,է1, ai, a2, .. ., an—з, an—շ^—շ] Կ—1Կ); 

[էօ,է1^1^շ,էշ,կ, . . . ,էn — շ ,էn—1, в, Y, էn] = 

(էn [էօ,է1^1^շ,..., an—i, an—շ,էn—շ] էn—l); 

[էօ,է1^1^շ,էշ,կ, . . . ,էn — շ ,էn—1,Y, a, էn] = 

( էn—itn  [ է օ , է l , a l , a 2 , . . . ,  an—l ,  an—շ , էn—շ] ). 

Л е м м а 2.7. Пусть է ֊ терм над X и e = a1.. .an е կ(է)(ո ^ 0). Тогда 

( 1 ) է =  է խ ւ . . . դ ո ] , է խ 1 . . . դ ո ] ,  an.,  an. , t [ a 1 . . a n ] , t [ a 1 . . a n ֊ i } ,  an.— 1 ,  a n — 1 , ^ [ a 1 . . : a n - 1 ] , ^ [ a l . . . a n ֊ 2 \ 

an—2 ,  an — 2 , . . . ^ [ a a ], է[ե1] , a i , a i , էխ1]\ ՝; 

v X 

&e:v  ( է ) =  v , t [ a 1 • ••an],  an,  an, է[a1••an], է[a1•••arՆ-l] 

an—2 ,  an — 2 , . . . ^ [ a a ], է[ե1] , a1 , a1 ,%l] 

an—1 ,  an — 1 ,  է  /[al•••an-l] , [ al••• an-շ} ,  



t [ a ] ,  t [ a ] ,  а , 
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Доказательство. (1). Индукцией по X(t). Если X (t) = 1, то t = x и утверждение 

очевидно. При X (t) = 3 (случай X (t) = 2 для тернарных термов невозможен) 

имеем: t = (xyz) = ax + fiy + 7Z, t[a] = x, t[e = y, t[Y] = z. Поэтому получаем: 

= [x, y, а, в, z] = (xyz) = t; 

t[p] ,  te] , I3 ,  в ,  t[j]\ =  [y ,  z , I3 ,  x ] =  ( xy z ) = 

t[Y] ,  t[Y]  , 1,  t[Y] =  [ z ,  x ,  a , y ] =  ( xy z ) = t . 

X ( t) < m X ( t) = m 

скольку t терм, то существуют термы u, v, w такие, что t = (uvw) = au+f3v + iw. 

u v w m 

индукции. Пусть в = a1.. .an е In(t), тогда a1 = а или a1 = в или a1 = 7. 

Рассмотрим случай a1 = а . Тогда a2 .. .an е In-1(u) и t = 

[u, v, а, в, w] = (uvw). По предположению индукции имеем: 

t [ a } , t [ a } , a ,  

=  [ u[a2...an] , u[a2 . . . a n } , a n ,  a n ,  u[a2...an] ,  u[aշ...an-l} ,  an-1 ,  an-b  a2  ,  a2  ,  u [ a 2 ] } . 

Поэтому получим: 

t [ a } , t [ a } , a ,  u , t [ a i ] , a 1 , a 1 , t [ a 1 ] = [ [ u [ a շ . . . a n } , u [ a շ . . . a n } , a n , a n ,  

u[a2..an\,u[a2-an-i], an-1,a,n-1, . . . , a 2 , a 2 , u [ a 2 ] \ , t[ai} , a1 , ՝ a 1 , t [ a i ] \ , 

Т . К .  u[a2...an] =  t[aia2...an],  u[a2...an] =  t[aia2...an], . . ;  u[a2] =  t[a1U2]  Ш  a1 =  а , ^ 1 =  в  

TO 

t =  [ t[ai...an], t[ai...an],  a n ,  a n , t [ a i . . . a n ] , t [ a i . . . a n - i ] , a n ֊ 1 , a n ֊ 1 ,  t  ' [ a l . . . a n - l ] , t [ a l • • • a n - շ } ,  

=  an-2,  an-2, . . . , t [ a i a 2 } , t [ a i } , a 1 , a 1 , t [ a i } ] . 

что и требовалось доказать. Случаи a1 = в и a1 = 7 рассматриваются аналогич-

но. 

• 

В этом параграфе приведены необходимые условия для выполнимости произ-

u=v 

u=v 
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классе медиальных сократимых тернарных группоидов остается открытым. От-

метим, что в случае бинарных сократимых медиальных группоидов аналогичные 

условия являются необходимыми и достаточными ( [15], 2.1.1). 

Пусть Q() - тернарный группоид. Правой (левой, средней) трансляцией при 

помощи элементов a, b называется отображение Ra,b ՝• Q ^ Q (La,b ՝• Q ^ Q, Sa,b ՝• 

Q ^ Q)J определяемое равенством: Ra,b (x) = (xab) (La,b (x) = (abx), Sa,b (x) = 

(axb)). 

Тернарный группоид Q() называется сократимым, если трансляции Ra}b, La,b, 

Sa,b инъективны для всех a,b е Q. 

Конгруэнция в тернарного группоида Q() называется сократимой, если для лю-

бых a,b е Q выполняются следующие условия: 

(Ra,b (x), Ra,b (y)) е в ^ (x,y) е в, 

(La,b (x), La,b (y)) е в ^ (x,y) е в, 

(Sa,b (x) ,S(y)) е в ^ (x,y) е в. 

в Q( ) 

поид Q/в будет сократимым группоидом. 

Обозначим через MX множество тождеств над X выполняющихся во всех ме-

диальных сократимых тернарных группоидах. MX ֊ наименьшая конгруэнция 

WX такая, что WX/MX ֊ медиальный сократимый тернарный группоид. MX 

вполне инвариантная конгруэнция WX. Фактор группоид WX/MX ֊ свободный 

медиальный группоид ранга Card(X). 

Если e = a1 ... an е Е, тогда упорядоченная тройка 

(Card {i \ ai = а} , Card {i \ ai = в} , Card {i \ ai = 7}) 

e 

тройки (k, l, m) целых неотрицательных чисел, обозначим через Ek,i,m множество 

всех e е E вес a (k, l, m). Для каждого է е WX положи м Ik}l}m = Ek,l,m Ո I (է). 

Если է е WX, k,l,m ^ 0 и x е X , то положим 

Pk,i,m (x,է) = Card {e е հ,ւ,-ա(է) \ էխ] = x} 

x (k, l, m) t 
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Для каждого непустого множества X определим бинарное отношение RX на WX 

следующим образом: 

(u, v) е RX ^ Pk,l,m ( x , u) = Pk,l,m ( x , v) 

для всех x е X и веет троек k,l,m целых неотрицательных чисел. 

Непосредственной проверкой доказывается следующая лемма. 

Л е м м а 3.1. Пусть t,u,v е WX, k,l,m ^ 0 и x е X. Тогда 

Pk,l,m(x, (tuv) = Pk-1,l,m(x,t) + Pk,l-1,m(x, u) + Pk,l,m-i(x, v) 

где P-i,l,m ( x , t) = Pk,-i,m ( x , u) = Pk,l,-i ( x , v) = 0 . 

Л е м м а 3.2. Пусть t е WX, k,l,m ^ 0, x е X и пусть g эндоморфизм WX. 

Тогда 
k l m 

(3.1)  Pk,l,m  ( x , g ( t ) ) = Y Y Y  ( y , t ) •  Pk-i,l-j,m-v  ( x,g (v))-
yEXi=0j=0v=0 

Доказательство. Индукцией по длине терма t. Если A (t) = 1, то t = x. Все пер-

вые сомножители в правой части равенства (3.1), кроме P0}0}0 (x,x) = 1, равны 

нулю, поэтому сумма равна Pk,l,m (x,g(x)). Базис индукции установлен. Пусть 

t = (uvw) и для термов u, v, w лемма верна. Тогда согласно лемме 3.1 будем 

иметь: 

Pk,l,m (x, g(t)) = Pk,l,m (x, g(uvw)) = Pk,l,m (x, (g (u) g (v) g(w))) = 

= Pk-i,l,m ( x , g(u)) + Pk,l-i,m ( x , g(v)) + Pk,l,m-i ( x , g(w)) = 
k-1 l m 

= Y Y Y Y  Pi,j,v  ( y , u) •  P(k  ( x , g  ( y ) ) + 
yEXi=0j=0v=0 

k l-1 m 

+ Y Y Y Y Pi'j'V ( y , v) • Pk ( x ,g  (y ) )+ 
yEXi=0j=0v=0 

k l m- 1 
+ Y Y Y Y  Pi,j,v  ( y ,  w ) •  Pk-i,l ( x ,g  (y ) ) = 

yEX i=0 j=0 v=0 

k-1 l m 
= Y { Y Y Y P i ' j , v  ( y , u ) •  P(k ( x ,g  (y ) )+ 

yEX i=0j=0v=0 

k l-1 m 
+ Y Y Y P i j ' V  ( y , v ) •  Pk ( x ,g  (y ) )+ 

i=0 j=0 v=0 

1 1 



С . С . Д А В И Д О В 

к l m-1 

+ Y Y Y Pi,],v (У, w) • Рк-il - j , (m-1)-v  ( x , g  ( y ) ) j = 
i=0 j=0 v=0 

к l m 

Y ( Y Y Y P i - 1 ' j ' V  ( У , и ) ^  Рк-г,1-],т-и  ( x , g  ( У ) ) + 
yEX i=0j=0v=0 

к l m 

+ Y P i ' j - 1 v (У,Ю) • Рк-il  ( x , g  ( y ) ) + 

i=0 j=0 v=0 

к l m 
+ ՝ Y h P i j v - 1 ( y , w ) • Рк-il 

( x ,g Ш = 
i=0 j=0 v=0 

к l m 
= J 2 J 2 J 2 J 2  ( Pi-1,j,v  ( У ,  u ) +  Pi,j-1,v  ( У ,  v ) +  P i , j , v - 1  ( У ,  w ) ) * 

yEX i=0 j=0 v=0 

к l m 

K P ^ l - j ^ - v (x,g (y)) = Y Y Y Y j P i ' j ' V (y,t) • Ph-i,l.-j,m-v (x,g(y))-
yEX i=0 j=0 v=0 

• 

Предложение 3.1. RX вполне инвариантная конгруэнция WX и MX С RX. 

Доказательство. Доказывается с использованием лемм 3.1 и 3.2 аналогично [15, 

• 

4 . К О М М У Т А Т И В Н Ы Е М Е Д И А Л Ь Н Ы Е Т Е Р Н А Р Н Ы Е Г Р У П П О И Д Ы 

В этом параграфе устанавливается разрешимость эквациональной теории ком-

мутативных медиальных тернарных группоидов. В изложении следуем [15]. 

Тернарный группоид называется коммутативным, если удовлетворяет тождеству 

(x1x2x3) = (XT (1)XT (2)XT (3) ) 

где т произвольная подстановка из S3. 

Л е м м а 4.1. В коммутативном медиальном тернарном группоиде выполняет-

ся тождество 

((x 1x2x3) (x4x5x6) (x7x8xg )) = ( (XT(1)XT(2)XT(3)) (XT(4)XT(5)XT(6)) (XT(7)XT(8)XT(9)) ) 

где т ֊ произвольная подстановка из S9. 

• 
1 2 
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Для любого непустого множества X обозначим, через CX множество всех тож-

X 

группоидах. CX наименьшая конгруэнция WX такая, что WX/CX — коммута-

тивный медиальный группоид, она будет вполне инвариантной конгруэнцией, а 

3-группоид WX/CX — свободным коммутативным группоидом ранга Card(x). 

Для t е WX, x е X и n ^ 0 положим 

Pn (x,t) = Card {в е In(t) | t[e] = x} . 

Таким образом Pn (x, t) ֊ число вхождений x глубины n в t. 

Л е м м а 4.2. Пусть n ^ 0, a1,..., an, b1,..., bn, c1,... ,cn е {а, в, 7} и 

u0,.. .,u2n, v0,..., v2n, w0,... ,win е WX• Тогда 

(1) (([u0,ui,ai,ai,u2 ,u3, a2,a2,..., an,an, u2n ] [v0,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2,..., brnbrnv2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, C2,C2, .. ., Cn,Cn,w2n\), ([v0,ui ,ai ,ai,u2, u3, 02,02, .. ., o,n,o,n,v,2n] 

[u0,vi,bi,bi,v2,v3,b2,b2,.. .,bn,bn,v2n][w0,wi,ci,ci,w2,w3,c2,c2,.. .,cn,cn,w2n])) е 

Cx. 

(2) (([u0,ui,ai,ai,u2 ,u3, 0,2,0,2,..., On,On, u2n ] [00,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2,..., bn,K,v2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, c2,c2,..., cn,cn,w2n\), ([w0, ui, ai,ai, v,2,v,3, 02,02, ..., On,On,u2n] 

[v0,vi,bi,bi,v2,v3, b2,b2,..., bn,bn, v2n][u0,wi, ci,ci, w2, w3, c2,c2,..., cn,On,w2n])) е 

C X . 

(3) ( ( [ u 0 , u i , a i , ~ d i , u 2 ,u3, O2,O2, . . ., On, On, u2n ] [v0,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2, . . . , bn,bn,v2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, c2,c2,..., cn,0n,w2n]), ([u0, ui, ai,ai, u2,u3, 02,02, ..., On,On,u2n] 

[w0, vi ,bi,bi,v2 ,v3,b2,b2,..., bn,bn,v2n][v0 ,wi, ci,ci,w2,w3,c2,c2,..., cn,On,w2n])) е 

CX . 

Доказательство. (1). Индукцией no n. При n = 0 утверждение следует из закона 

n 

n 

[u0,ui,ai,Oi,u2, u3,..., On,an,u2n] = 

= ([u0,ui,Oi,Oi,u2,u3,..., On—1 ,On-i,u2( 

n—1)1  u2n — 1u2n) 

[v0,vi,bi ,bi,v2,v3,.. .,bn,K,v2n] = 

= ( [ v 0 , v i , bi,bi,v2,v3,..., bn—i,bn—i,v2(n—i)] v2n—iv2n) 

[w0,wi,ci,ci,w2,. . . ,cn,On,w2n] = 13 
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= ([w0,w1, С1,С1, w2, w3,..., Cn-1,0n-1,w2(n-1)] w2n-1w2n) . 

Согласно предположению индукции имеем 

(([u0,u1,a1,a1,u2,..., an-1,an-1, u2(n-1)][v0,v1, b1,b1,V2,..., bn-1,K-1,V2(n-1)} 

[w0,w1,C1,C1 ,w2,..., Cn-1,Cn-1, w2(n-1)]), ([v0, u1, a1,a1,u2,..., an-1,an-1,u2(n-1)] 

[u0,V1,b1,b1,V2,..., bn-1,bn-1, V2(n-1) ] [w0,w1, C1,C1,w2,..., Cn-1 ,Cn-1,w2(n-1)])) 

e CX , 

так как CX конгруэнция и 3-группоид коммутативный, получаем требуемое утвер-

ясдснис. Утверждения (2) и (3) доказываются аналогично. • 

Л е м м а 4.3. Пусть t e WX, n ^ 0 и e, f e In(t). Тогда (t,Te,f [t]) e CX, где Tej 

транспозиция определенная на In(t), переставляющая e и f . 

Доказательство. Индукцией по длине t. Если t e X, т.е. при n = 0, то t = 

Te,f[t] и доказывать нечего. Пусть t = (UVW) И n ^ 1. Положим e = a1 ••• an, 

f = b1 • • • bn. Возможны девять случаев. 

(1) a1 = b1 = а . Тогда T e j [t] = (Ta2...antb2---bn [u] VW). П О индуктивному пред-

положению имеем (u,Ta2...an}b2...bn [u]) e CX, следовательно (t,Te,f [t]) e 

CX, так как CX конгруэнция. 

(2) a1 = b1 = թ. Аналогично (1). 

(3) a1 = b1 = 7. Аналогично (1). 

(4) a1 = a,b1 = թ. Тогда 

Te,f [ t ] =  (Va2 -an-.tu,  ( u ) ^b2 -bn:tls]  ( V )  w ) . 

Согласно лемме 2.7 имеем: 

t = I \uu[aշ^^^an] , u[aշ^^^an] , an ,  a n ,  u[a2 • • a n ] ,  u [a2 • • • an-1] ,  a n - 1 ,  a n - 1 ,  a2  , a2  , u f i 2 ] 

V[b2-bn],V[b2-bn],bn,bn,V[b2^=bn],V[b2-bn-1],bn-1,bn-1, . . . ,b2,b2,v^b2j 

Te,f [t] v[b2• • • bn] ,  u[a2 • a n ] , й'гп a-m  u[a2 • • • ̂  ] , u [ a 2 • • an-1] ,  a n - 1 ,  a n - 1 ,  a 2 , a 2 , u a 2 ] 

>2-• an] ,v[b2 • •-bn], bnX,V[_b2• •bn], v[b2• • • ֊bn-1], bn-1,bn-1,..., b2,b2,Vhb2 j  w ) 

Следовательно, согласно лемме 4.2, получим (t,Te,f [t]) e CX. 

Остальные случаи 
1 4 
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(5) a1 = e,b1 = а, 

(6) a1 = a,b1 = դ, 

(7) a1 = Y,b1 = а, 

(8) a1 = e,b1 = դ, 

(9) a1 = Y,b1 = в, 

• 

Л е м м а 4.4. Пусть t e WX, n ^ 0 и p подстановка множества In(t).Тогда 

(t,p [t]) e C X . 

Доказательство. Следует из леммы 4.3, поскольку любая подстановка предста-

• 

Определим бинарное отношение SX на WX следующим образом 

(u,v) e SX ^ Pn (x,u) = Pn(x,v), 

для всех x e X и всех n ^ 0. 

Непосредственно из определения следует следующая лемма. 

Л е м м а 4.5. Пусть t,v,w e WX, n ^ 0 и x e X. Тогда 

Pn (x, (tvw)) = Pn-1 (x,t) + Pn-1 (x,v) + Pn-1(x, w), 

где P-1 (x,t) = 0. 

Л е м м а 4.6. Пусть t e WX, n ^ 0 x e X и g эндоморфизм WX. Тогда 
n 

Pn (x,g (t)) = J2 YjPi(y,t) • Pn-i(x,g (y)). 
yex i=0 

Доказательство. Индукцией по длине t. Если X(t) = 1, то t = x. В этом случае 

все первые сомножители суммы 
n 

J2T,Pi(y,t) • Pn-i(x,g(y)) 
yex i=0 

равны нулю, кроме одного, при y = x, а также Pi (x, x) = 0 (i > 0^ P0(x, x) = 1. 

Pn ( x, g ( t)) 
15 
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Пусть t = (uvw) и для термов u, v, w лемма верна. Согласно лемме 4.5 и предпо-

ложению индукции получим: 

Pn (x, g(uvw)) = Pn (x, (g(u)g(v)g(w))) = Pn—i(x,g(u)) + Pn—i(x, g(v))+ 
n— i n— i 

+Pn—i(x,g(w)) = Y^ Y,Pi(y,u) • Pn—1—i (x,g(y))+Y YPi(y,v) x  

yEX i=0 yEX i=0 

n—i 
xPn—i—i(x,g(y)) ՝Y^Pi(y,w) • Pn—i—i (x,g(y)) = 

yEX i=0 

n—1 n—1 

Y ( Y P i ( y , u ) •  Pn—i—i ( x ,g (y) ) + Y j P i ( y , v ) •  Pn—i—i ( x ,gЫН 
yEX i=0 i=0 

n—1 n—1 

,  w ) n— 
=0 ' yEX ՝ i=0 

+ Y  Pi  ( y , w ) •  Pn—1—i ( x ,g m ) = Y ( Y P i — 1  ( y , u ) •  Pn—i  ( x , g Ш + 

i=0 yEX i=0 

n—1 n—1 
+ Y Pi—i(y,v) • Pn—i(x,g (y)) + Y Pi—i(y,w) • Pn—i(x,g (y))) = 

i=0 i=0 
n 

= Y Y 1 (Pi—1 (y, u) + Pi—1 (y, v) + Pi—1 (y, w)) • Pn—i (x, g(y)) = 
yEX i=0 

n 

= Y Y p i ( У ,  ( u vw ) ) •  Pn—i ( x ,g (y ) ). 
yEX i=0 

Лемма доказана. • 

Предложение 4.1. SX вполне инвариантная сократимая конгруэнция WX и 

Cx С SX • 

• 

Далее будем считать, что X ֊ счетное множество. Для каждого n ^ 0 определим 

линейный порядок на En следующим образом: 

ai • • • an <bi • • • bn ^ 3k е { 1 , . . . ,n} st ai = bi,..., ak—i = bk—i, 

(ak = а & bk = e)\J(ak = а & bk = 7)\J(ak = в & bk = 7). 

Определим множество термов T следующим образом: когда n ^ 0 в, f е In(t), 

в < f и tff] = xj для некоторого j , тогда t[e] = xi для некоторого i е { 1 , . . . , j } . 

Л е м м а 4.7. Для любого терма t е WX существует терм r е T такой, что 

(t,r) е Cx-
1 6 
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Доказательство. Определим последовательность термов t ( 0 ), t ( 1 ), t ( 2 ),... следу-

ющим образом: t ( 0 ) = t; t ( n + 1 ) = p[t ( n )], где p подстановка In+1(tn) такая, что 

когда e, f e In+1 (t ( n )), e < f и t p f ^ = xj для некоторого j тогда tp^e)] = xi Д л я 

некоторого i Վ j Существует натуральное число c e N такое, что t(c) = t(c+ 1) = 

.... Согласно лемме 4.4 получим (t,t ( c )) e CX. Остается доказать, что t ( c ) e T. 

Индукцией по n докажем, что если 0 ^ m Վ n, e, f e Im(t ( n )), e < f и t f ] = xj 

для некоторого j тогда t^ = xi для некотор ого i Վ j При n = 0 утверждение 

очевидно. Предположим условие выполняется для n ^ 0 и пусть 0 ^ m Վ n + 1 , 

e, f e Im(t ( n + 1 )), e < f и tУ+1 = xj . Имеем t ( n + 1 ) = p[t ( n )] для подстановки p 

множества In+1(t ( n^). Если m Վ n, то согласно лемме 2.6 (3), имеем t f ) = xj 
An) • ՜ • и по индуктивному предположению получим t[e] = xi для некотор ого i Վ j и 

следовательно, согласно лемме 2.6 (3), получаем t^^1 = x^ Есл и m = n+1, тогда 
,(n) ,(n+1) „ п ,(n) • , 
t\p(f)] = t[f ] = x j , согласно лемме 2.6 (2), так, что t[p(e)] = xi для некотор ого i Վ 

j (согласно выбору p); отсюда получаем t(է^1 = xit согласно лемме 2.6 (2). • 
Л е м м а 4.8. Пусть t,w e T и (t,w) e CX. Тогда t = w. 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что In (t) = In(w) (n ^ 0) 

и если e e In(t), x e X,тогда t[e] = x ^ w[e] = x. Доказательство проведем 

n 

Для n = 0 утверждение очевидно. Пусть n ^ 1. Согласно индуктивному предпо-

ложению имеем: 

a1 ••• an e In (t) ^ t[ai... an_!] e X ^ w[ai... a^^ </. X ^ a1 ••• an e In (w) . 

Таким образом In (t) = In(w). 

Далее, пусть e e In(t). Допустим In (t) = {e1,..., em}, где m ^ 0 и e1 < • • • < em. 

Имеем e = ei для некотор ого i e { 1 , . . . , m}. Есл и j положительное целое число, 

то поскольку t e T имеем: 

t[e] = xj ^ Pn (x1,t) + + Pn(xj-1 ,t) < i Վ Pn (x1,t) + + Pn (xj ,t). 

Аналогично, так как w e T, имеем: 

w[e] = xj ^ Pn (x1,w) + + Pn(xj-1,w) < i Հ Pn (x1, w) + + Pn ( x j , w) . 

Так как Pn (x,t) = Pn(x,w) для всех x e X получим: t[e] = xj ^ w[e] = xj. • 

Л е м м а 4.9. CX = SX. 
1 7 
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Доказательство. Согласно предложению 4.1 имеем CX С SX. Пусть (t, w) е SX. 

Согласно лемме 4.7, существуют термы r,s е T, такие,что (t,r) е CX и (w, s) е 

CX. На основании леммы 4.8 получаем r = s и следовательно (t, w) е CX. • 

X CX = 

SX 

• 

X u, v 

X . Тогда (u,v) е CX тогда и только тогда, когда Pn (x,u) = Pn(x,v) для всех 

x е X и всех целых неотрицательных чисел n. 

• 

Заметим, что для проверки (u, v) е CX достаточно проверить равенство Pn (x, u) = 

Pn(x, v) для вс ex x е var(u) U var(v) и всех n е { 0 , . . . , Max(d (u), д (v))}. 

Следствие 4.1. Любой свободный коммутативный медиальный тернарный 

группоид ֊ сократимый группоид. 

5. С Т Р О Е Н И Е С В О Б О Д Н О Г О К О М М У Т А Т И В Н О Г О М Е Д И А Л Ь Н О Г О 

Для любого непустого множества X группоид WX/CX — свободный коммутатив-

Card(x) 

описание носит в некотором смысле конструктивный характер. В данном пара-

графе М Ы ДБ.ДИ М более явное описание свободного коммутативного медиального 

тернарного группоида. 

Пусть X ֊ непустое множество. Обозначим через CF'X свободную алгебру над XB 

многообразии алгебр сигнатуры { + , 0, а } (состоящей из одной бинарной, одной 

унарной и одной нульарной операционных символов) определяемую тождества-

ми: 

(x + y) + z = x + (y + z), 

x + y = y + x, 

x + 0 = x, 

а(x + y) = ал + аy, 
18 
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а0 = 0. 

r 
Каждый элемент u е CF'X может быть представлен в виде u = Y1 аn i xif где r 

i=1 

и ni ֊ целые неотрицательные числа, a x i е X(i = 1,... ,r). Данное выражение 

единственно с точностью до порядка слагаемых. 

Определим тернарную операцию на CF'X следующим образом: 

(uvw) = ам + ам + аw. 

Множество CFX относительно этой операции будет тернарным группоидом, ко-
r 

торый обозначим через: CFX. Для любого u = On ixi е CFX положим д (u) = 
i=1 

Max (ni I i = 1,... ,r). 

Обозначим через CGX подгруппоид CFX порожденный множеством X. 

X 

CGX 
r 

ным группоидом над X. Элемент u = Y1 аn i xi е CFX принадлежит CGX 
i=1 

тогда и только тогда, когда 

д(и) 

(5.1) Y 3—kCard {i | ni = k} = 1. 
k=0 

Доказательство теоремы разобьем на несколько лемм. 

Л е м м а 5.1. Обозначим через h единственный гомоморфизм WX на CGX та-

кой, что h (x) = x для всех x е X. Если t е WX, то 

h ( t ) = £ а ^ Ц е ] . 

eEl*(t) 

Если u,v е WX, то h (u) = h(v) тогда и только тогда, когда Pn (x, u) = Pn(x, v) 

для всех x e X и n > 0. 

t 

X(t) = 1, то t = x и утверждение очевидно. Допустим t = (uvw) и для термов 
19 
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u,v,w верно утверждение. Тогда 

h (t) = h (u) h (v) h (w) = ah (u) + ah (v) + ah (w) = 

a ^ a d ( e )u [ e] + a ^ a d ( e )v [ e] + a ^ a d ( e )w [e] 
eEl*(u) eEl*(v) eEl*(w) 

= £ ad(e^+1u[e] + £ ad(՝ )+1v[e] + £ ad ( ՝ )+ 1w[ e ] = £ a d ( e ) t H . 
eEl*(u) eEl*(v) eEl*(w) eEl* (t) 

Второе утверждение непосредственно следует из первого. • 

Л е м м а 5.2. CGX свободный коммутативный медиальный тернарный группо-

ид над X. 

• 

r 
Обозначим через LX множество всех u = an i xi е CFX таких, что 

i=1 

д(и) 

Card {i | ni = k} = 1. 
k=0 

Очевидно 0 е LX-

Л е м м а 5.3. Пусть u е CFX, x,y,z,a е X и n ^ 0. То u + anx е LX тогда и 

только тогда, когда u + an + 1y + an + 1z + an + 1a е LX. 

Доказательство. Сумма (5.1) для u + an + 1y + an + 1z + an + 1a получается из 

суммы (5.1) для u + anx, если к ней добавить 3 - ( n + 1 ) • 3 и вычесть 3 - n • 1, т.е. 

3 ֊ ( n + 1 ) • з _ 3 - n = о. • 

Л е м м а 5.4. CGX С LX. 

Доказательство. Ясно, что X С LX. Поэтому достаточно доказать, что LX 

CFX 
r s p 

u = £ an i xi е LX, v = £ amj yj е LX, w = £ azթ е LX. a l  

i=1 j = 1 թ=1  

Имеем 
r s p 

t = (uvw) = £ ani + 1xi + £ am+1yj + £ a l» + 1  

i=1 j=1 Բ=1 
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d(t) 

^ 3—kCard({i I ni + 1 = k}U{j I mj + 1 = k} U {բ | 1թ + 1 = k}) 
k=0 

ж 

= J^3—k Card {i I ni + 1 = k} + J23—k Card {j | mj + 1 = k}+ 
k=0 k=0 

ж ж 

J^3—k {բ | 1թ + 1 = k} = 3—(k+ 1 )Card{i | ni = k} + 
k=0 k=—1 
ж ж 

J2 3—(k+ 1 )Card {j | mj = k} + 3—(k+ 1 ) {բ | 1թ = k} = 
•= — 1 k = — 1 

ж 

= 3—1J2 3—kCard {i | ni = k} + ֊1^2 3 — k, 

k=0 
ж ж 

3—1Y13—kCard {j | mj = k} + 3—1^ 3—k {բ | 1թ = k} = 3—1 + 3 — 1 + 3 — 1 = 1. 
k=0 k=0 

Таким образом (uvw) е LX. • 
r 

Л е м м а 5.5. Пусть u = аnixi е LX и r = 1. Тогда u е X и ni = 0. 
i=1 

• 

r 
Л е м м а 5.6. Пусть u = аnixi е LX и r ^ 3. Тогда Card {i | ni = d(u)} ^ 3. 

i=1 

Доказательство. Предположим противное, т.е. Card {i | ni = d(u)} ^ 2. Тогда 

Card {i | ni = d(u)} = 1 или Card {i | ni = д(u)} = 2. 

В этих случаях получим 
d(u) d(u) — 1 

1 = Y3—kCard{i | ni = k} = ^ 3—kCard{i | ni = k} + 3—d(u ) • 1 
k=0 k=0 

или 
d(u) d(u) — 1 

1 = J23—k Card {i | ni = k} = ^ 3—kCard {i | ni = k} + 3—d(u ) • 2, 
k=0 k=0 

следовательно 
d(u) — 1 

3 d ( u ) = 1+ 3 d ( u )—kCard {i | ni = k} 
k=0 

или 
d(u) — 1 

3 d ( u ) =2+ 3 d ( u )—k Card {i | ni = k}. 
k=0 
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В обоих случаях равенство возможно только при д (и) = 0, т.е. когда и = x или 

r = 1. • 

Л е м м а 5.7. LX Q CGX. 
r 

Доказательство. Пусть и = Y1 an ixi € LX. Индукцией no r докажем, что 
i=1 

и € CGX. Для r = 1 утверждение следует из леммы 5.5. (Отметим, что слу-

чай r = 2 невозможен, так как, в этом случае и € LX. Действительно, если 

и = akx1 + amx2 € LX, то 3 - k • 1 + 3 -m • 1 = 1 или 3k -m + 1 = 3k (если к > m), 

что невозможно). Допустим r > 3. Положим n = д(и). Согласно лемме 5.6 име-

ем Card{i | ni = д(и)} ^ 3, поэтому существуют три различных целых числа 

c,d,m € { 1 , . . . , r } такие, что nc = nd = nm = n. Положим 

v ^՜՜ an i xi + an - 1xc 

i=c,d,m 

(очевидно n ^ 1). Легко видеть, что v € LX. Действительно, 
d(v) d(u) 

£ 3 - k Card {i I ni = k} = £ 3 - k Card {i | ni = к}- 3 - n • 3 + 3 - ( n - 1 ) = 
k=0 k=0 

d(u) 

^3 - kCard{i | ni = k} = 1. 
k=0 

Длина v меньше r, следовательно согласно индуктивному предположению v € 

CGX 

Обозначим через h единственный гомоморфизм из WX на CGX такой, что h (x) = 

x для всех x € X Имеем v = h (t) для некотор ого t € WX. Согласзно лемме 5.1 

имеем 

v = h (t)= J2 a a ( e )t[e]. 
ее I*(t) 

Поэтому существует e € In-1(t) такой, что t[e] = xc. Положим w = ae:XcXdXm (t). 

Из леммы 5.1 следует, что h (w) = и и следовательно и € CGX. • 

Теорема 5.1 следует из лемм 5.2, 5.4, 5.7. 

6 . Л И Н Е Й Н Ы Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я К О М М У Т А Т И В Н Ы Х М Е Д И А Л Ь Н Ы Х Т Е Р Н А Р Н Ы Х 

Будем говорить, что n-арный группоид Q(A) имеет линейное представление, ес-

ли существуют коммутативный моноид S(+, 0) и система его коммутирующих 
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эндоморфизмов { f i | i = 1,... ,n}, такие что Q С S и операция A может быть 

п р еде тшз л ен е. в виде 

A (xi, ...,xn)= f i (xi) + + fn (xn) + a 

для всех x1,... ,xn е Q, где a некоторый фиксированный элемент S. 

Q=S 

a=0 

G( ) 

парный группоид. Тогда он имеет выпуклое линейное представление S(+, 0, f , g, h) 

такое, что f = g = h и f ֊ автоморфизм S(+), т.е. существуют коммута-

тивный моноид S(+, 0) и его автоморфизм f такие, что G С S и (xyz) = 

f (x) + f (y) + f (z) для вс ex x,y,z е G. 

Доказательство теоремы разобьем на несколько лемм. 

Пусть A[] коммутативный медиальный тернарный группоид. Обозначим через h 

единственный гомоморфизм из CGA на A[] такой, что h (x) = x для всех x е A. 

Определим бинарное отношение R на CFA следующим образом: 

(u, v) е R тогда и только тогда, когда существуют w е CFA, x,y,z,a е A и c ^ 0 

такие, что u = w + а cx, v = w + а c+ 1y + а c+ 1z + а с + 1а и x = [yza]. 

Далее, определим бинарное отношение R на CFA следующим образом: 

(u, v) е R тогда и только тогда, когда существуют m ^ 0 и u0,..., um е CFA 

такие, что u0 = u, um = v и (ui—1 ,ui) е R U R—1 для вс ex i е { 1 , . . . , m}. 

Л е м м а 6.1. Следующие утверждения справедливы: 

(1) R конгруэнция алгебры C F A ( + , 0,а); 

(2) Если u,v е CFA и (аu, аv) е R, то (u, v) е R; 

(3) Если (u,v) е R, тогда u е CGA тогда и только тогда, когда v е CGA; 

(4) Если x,y,z,a е A и x = [yza], то (x, (yza)) е R. 

Доказательство. (1). Очевидно R ֊ отношение эквивалентности. Покажем, что 

R ֊ конгруэнция. Пусть (u, v) е R, ^^^да существуют m ^ 0 и u0,..., um е CFA 

такие, что u0 = u, um = v и (ui—1,ui) е R U R—1 для всех i е { 1 , . . . , m}. Ясно, 

что u0 + t = u + t, um + t = v + t. токазать, что (ui—1 + t,ui + t) е 

R U R—1 для вс ex i е { 1 , . . . , m}. Так как (ui—1 ,ui) е R U R— 1 ^ o ui—1 = w + а с x, 
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щ = w + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a , поэтому ui-1 + t = (w + t) + a cx, ui + t = 

(w + t) + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a, что означает (и + t,v + t) € R. Аналогично 

проверяется, что если (U,V) € R, то (au,av) € R. 

(2). Пусть (aи, av) € R, тогда и0 = a՛:и, ит = av и (щ-1 ,иi) € R U R - 1 для всех 

i € { 1 , . . . , m}. Ясно, что au'0 = au, au'm = av и (aui_ aui) € R U R - 1, поэтому 

aui_ 1 = w + a cx, aui = w + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a , следовательно w так-же 

начинается с a , поэтому получаем ui_ 1 = w' + a c - 1 x, ui = w' + a cy + a cz + a ca, 

что означает (u'i-1,u'i) € R U R - 1 и и = u/0, •• • , v = u'm, т.е. (и, v) € R. 

(3). Следует из леммы 5.3. 

(4). Пусть x,y,z,a € A и x = [yza], Имеем x = 0 + x, (yza) = 0 + ay + az + aa, 

т.е. (x, (yza)) € R ( c = 0,u0 = x,u1 = (yza)). • 

Л е м м а 6.2. Пусть (u,v) € R uu,v € CGA- Тогда h (u) = h(v). 

Доказательство. Имеем u = w + a cx, v = w + a c + 1y + a c + 1z + a c +1 a для неко-

торого w € CFA, c ^ 0 и x,y,z,a € A таких, что x = [yza]. Обозначим через 

g гомоморфизм WA на CG A такой, ч то g (x) = x для всех x € A. Существует 

t € WA такой, что g (t) = и. Согласно лемме 5.1 существует e = a1 • • • ac € Ic(t) 

t[e] = x 

t = ^[e],^-• ac ] , a c , a c , t [ a • Щ , t[a1• • • a c - i ] ,  ac-1, ac-1, t[a^,, ac_1], t[al• • - a - ] , 

ac-2,ac-2,. .. , t ^ a i a 2 ] , t [ a 1 ] , a 1 , a 1 , t [ a i ] \ = 

= [t[e], t2c, ac,ac, t2c-1 ,t2c-2, ac-1, ac-1 ,t2c-3,t2c-4, ac-1, ac-1,. .. ,t3,t2, a1, a1,t1], 

для некоторых термов t1,t2,... ,t2c € WA П О Л О Ж И M ui = g(ti), i = 1, 2,..., 2c. 

Тогда u1,..., u2c € CGAJ поэтому будем иметь 

и = g (t) = g ( ( ( . . . ((xt2ct2c-1) t2c-2t2c-3) . . .) t2t1)) = 

= ( ( . . . ((XU2CM2C-1) U2C-2 U2C-3) . . .) U2U1) . 

Следовательно, 

и = a cx + a cU2c + a cU2c-1 + a c - 1 U 2 c - 2 + a c - 1 U 2 c - 3 + • • • + au2 + au1, 

v = a c+ 1y + a c + 1 z + a c + 1 a + a cU2c + a cU2c-1 + a c - 1 U 2 c - 2 + a c - 1 U 2 c - 3 +• • •+ au1. 
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Таким образом получаем 

h (u) = [ [ . . . [[xh (u2c) h (u2c—i)] h (u2c—2) h խշ—)] • • •] h (u2) h ( u i ) ] = 

= [[••• [[[yza]h (u2c) h (u<2c—i)} h (u2c—2) h (wi—)} ••] h (u2) h (ui)] = h(v). 

Лемма доказана. • 

Л е м м а 6.3. Пусть x,y е A и (x,y) е R. Тогда x = y. 

Доказательство. Из леммы 6.1 (3) следует, что x,y е CGA, поэтому согласно 

h (x) = h(y) x = y • 

A[ ] 

S(+, 0, f , f , f ) такое, что f ֊ инъективный эндоморфизм S(+). 

Доказательство. Из определения R и леммы 6.3 следует, что алгебра изоморф-

ная алгебре CFA(+, 0, а, а, а)/R будет выпуклым линейным представлением груп-

A[ ] 

• 

Теорема 6.1 следует из леммы 6.4 и следующего предложения [15, Предложение 

1.1.1]: 

Предложение 6.1. Пусть А ֊ сигнатура, a F(1),..., F ( n ) ֊ символы, унарных 

операции, из А. Пусть A будет А-алгеброй такой, что операции FA инъектив-

ные эндоморфизмы A дм всех i = 1,... , n. Тогда существует А-алгебрa B со 

следующими свойствами: 

(1) A подалгебра B и существует цепь B0 С B1 С B2 С ... подалгебр B 

Bi A i = 0, 1 , . . . B 

цепи; 

(2) FB автоморфизмы B для всех i = 0 ,1, . . .n; 

A, B 

Abstract . The paper studies the class of commutative medial ternary groupoids. 

A construction of ternary semiterms is given and proved that the equational theory 

of medial commutative ternary groupoids is solvable, namely, an algorithm is found, 

which in all medial commutative ternary groupoids verifies the validity of the identity 
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u = v for any pair (u, v) of terms. A construction of free medial commutative ternary 

groupoids is given, and it is proved that any medial commutative ternary groupoid 

has a convex linear representation. 
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