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А Н Н О Т А Ц И Я . Работа посвящена исследованию разрешимости характеристи-
ческих сингулярных интегральных уравнений на окружности со сдвигом 
Карлемана ա(է) = —t. При дополнительных предположениях на коэффи-
циенты дается явное описание ядра и коядра соответствующих операторов. 
Метод исследования основан на сведении задачи разрешимости к фактори-
зации некоторой матрицы-функции. Приводится явная факторизация ука-
занной матрицы-функции. 

M S C 2 0 0 0 number : 45F99, 47А68. 
К л ю ч е в ы е слова : Сингулярные уравнения, сдвиг, факторизация, ядро опера-
тора, коядро. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть T = { Z G C ; | Z | = 1 } ֊ единичная окружность разбивающая комплекс-
ную плоскость С на области Т + = {z G С; \z\ < 1} и Т_ = {z G С; \z\ > 1}. 
Как известно (см. [1]), сингулярный интегральный оператор S с ядром Коши, 
определяемый почти всюду на Т по формуле 

(SV)(t) = l [ — ^ T ) d r , t e Т, 
7Г г J т — z 

т 
где интеграл понимается в смысле главного значения, является ограниченным 
оператором в Lp = Lp{Т) для всех р G (1; +оо). 
Рассмотрим оператор сдвига U и оператор умножения Е^ на функцию (матрицу-
функцию) d, действующие по формулам 

(£V)(t) = վ-t), (EdV>)(t) = Հէ)վէ), է е Т. 
V 

Функцию Uср будем обозначать через срА. Пусть p(z) = j^J ՜- — a.i) ֊ отличный от 
i=1 

нуля многочлен на Т, тождественно равный единице при v = 0, а ф ֊ функция из 
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винеровской алгебры W, т.е. разлагающаяся в абсолютно сходящийся ряд Фурье, 
инвариантная относительно сдвига (фл = ф). 
Настоящая работа посвящена исследованию операторов Fd,Fd : Lp —> Lp (1 < 
р < оо), определенных равенствами 

Fd = I + BdUS, Fd = I+USBd, 

где I ֊ тождественный оператор, a d = —ф. Эти уравнения являются сингуляр-рЛ 
ными интегральными уравнениями с сохраняющим ориентацию на Т сдвигом 
Карлемана ւս(է) = —t. Теория сингулярных интегральных операторов со сдвигом 
Карлемана достаточно полно изложена в [2] - [5]. В настоящее время развита 
в основном фредгольмова (нетерева) теория этих операторов. Для достаточно 
широких классов сингулярных интегральных операторов со сдвигом найдены 
эффективные критерии фредгольмовости и формулы для вычисления индек-
сов этих операторов. Задача определения размерностей ядра, коядра (тем более 
их описания) и построения обобщенной обратной этих операторов фактически 
остается открытой. В случае дробно-линейных сдвигов Карлемана в работах [6] -
[8] предложен метод сводящий задачу разрешимости сингулярных уравнений со 
сдвигом на окружности к факторизации некоторой матрицы-функции. В нашем 
конкретном случае это матрица-функция имеет вид 

/ 1 + ф2 2р ф \ 

ի 
1 — ф2 рА 1 — ф2 

2рА ф 1 + ф2 

\ р 1 — ф2 1 — ф2 ) 

Матрица-функция входит в класс матриц-функций, факторизация которых 
исследована в работах [9, 10]. Данное обстоятельство позволяет строить теорию 
разрешимости указанных уравнений. Важную роль в дальнейшем играют функ-
ция v = (1 + ф)/(1 — ф) и числа х = ind-y, z/_ = 2|х| — v. 
Ниже мы предполагаем выполнение следующих условий: 

dl) 1-Փ 2(է)^0, teT; 
d2) многочлены p и pA не имеют общих корней; 
d3) все корни многочлена находятся либо в Т + либо в Т_; 
d4) г/ < |х|-

Условие dl) является необходимым и достаточным условием фредгольмовости 
операторов Fd и Fd (см. [2]). 
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2. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц Ы - Ф У Н К Ц И И GP^ 

2.1. Для линейного пространства X через Хп будем обозначать множество п-
мерных вектор-столбцов с координатами из X , а через Х п х п множество всех 
матриц порядка п х п с компонентами из X . 

Определим проекторы Р± = - ( / ± S) и классы функций L + = imP+, Լ՜ = 
гтР--(-С. Ниже через т(к G Z) обозначается функция определенная равенством 

rk{t)=t k. 

Под факторизацией (см. [11, 12]) матрицы-функции Ор/ф в пространстве Lp (1 < 
р < оо) мы понимаем представление 

Cpj-i/i р/ф ) ֊֊̂ ֊р/ф{^р/ф ) : 

_1_ 2x2 1 2 Ж 2 
где (Gp,v>)± е (Ь±) , (GPiV,)± G (<? = - 1)), Л = diag { Т Х 1 , Т Х 2 ) , 

HI • Ж<2, KI,K<2 G Z. Целые числа x i , ^շ называются частными индексами 
матрицы-функции G. 
Рассмотрим классы функций 

W± = Lp Г) W, W_ =Wn imP_. 

Из условия d l ) следует, что G W 2 x 2. Поскольку detG P i ^ = 1, то Gp^ допус-
кает факторизацию в Lp, причем ( G ^ ) ^ 1 G W 2 x 2, G W 2 x 2, н\ + = О 
(см. [12]). 
Далее будем пользоваться следующими обозначениями: 

(Г \ _ ( ail 9էշ \ ( r N-1 _ ( 9й 9и \ 
9}2 )'  { Գ'՝Փ )- ~ V 921 9շշ J' 

В силу условия d l ) функция v допускает факторизацию v — v—т^/и I , где 

X = ind-y = — vararg v(t) 
2тг te т 

Заметим, что \ ֊ четное число, = v±. 
Предложенная в [9, 10] схема факторизации основана на представлении Ор/ф = 
тХоАВ, где хо £ Z, A G W 2 x 2, В G W 2 x 2. Приведем явный вид этого представ-
ления при условиях, когда р՜1 G W-, v < — х и выполнены условия dl ) , d2). В 
этом случае хо = ~Х ~ а матрицы-функции А, В определяются с помощью 
равенств 

ճ _ ձ _ . VZ1Tv_ (Ф+) -pv_T_„P_ ( Ф + ) 

-T-vV-p h T-Vpv_ 
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В՜ 

2 ф 

1 V+ -у+Р+(Ф+) 
PAv+ рА „ . 1 ^ ֊ ^ ֊—V+P+ Ф+ + 

\ р р pv+ 

Формулы частных индексов и конструкция факторов 
г д е Ф + + 
матрицы-функции Ор/ф в [9, 10] приведены в терминах некоторых матриц X,-
(j G Z, j > — V-). Сравнивая с [9] нетрудно убедиться, что при указанных пред-
положениях, матрицы %j могут быть записаны в виде произведения X,- = Ъ^А^, 

% = 
-1-J (<в-

( в - 1 ) - , - ] ֊ ( в ՜ 1 ) 

<*-�>-„ - ! (В՜' 1" 

( ( � � � 

\ 

о 

о 

֊2-3՜ 

- и ֊ 2 

' 1J-—1 

( в -

(в- ]  

? � 1 \ 

• N 
' -v-֊օ 

) ֊ v - ֊ i ֊ \ 
(В /-(v_+v)-j+ ) 

( А ֊ 1 ) , \ 

о (А 

' 1-3 + 

/ 
Здесь и далее для j е Z и для матрицы-функции (вектор-функции, функции) Ф 
мы пользуемся следующими обозначениями: = ^ ( j ± |j|) и 

{Ф)к = — J Hz)z- k- ldz, keZ. 
т 

Определим семейство теплицевых операторов Tj : (Lp)2 —> (Lp ) 2 (j G Z) дей-
ствующих по формуле: = ^ ֊ { j + x o ^ p ^ f ) • Как известно (см. [9]) 

(2.1) kerTj = ^ T j _ B ֊ 1 P + | Ճ ՜ 1 ^ qkrk 

k = ֊ { v ֊ + j + ) 

qk e С 2 (/г = ֊ 1 , . . . , - ( v _ + j + ) ) , q = ( զ կ „ _ + յ + ) , . . . զԱ)' G k e r X j J 

для j > и kerTj = {0} при j Վ —v_. 

2.2. Пусть p՜1 G W-, v < ֊ x и выполнены условия dl) и d2). Из определения 
В՜ 1 следует, что 

0 0 
6+ с + 

(2 .2 ) В ֊ 1 Bi 

где Bi G W 2 x 2 , а 

6+ = ֊ « + , с+ = ֊^ ±Р+(Ф+) + — = -Ь+Р+( Ф+) + — 
р р Р Pv+ 
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Поскольку b+p G W+ и (р) J, = 1, то 
V - - 1 

(2.3) (b+)k-v = ֊ Y 1 ( Ь+)к-ш(р)ш, -keN. 
т=О 

Из этих равенств следует утверждение. 

Предложение 2.1. Если для целого неотрицательного числа £ и комплексных 
чисел 7о, 7 i , . . . , 7£ равенства 

£ 

՝ ^ 2 ( b + ) k ֊ m 7m = 0 
m= 0 

справедливы при к = — 1 , . . . , —v, то они справедливы при любом целом отрица-
тельном к. Кроме того либо £ ^ v, либо 70 = 71 = • • • = 7г = 0. 

В дальнейшем важную роль играет следующее предложение. 

Предложение 2.2. Пуст,ь р՜1 G W, v < — х и выполнены условия dl) и d,2). 
Тогда j = v — + 1 является наименьшим целым числом, при котором под-
пространство ker Tj нетривиально. Подпространство kerT I /_ J /_+i одномерно и 
совпадает с множеством вектор-функций вида <ք = դ (ру+,рЛу+У՜, где 7 ֊ про-
извольное комплексное число. 

Доказательство. Из условия v < — х следует, что хо = ~Х — v > X ш v ֊ = 
—2x~v > v. Докажем сначала, что ker Tj = {0} при j Վ v — v-. При j Վ —v֊ это 
равенство доказано в [9]. Пусть теперь v > 0 и — z/_ <յՎւ/ — ւ/֊,<ք & ker Tj. Тогда 
из формулы (2.1) следует существование q = • • •, < / ֊ i ) G ker X,- (qk G C 2 , 

k = . . . , —1) такого, что <ք = В~ 1 гф, где 

(2.4) Փ(է) = յ է ( ] Г ( i ֊ V ֊ k f t J 
m= 0 = — J 

Поскольку ф = B f , то ф e W2 и следовательно 
֊ 1 

(2.5) ^ {A~ l)m-kqk=0, при m = 0 , 1 , . . . , - j - 1 . 
к= — 1У— 

Учитывая структуру при s ^ 1, H GT p УД H О убедиться, что Ajq = Հ = 
֊ 1 

( 0 , . . . , 0 , Յ Ա ) ' , где к = i/_ + j , а & = ( ^ , 0 ) * = ^ ( ճ ՜ 1 ) ^ ֊ ^ (s = 
i= ֊V— 

0 , . . . , к — 1). Из (2.2) следует, что при տ Վ — 1 условие Х,</ = 'bjAjq = ЪjՀ = 0 
эквивалентно равенствам 

к ֊ 1 
(2.6) {b+)s ֊mVm = 0 S = - 1 , . . . , - v + j. 

т=0 
з з 
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Так как к Վ v, то в силу предложения 2.1, щ = • • • = r ] k ֊ i = 0 и потому Հօ = • • • = 
Հհ֊ւ = 0. Из определения чисел Հտ следует, что равенства (2.5) справедливы при 
то = 0 , 1 , . . . , г/_ — 1. Учитывая, что ( ճ ՜ 1 ^ = 0 при տ ^ г/_ + 1, нетрудно убедиться, 
что равенства (2.5) справедливы и при то ^ г/_. Из формулы (2.4) следует, что 

գ> = ф = 0. 
Пусть теперь 0 ^ v < — х и j = v — v- + 1. Определим r]m G С и Հա G С 2 

(ш = 0 , . . . , v) равенствами г/т = (р)т, Հա = ((p)m , О)4. Поскольку щ = р(0) փ 0, 
то փ 0. В силу (2.3) имеют место равенства (2.6). Отсюда следует, что Ъ յՀ = 0, 
где £ = ( 0 , . . . , 0 , С 2 - ֊ . 

Рассмотрим уравнение = Հ, где q = {q 1Ll/_, • • •, q ֊ i j • Так как («Z1)o փ 
0, то очевидно, что это уравнение разрешимо и потому существует q փ 0 такой, 
что q = 0. В силу (2.1) вектор-функция 

оо — 1 

т= 0 к=֊и-

принадлежит ker Tv-v_jr\. Поскольку Հօ + Հւ% + • • • = (p(z), 0) (, то из опре-
деления В ՜ 1 следует, что сро = (pv+,pAv+y՛. 
Меньший из частных индексов матрицы-функции T - X o G p ^ равен н\ — хо- По-
скольку с другой стороны наименьшее целое значение j при котором ker Tj нетри-
виально, совпадает с ^ - х о + 1 (см. например [10, 13, 14]), то = v - v - + Х о = 
( x + v ) < 0. Следовательно, н-у փ յ<շ и потому (см. [10,13,14]) dimkerT^_^_ + i = 1. 
Предложение доказано. • 

- 2 фу 2. 
2.3. Определим функции Ф, = 

Ф_ 
- 2 ф 

(1 — ф՝) 2р'о 2_ 
Ф!_ շ ՛ ֊ 

2 фу 2_ 
( I T W p ՝ ' 

(1 - ф) 2рА  

_ Р А -РА 
U I — , С I � Р + ( К ) + ֊ -р 

ь_ = ъ'_ 
р 

pAv_ 

а Ь_-Г1Р_(т„_1Ф_) + 
pAv_ 

с'_=а Ե՚ոԲՀ^-լՓլ) + 

{ք)գա 

(/)=F (m+1) 

p' 
где о. = օ.\օ.շ 
Для функции / G Լ\, через 3 ^ m ( / ) , будем обозначать ганкелевы мат-
рицы 

1 </>т1 ( / )т2 

ог± ^ ( / )т2 ( / )тЗ 

\ 

\ Ш т п ( / ) т ( п + 1 ) ••• ( / ) т ( » + т � 1 ) / 
о 

В случаер G W_ из формул (2.3) следует, что de t J t+ j y (b + ) փ 0 и rank (Ь+) = 

г/ как только n ^ г/, m ^ г/ (см. [15] гл. 16, § 10, а также [16]). Аналогичным 
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образом det փ 0 и rankJ{+ (6+) = v как только п > v и то > v. По-
скольку V- > и, то dimker = d i m k e r + 1 ( b ' + ) = z/_ — v + 1. 
Кроме того, очевидно, что уравнения ՅՀ++լ 1 /_+i(b+)r] = „_+i(b'+)r]' = 
(г/, г/' G C ~ + 1) разрешимы при любых правых частях G С . 
В случае р ՜ 1 G W+ и г/ > 0 аналогичные утверждения справедливы для матриц 

И т , „ ( Ь ' ֊ ) . Именно: d e t J f ֊ ^ ֊ ) փ 0, det J f ֊ ^ ' ֊ ) փ 0; r a n k M „ ֊ m ( L ) = 
rank J£~m(6'_) = v как только n > v, то > г/; 

dimker = dimker = г/_ - v + 1, 

уравнения ՅՀ՜ + լ j/ + i ( b ֊ ) ? ? = „_ + ւ (&!_)(?/) = (г/, г/' G C ~ + 1 ) разрешимы 
при любых правых частях i . i ' G С . 

Теорема 2.1. Пуст,ь р՜1 G г/ < — х и выполнены условия dl), d,2). Тогда 
факторизационные множители матрицы-функции Gp^ определяются следую-
щими равенствами: 

АР։ф = diag { T X + 1 J , T - X - V ) , 

(2.7) 
9ll = 71 P"+, 9ւշ = 72 ( v + X I ? ? m T m " + j , 

V m = 0 J 
+ A + I P A V + Հ ֊ ^ РЛ Բ0 \ 

9շւ = HP 9շշ = 72 Հ . V ™ ՜ Mo ֊ Ф + H 
V p ^ o P P v + J 

(2.8) 
/ Л Л 1 / Пор V ֊ . . /хот^ I Р U - V ^ , D /Лч \ 011 = У, V m r m Н 71/хо ^ v-p J 

( \ л V- / Ո \ ֊ P  V- ֊ PV-
912 = У2 Դո7m + ԲօԲ֊(Փ+) , 921 = , 9շշ 

՞քւԲօ^_ J 72M01V 72Mo^ 

где /хо, 7i; 72 ~ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о, гц,..., rju_ ) ք ՚ , 
(щ G С, г = 0 , . . . , V-) - произвольное решение уравнения 

Доказательство. В предложении 2.2 уже доказано, что частные индексы матрицы-
функции Ор/ф равны соответственно hi = х + v и ^շ = — (х + v) (т.е. хо = 
֊ ( х + v)). Следовательно, частные индексы матрицы-функции т^ Х о С Р г ф совпа-
дают с числами xi — Хо = 2(х + v) = ^ ~ v - И  я2 ~ Хо = 0. Определим матрицы 

K ֊ v _ + i = ( { A - 1 ) 2 U _ ^ i , . . . , { A - 1 ) l / _ ^ ) и %'1 = ({А- 1)и_,...,{А- 1) о). 

В силу результатов работы [10] существует факторизационная пара векторов q = 

(<£„_, • • •, Գ֊ I)' е С 2 - ֊ (qi G С 2 , г = ֊ ! / _ , . . . , ֊ 1 ) , հ = (հկ„_ + 1),..., հէ^ (К G 
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С 2 , i = — (z/_ + 1 ) , . . . , — 1). Эти векторы определяются из уравнений %l/-l/_jr\q = 
О, %չհ = 0 таким образом, что отличные от нуля векторы %'1/_1/_ + -լզ, %[հ ֊ 
линейно независимы. Если построить вектор-функции գ>ւ, գ>շ по формулам 

(2.9) ^ 1 ( t ) = t — ֊ +  1B- 1(t)J2 I £ {A- l)m_kqA tm, 
m=0 \k= —1/_ J 

(2.10) ^ 2 ( t ) = B ֊ 1 ( i ) E ( E (A-'U-k-ihk ] r \ 
m= 0 yfc= ֊(j/_+l) J 

то матрица-функция (<£>ւ,<£>շ) может быть выбрана в качестве фактора {Gp/tp)+. 
Обратно, как бы не был выбран ( G p ^ ) + , существует факторизационная пара q, 
h такая, что первый и второй столбец (GPt1p)+ восстанавливаются по формулам 
(2.9), (2.10) соответственно. 
В предложении 2.2 по существу доказывается, что գ>i = ^ i { p v + , p A v + y (71 փ 
0). Кроме того, вторая компонента вектора %'v_v_+iq равна нулю. Отсюда в 
частности следует, что вторая компонента вектора %[ h должна быть отлична от 
нуля. 
Обозначим С = M h . Пусть £ = Л ъ • • • Л 1 ) \ и £fc = (г]к,^кУ ( т , Բհ & С, 
к = 0 , 1 , . . . , z/_). Из определения А\ и структуры ( ճ ՜ 1 ^ (s = 0 ,1 , . . . ) следу-
ет, что т = • • • = = 0. Но поскольку %[h = то բօ 0. При таком 
выборе Հ легко видеть, что уравнение A\h = Հ разрешимо. Таким образом на-
хождение решения уравнения %չհ = 0, обладающего тем свойством, что вто-
рая компонента вектора %'չհ отлична от нуля, эквивалентно нахождению ре-
шения уравнения 23ւ£ = 0 вида £ = • • • > гДе £о = (">?сьМоУ, Ск = 
(щ,0У (к = 1, . . . ,г /_) , G С (տ = 0, . . . ,г /_) , բօ փ 0. В свою очередь, по-
следнее уравнение эквивалентно уравнению = — 
где г/ = (г/о,..., rju_y. Последовательное решение этого уравнения и уравнения 
A\h = £ при некотором բօ փ 0 определяет вектор h = (h t_l/__1,..., с 
hk = (h\, О)4 (к = —v_ — 1 , . . . , — 2) и h-1 = {h՝ L_l,h 2_֊i) t. Из формулы (2.10) сле-

("� V 
дует, что второй столбец (GPt1p)+ имеет вид <£>2(2) = 72В  1(z) I ^^ r/mzm,jj,o ) . 

\ m = 0 J 
Отсюда и из равенства <ք\ = 71 (pv+,pAv+y в силу определения В՜1 окончатель-
но получим формулы (2.7). Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, 
что det(G , P j^)+ = դշդւբօ- Из равенства detG = det(G ,Pj^)_ detAP j^ • (det Gp^)^ 1 
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следует, что det(G„ w,)!1 = — - — • Отсюда имеем 
7172 Мо 

( G ^ ) ֊ = 7 i 7 2 M o f Դ ո 9 ս ) 
\ —у 21 «11 / 

Сравнивая это равенство с = С р / ф(С р / ф) + А~^ с помощью несложных 
преобразований нетрудно получить формулы (2.8) для <?г. ( i , j = 1,2). Теорема 
доказана. • 

Теорема 2.2. Пуст,ь р՜1 G Т У ֊ , г/ < х  и выполнены условия dl), d2). Тогда 
факторизационные множители матрицы-функции GP}LP определяются следую-
щими равенствами: 

АР։ф = diag (т_х+1У, T X - V ) , 

+ 7i РА 

9 2 1 Т 

(2.11) = ֊ - » ( ^ ճ / ֊ 1 ) ^ Г т ֊ ^ Р + (Ф + J 

(2 .12) 

— f " Х ^ ֊ Е + ( փ ՛ ; ) + ^ 

+ _ 7i P 
ffll •> ffll 

V+f 
312 = 72 , 312 \P 

-U ( 1 
9շշ = 72 — 9շշ 

w 

fl2 
=0 

ճ՚շ ւ — „ , , . „ , ՛ տ՚շշ 7 2 M 0 « ֊ ^ 72M0« ֊1V 
где /хо, 7i, 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0, г/[,..., r/l_)' 
(Վ € С, г = 0,...,1/-) ֊ произвольное решение уравнения ՅՀ^՜+լ „__|_ւ (&+)?/ = 
- M o ^ + i , i ( c + ) -

Доказательство. Рассмотрим матрицу-функцию Она удовлетворяет всем 

условиям теоремы 2.1. При этом необходимо вместо х , « ± , Ь + , с + , Ф рассматри-

вать —х, — ,Ь'+,с'+, Փ՛. Воспользуемся теоремой 2.1 и с соответствующими из-

менениями построим факторизацию = С другой 

стороны легко убедиться, что G p ^ = JoGp _,ф J q 1 , где 

(0 ֊ 1 
J ° - { i о 

Следовательно, 
= J 0 1 = ( —l)^2 ( J 0 ( G P j _ ^ ) A ) 
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и можем взять 

(Gp,-*fi)+ = J o ( G P � - i f i ) A и ( С Р � ф ) - = ( — 1)Ж2 J o ( G P � - i f i ) A . 

Учитывая, что ( — 1)Х2 = ( — I ) " (т.к. ^շ = х ~ а X ~ четное) и Jg՜1 = — Jo, 
получим (Gp^)Z 1 = ( — l ) I / + 1 ( G P i _ ^ ) I 1 A Jo. Из этих формул с учетом равенств 
( — = ( — 1)" и SW = WS следуют (2.11) и (2.12). Теорема доказана. • 

2.4. Рассмотрим теперь случай р ՜ 1 G W+. Определим функцию ф* и многочлен 

р* с помощью равенств ф* = ( —1 Уф, p*{z) = ( —1)" ТТ ( -г + — )• Очевидно, что 
1 V J i=l 4 у 

из условия р՜1 G W+ следует р՜1 G W_. Функцию -у* определим равенством 

v* = • ֊ ֊ • Из d l ) следует, что 1 — фЦх) ^ О (t G Т). Пусть представление 
•у* = является факторизацией функции v*. В случае когда г/ ֊ четное 
число, имеет место равенство v* = v и потому в этом случае 

^ ^ 1 ^ � 1 

v - ( i ) v - ( i ) 

В случае когда v ֊ нечетное число, справедливо равенство v* = — и поэтому 
v 

Х * = Х , = Q j , = ^ 

Поскольку |х*| = 1x1, т 0 условие d4) эквивалентно условию v < |х*|. Таким 
образом к матрице-функции применимы теоремы 2.1 и 2.2. Пусть пред-

ставление 

(^Рх/фх (^Р* /ф* ) — ̂ -р* /ф* ((^Рх /фх 

является факторизацией G P ։ ^ ։ и = diag ( G P ։ t ^ ։ ) + = ( д ^ ) 2 
' ' ' 3 г յ—1 

( С р * , ^ * ) ֊ 1 = ( sQi) • •_-, • Из теорем 2.1 и 2.2 следует, что х* = |х* | - г/ = |х| — 
г/ = Кроме того, число определенное равенством = 2|х*| — v в силу 
|х*| = |х| равно г/_. 

Матрица-функция GP}^ совпадает с сопряженной к матрицей-функцией 
G*^ Поэтому (см. [11, 12]) представление 

Gp/ф = (GP։^։)* = ((GP։^։)+J) J K^^^J J[GPf^f)*_, 

/ 0 1 
յ ՜ Լ 1 0 

является факторизацией G p ^ . Отсюда следует, что 

(GPMz) = ( ( ( Գ ^ յ - ) ՜ 1 ) * ( J ) J, (Gp^)z\z) = J ( ( G p . , ^ ) + r ( ֊ 
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С помощью этих формул и теорем 2.1, 2.2 нетрудно убедиться в справедливости 
следующих утверждений. 

Теорема 2.3. Пуст,ь р՜1 G W+, v < ֊ х , г/-нечетное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Gp^ опреде-
ляются следующими равенствами: 

л 1- / ч + Pv+ + PAV+ kp-ф = й1ад{т х + 1 , - х - и ) , = , gj-լ = 
а 72 мо «72 Мо 

+ 1 ( Р V՜՝ , Р и , ж ч , Мо \ 
ДИ = — / ^ V M R ֊ M + « м о — Г Т 1 / + 1 Р + { Т 1 / - 1 Ф + ) + //.Ո \ Т ) А I' Т ) А 7iMo V ՚ ' • р՛՝ • • • ' v+pA  

9 շշ 
V+TU_ 

=о 
V— 

™ \m=0 
Е VmT-m + a/J,0TlP+(Tv-l&-) 

V— 
9ц = 7 2 VmT-m + Ա բ 0 Բ ֊ ( ^ ֊ ւ Փ ֊ ) 

= 0 
V ֊ 

pv- v p Mo«^ 
3i2 = 72 — У . ПшТ-уп ֊ «Мо— + — , 

\ P ^o P P  v- J 
_ 7i pAv- _ ՞ / i p v -

9 2i = j Տ՚շշ = j 
CTTJ, OLTV 

где мо, դ-չ, դշ ֊ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о,... ,Г1и_) г  

(r/i G С, г = 0 , . . . , V-) ֊ произвольное решение уравнения 

( b ֊ ) v = - M o ^ + i , ! ( с ֊ ) • 

Теорема 2.4. Пуст,ъ р՜1 G v < х, v-четмое число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

rp rpf\ 
Аргф = diag ( т ֊ х + „ х ֊ „ ) , gи = , ցձ = 

a7iMo«+ «72Мо«+ 

+ 1 (РТ„_ ^ а^0рГи_+1 , «Мо«+\ 
912 = — — VmT ֊m + д + — 7iMo \pAv+ է^ pAv+ рЛ I 

V— 
9շշ E VmT-m + a / l o T l - P + ( V l $ ' ֊ ) 7iM0«+ 

( 1 v ^ «МОП D / д./ ч 
011 = 72 ՝ПтТ-т ^ ֊ V ւ Փ ֊ 

= 0 
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I P S - ՝ о.ц0р բօ a.Tvv-
912 = 72 - д — Ճ ՜ + P'՝V—  Ճ—՚ ' ТУ՝ ՝ ՚ P A I ՚ m= 0 1 1 / 

֊ _ LIPA ֊ _ HP 9 21 — J Տ՚շշ — J aTuV- aruv_ 

где /хо, 7i , 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о,... ,г),у_У՛ 
(r/i G С, г = 0 , . . . , г/_) ֊ произвольное решение уравнения 

Т е о р е м а 2.5. Пуст,ъ р՜1 G W+, г/ < —х, г/-четное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

л 1- / ^ + + _РА-У+ Кр ,ф = diag(rx+u ֊ x ֊ v ) , gjx = , gjx = 
«72 Mo «72 Mo 

<?ւշ = ^ ^ ( X ( - 1 ) m ^ ֊ ™ + «Mor iP + ( r „_ 1 $^) ) 
՝ W o J 

9ձ = ֊ ^ ֊ (^v+rv_ + + + 
7iMo \ P о P  V+P J 

A„ P V ^ / ( "MOP « ֊ T 1 D , , « м о ^ 011 = -72 — « ֊ > . - 1 Vm T ֊m P_(T„_I$_) + 
\P ^O P  V ֊ P 

912 = 72 f ՜ , 
V m = 0 / 

_ 7i pAv- _ ՞/iV-p 
9 2 i = i Տ ՚շշ = I 

ar„ ar„ 
где /хо, 7i , 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0,..., ) 

G С, г = 0 , . . . , г/_) ֊ произвольное решение уравнения 

( b ֊ ) v ' = - М о ^ + 1 , 1 ( с ֊ ) • 

Т е о р е м а 2.6. Пуст,ь р՜1 G v < х, v-нечетное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

гр 
АРгф = diag ( T ֊ x + v , x ֊ v ) , 9и = , 9շւ 

« М օ 7 2 « + « 7 2 / i o « + 
/ ъ. 

912 

9շշ 

7lM0«+ V ո 1 \m=0 
J 2 ( - l ) m v ' m T - m - օ ք օ r i P + ( r l y _ i $ / _ ) 

1 / , «М0Рл п / «М0«+\ 
7iMo у ^ pv+ \ ) р } 
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I РА V՜՝՝՝ ( / «МО Л и { «МО TvV-
ffn = ֊ - » Լ ֊ ^ ւ ճ ^ ֊ 1 ) " — p խ - ւ փ ֊ J " ֊ } 

= ( ֊ D ֊ 1 ) ^ ֊ ™ ֊ — P ֊ Ի " ֊ 1 * - ) ) ՚ 
\ m= 0 / 

_ _ 7lPA ֊ _ 71Р 
9 21 — I Տ ՚շշ — I aTuV- aruv_ 

где Mo, 7i, 72 - произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0,..., ) 
(Վ € С, г = 0,... ,v-) - произвольное решение уравнения 

( Ь ֊ ) ^ = - W ^ + 1 , 1 ( с ' ֊ ) • 

3 . И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е О П Е Р А Т О Р Ы 

3.1. ЕСЛИ Р ՜ 1 G ТУ, то при выполнении условия dl) оператор Fd фредгольмов и 
поэтому обладает обобщенным обратным (см. [1]). 
Рассмотрим действующий в L 2 матричный сингулярный оператор Md = EQP + + 
3 d P _ , где матрицы-функции С и D определены равенствами: 

е = 0 0 ' ՜ ւ ' 

Как известно (см. [17]), оператор Жա связан с операторами Fd ш F'd = I — EdUS 
следующим операторным тождеством 

< " > { ' , ֊ ս ի Հ ՚ ս ' u ) ֊ ֊ i F o 

При р՜1 G W и выполнении условия dl) , обобщенный обратный к Мd оператор 
может быть определен по формуле (см. [18]): 

Из (3.1) следует, что оператор F^ ^ может быть восстановлен с помощью равен-
ства 

1 ( I U \ . . ( ֊ л Հ / / d = ֊ ; " М r ( ֊ i ) 

* * у 2 \ I - U ) " d \ U - U 

Отсюда, полагая det(Gp^)- = 1 (т.е. взяв в теоремах 2.1-2.6 Mo = 7i = 72 = 1)> 

непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что 

(3.2) F {-1 ) = MU + M12U + UM21 + UM22U, 

Ми = (EgtP+ + + Р ֊ ) Е а ы + (EgtP+ - Ед-Р-)(^_ЖР+ + Р-)Еа2г, 

М2 г = ( Е д } Р + - E f l - P _ ) ( E T „ P + + Р _ ) 5 0 „ + ( Е д } Р + + Е д ֊ Р _ ) ( Е т _ Р + + Р _ ) Н о м > 
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г = 1,2, а 

х = Ixl - v, 

«ii = շ ( ! ^ 2 ) ՝ fei + ' а а = 2 ( 1 - ^ , 2 ) ՚ ( 9 i l < 1 + 9 i ' i = 2-

оператор Բ { ՜ 1 \ определенный по формуле (3.2), является обобщенным обратным 

к ԲԱ. Здесь в зависимости от знака х> четности числа v и от р՜1 G W_ 

Таким образом, в случае когда р W, при выполнении условий d l ) и d2) 

й 
Уъ3 

либо р ՜ 1 G Wl|_ восстанавливаются по формулам полученным в теоремах 2.1-
2.6 (բօ = 7i = 72 = !)• Заметим, что аналогично (3.1) нетрудно убедиться в 
тсхж дсствс 

՛ " ) 0 ֊ ս ի ՛ ( и - ' С М ? £ 

где М^Л = P + S G A + P_SDA, F'd = I — ՍՏ՝8.Ա. Учитывая, что оператор 

^ = + Р " ) С ՜ 1 ) " +  Р ֊ Е ( о р Л ^ ) 

является обобщенно обратным к М^л, в силу (3.3) обобщенный обратный ՜՝՜՝1 

к оператору ԲԱ, может быть восстановлен из равенства 

F t 1 ] * 1 u W > ( 1 1 

* * )՜ շ{ i -и ) [ и -и 

3.2. Сначала докажем следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пуст,ь р՜1 G W и выполнены условия dl), d2). Если սշ > О, 
то 

а) множество kerP^ совпадает с функциями вида 

Փհ ( , + . Р 

где հ - произвольный многочлен, удовлетворяющий условиям 

degh <я2 и ց՜ււ՚հ^ = g^h; 

b) множество ker ԲԱ совпадает с функциями вида 

,+Л , ՝ � / 

где հ - произвольный многочлен, удовлетворяющий условиям 

degh < н-2 и ցՀ1 / ճհ / ճ = ցշչհ. 

Если Я2 = 0, то подпространства ker ԲԱ, ker ԲԱ тривиальны. 
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Доказательство. Пользуясь равенством Gp^ = 33՜1 С, представим оператор М^ 
в виде произведения Мd = S^Mо, где Mo = S g p фР+ + Р-- Очевидно, что 
kerM d = кегМ 0 . Пусть н2 > 0 и h произвольный многочлен с degh < к2, a, 
вектор-функция £ определена равенством £ = (հ, О)4. Множество kerMo (см. [11]) 
совпадает с множеством вектор-функций вида 

(I — P ֊՝^GP։^)(GPi1p)+£ = ((GPi1p)+ — {Gp^)_kp^)£ = (Е2 — Gp^){Gp^)+£, 

где Е2 ֊ единичная квадратная матрица второго порядка. Это множество совпа-
дает со множеством вектор-функций вида ср = [у, и) 1՜՛, где 

Р 
( 3 . 4 ) у = ( фд+ + х _ ^ , и = ( + Ф9т_լ 

Փհ 
р ՜ " ՜ J 1 — ф2  

Из тождества (3.1) следует, что у принадлежит kerf ! тогда и только тогда, когда 

вектор-функция ср = (у,у А У принадлежит kerM. Из (3.4) следует, что условие 

и = уА эквивалентно равенству 

( 3 . 5 ) 
Р Ф  А = ֊фФ, рЛ 

где Ф = дУАЬА — ց2 1հ . Замечая, что одновременно справедливо равенство Ф = рА  

—фФА, нетрудно убедиться, что равенство (3.5) в свою очередь эквивалентно 
Р 

тождеству Ф = 0. Утверждение а) доказано. Утверждение б) доказывается с 
помощью аналогичных рассуждений. Случай ж2 = 0 очевиден. • 

Предложение 3 . 1 вместе с теоремами 2 . 1 - 2 . 6 позволяет дать следующее опи-
сание ядер операторов Fd, Fd- Ниже [х] ֊ целая часть числа ж G Д. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнены условия dl) - d4). Тогда 
а) если х < 0, то система функций 

Ук = 
фру+т2к 

1 -ф ' 
к = 0,.... - X - v - 1 

является базисом пространства ker Fd, а система функций 

Р v+T2к , „ 
ик = — —, к = 0,. 1 — ф 

является базисом пространства ker Fd; 
b) если х >  v + 1, то система функций 

Ф рт2к ֊1 , 
Ук 

- х ֊ V - 1 

X~v 
1 + ф V+ 

является базисом пространства ker Fd, а система функций 

X-v 
Uk = 

PAT2k֊i 
(1 + ФУо+ 

k=l,.... 
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является базисом пространства ker ԲԱ; 
с) если Х =  v + 1, ТО пространства KER ԲԱ и KER ԲԱ тривиальны. 

Доказательство. Из теорем 2.1, 2.3, 2.5 следует, что при х < 0 условия g^AhA = 
ցշ-լհ и = g^ A h эквивалентны тому, что հ ֊ четный многочлен. Анало-
гично, из теорем 2.2, 2.4, 2.6 следует, что при х > 0 условия g^AhA = ցշ-լհ и 
9\ihA = ց շ ֊ ւ ՚ հ эквивалентны тому, что հ ֊ нечетный многочлен. Пользуясь тем, 
что ^շ = Ixl — v, из теорем 2.1, 2.3, 2.5 и предложения 3.1 получим доказатель-
ство утверждения а) и соответственно из теорем 2.2, 2.4, 2.6 и предложения 3.1 
получим доказательство утверждений Ь) и с). Теорема доказана. • 

3.3. Как известно (см. [1]) сопряженным оператором к сингулярному интеграль-
ному оператору Տ действующему в L p (1 < р < оо) является вновь оператор 
Տ действующий в Lq (q = р/(р — 1)). Учитывая также что U* совпадает с U, а 
՝E*d с Տ յ (но действующих уже в Լզ), легко видеть, что Fd = F j , Fd = F j , где 
операторы f j , f j действуют уже в пространстве Lq. Но для z e T имеет место 

P( z) Т7~Т Р* ( z 

pA(z) P*(z) 

V* где многочлен p* и функция ф* определены в п. 2.4. Обозначив d* = — ф * , мы 
Р* 

можем записать F d = F ^ , F d = Fd ։ . Рассмотрим уравнения FԱy = / , F^y = f . 
Первое из этих уравнений разрешимо тогда и только тогда, когда / ортогональна 
ker Fdt • Соответственно второе уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда 
/ ортогональна ker Fdt • 
Пользуясь связью между Х*-,У*-,՝Р*-, Ф*>  v*+  И X> Р-, РА> Ф-,  v ֊ ( с м - п- 2-4) на основе 
теоремы 3.1 нетрудно убедится в справедливости следующего результата. 

Теорема 3.2. Пусть вы,полнены, условия dl) - d4). Тогда 
а) если х < 0 и г/ ֊ нечетное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

~Х ~ v ֊ 1 / dZ
 �
 k

 � � � �: 
т 

а для разрешимости уравнения FԱy = f необходимо и достаточно, чтобы 

- X - v - 1 

Яг)фЩг)у (z) = 

(1 + ф(г))г 2 к+» ' ' ' 
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Ь) если х > О  и  v ~ четное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f(z)p(-z) 
{1 -

• dz = 0, к = 0,.... X - v - 1 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f(z) ֊ip(z)p(z) 

(1 - ф(г))у-(г)г 2 к+ 1 
• dz = 0, к = 0,. ... X ֊ v - 1 

с) если х < О  и  v ~ четное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f f(z)p(-z)v-(z) 
(1 + ф(г ) ) г 2 к +"- 1 

dz = О, 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f{z)^{z)p{z)v-{z) 
(1 + ֊iP(z))z 2 k+»- 1  

dz = О, ~X~v 

d) если x > 0  и  v ՜ нечетное число, то для разрешимости уравнения Fdy = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f(z)p(-z) 
(1 -

dz = О, X~v 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f{z)ip{z)p{z) 

(1 -
dz = О, X~v 

е) если х = v + 1, то уравнения Fdy = f и Fdy = f разрешимы для любого 
/ G LP-

Следствие 3.1. При вы,полнении условий dl) - dJt) операторы Fd и Fd обратимы 
(односторонне обратимы) тогда и только тогда, когда х =  v + 1-

Заметим, что при замене условия d4) на v = |х|, операторы Fd, F.յ становятся 
обратимыми. Этот случай подробно исследован в работе [19]. 
Abstrac t . The paper is devoted to investigation of the solvability of some characteristic 
singular integral equations on the circle with the Carleman shift ա(է) = —t. Under 
some additional requirements on the coefficients, an explicit description of the kernels 
and the cokernels of the corresponding operators is given. The investigation method 
is based on the reduction of the solvability problem to the found explicit factorization 
of some matrix function. 
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