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АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается метод конечных разностей для од-
нофазной задачи препятствия. Получена оценка погрешности для этого при-
ближения. 

M S C 2 0 1 0 number : 35R35, 65N06 
К л ю ч е в ы е CJIOBclt ЗэДеЬЧеЬ со свободной границей, задача препятствия, метод 
конечных разностей. 

Однофазную (или классическую) задачу препятствия можно описать как за-
дачу определения состояния равновесия упругой мембраны при присутствии пре-
пятствия. 

Если предположить, что мембрана расположена над областью Q, С М" с фик-
сированным граничным значением ф, а препятствие дано множеством { ( x , y ) е 
Ո х М : y < ф(х)} С М" + 1 , то задача препятствия можно математически сфор-
мулировать как задачу минимизации функционала энергии 

на множестве всех допустимых "деформаций" мембраны: 

u е = {v е H 1 (Q) : v - ф е H0(Q) в v(x) > ф(х) п.в. в Զ } . 

Здесь мы предполагаем, что Ո С М" является ограниченной областью, а ф е 
H 1 ( 0 ) А е Ь2(И) и ф е C2(П) суть данные функции. 

Теоретические аспекты однофазной задачи препятствия хорошо изучены (см. 
[1, 5, 7, 10, 16]). Кроме того, существует обширная литература, посвященная 
численным методам решения вариационных неравенств, которые, в частности, 
годны для численного исследования классической задачи препятствия. 

1. В В Е Д Е Н И Е 
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Данная работа посвящена методу конечных разностей для приближенного реше-
ния однофазной задачи препятствия. 

Разностные схемы широко используются для численного решения вариационных 
неравенств, однофазных задач препятствия эллиптического и параболического 
типа, и, в частности, для задачи определения стоимости американских опционов 
(см., например, [17]). Этот метод легко реализуется и имеет достаточно хорошую 
скорость приближения на практике, так что имеется теоретический и практиче-
ский интерес на исследование и математическое обоснование сходимости. Но как 
ни странно, до 2006 года не было никаких результатов сходимости и оценок по-
грешности. В 2006-ом Чэн и Хю (см. [3]) доказали квадратичную сходимость 
метода для двумерной классической задачи препятствия при условии, что ре-
шение принадлежит классу С 4(П). Это совсем не неожиданный результат, так 
как для и е С 4 (П), с помощью разложения Тейлора, можно доказать локальную 
оценку 

где A h - конечно-разностное приближение Д (определение см. ниже). Но, как из-
вестно (см. [1]), в общем случае, даже для бесконечно дифференцируемых пре-
пятствий ^ р е ш е н и е u принадлежит только С1,1 (Զ). Таким образом, в общем 
случае результат [3] не может быть использован. 

Между тем, в 2 0 0 9 году, метод конечных разностей был применен для одно-
мерной параболической задачи с препятствием в связи с задачей определения 
стоимости опционов американского типа (см. [8]). Там было доказано, что при 
некоторых естественных условиях метод конечных разностей сходится к точно-
му решению со скоростью сходимости o(^/~h + к), где h и к шаги дискретизации 
пространственного и временного переменного, соответственно. 
В данной работе, опираясь на технику статьи [8] (в действительности идея вос-
ходит от Н. В. Крылова (см. [11, 1 2 ] ) ) , мы получим оценку погрешности прибли-
женного решения однофазной задачи препятствия методом конечных разностей. 

2 . М Е Т О Д К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Е Й 

Хорошо известно, что классическая (однофазная) задача с препятствием можно 

преобразовать к задаче минимизации функционала 

Ди(х) - Дни(х) = O(h 2), 

(2.1) 

на множестве 

(2.2) K = {v е H  1(Q) : v - g е H0\ v(x) > 0 в Զ } , 
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где f е L 2 ( 0 ) и g е С (О) ֊ заданные функции. Известно также, что последняя 

может быть сформулирована в виде вполне нелинейной задачи 

m i n { - Д и ( х ) + f (х), и(х)} = 0, х е О. 

Тогда если обозначить 

F(v)(x) = m i n { - Д v ( x ) + f (х), v(x)}, 

то классическая задача препятствия (2.1)-(2.2) можно записать в виде 

(2.3) ( У ( и ) = ° в ° О х  у [и = g на до. 

Решение этой задачи надо понимать в смысле вязкостого решения (см. напр. [2], 

[4]). Нетрудно проверить, что решение классической задачи препятствия удовле-

творяет уравнению (2.3) как в вязкостном смысле, так и п.в.. 

Для численного решения мы будем предполагать, что n = 1 или 2. В случае 

n = 1 для простоты возьмем О = (—1,1) а в случае n = 2 возьмем О = ( - 1 , 1 ) х 

( — 1,1), имея ввиду, что изложенный метод будет работать и для более сложных 

областей. 

Пусть N е N ֊ натуральное число, h = 2/N и 

хi = — 1 + ih, yi = — 1 + ih, i = 0,1,. . . , N. 

Обозначим 

N = {i : 0 < i < N} шли N = { ( i , j ) : 0 < i,j < N}, 

N o = {i : 1 < i < N — 1} или No = {(i,j ) : 1 < i,j < N — 1}, 

в одномерном и двумерном случае, соответственно, и 

д N = N \ No. 

Обозначим через Дни конечно-разностное приближение оператора Лапласа, то 

есть, для n = 1 
и(х — h) — 2и(х) + и(х + h) 

Дни(х) = h2 , 

n=2 
и(х1 — h^2)+и(х1 + h, х2)+и(х1,х2 —h)+u(xl ,xշ + h) —4и(х1,х2) 

Дни(х1, х2) = h2 . 

Введем следующее обозначение: 

Fh(v)(x) = m in {—Д^(х ) + f (х), v(x)}, х е Он 

Он = {а • h : а е No}. 
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Будем использовать также следующие обозначения: 

dQh = {а • h : а е d N } и H = {v = (va) : va е М, а е N } . 

Обозначим через uh решение следующей задачи: 

/ Շ 4N f Fh(uh) = 0 в Qh 

\ Ահ = g н а dQh. 

Целью данной работы является доказательство сходимости uh ^ u щ и h ^ 0, 

u 
h 

Повсюду далее будем считать, что 
g е C(dQ) я g(x) > 0,х е dQ; 

(2-5) _ 
f е C3(Q) и f (х) > 0, х е Q. 

Основным результатом работы является следующая теорема. 

f g u uh 

суть решения (2.3) и (2.4), соответственно. Тогда существует константа 
C0 > 0, не зависящая от h, такая что 

\u(х) - щ(х)\ < C 0 • h 4 / 1 1, х е Qh. 

3 . Т Е Х Н И Ч Е С К И Е JTEMMBI 

3.1. Принцип с р а в н е н и я д л я н е п р е р ы в н ы х и д и с к р е т н ы х нелинейных 

уравнений. 

Q v1 , v2 е 
W 2՝^(Q). Если F ^ ) < F(v2) п.в. в Q и v1 < v2 на dQ, то v1 < v2 в Q. 

Доказательство. Обозначим 

Q1 = {х е Q\ vl(x) > vշ(x)}. 

Если множество 

Q2 = {х е Q 1 : —Av1(x) > -Av2(x)} 

имеет положительную меру Лебега, то получим противоречие, так как F(v1)(x) > 

F(v2)(x) в Q2. Следовательно, —Av1(x) < —Av2(x) п.в. в Q1. Но в этом случае 

v2 > v1 Q1 

определению Q^. Таким образ ом, Q 1 = 0. • 

Л е м м а 3.2. Пусть v1,v2 е H. Если Fh(v1) < Fh(v2) в Qh и v1 < v2 на dQh, то 
v1  <  v2  Qh 
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Доказательство этой леммы можно найти в статье [15], где автор доказывает 

принцип сравнения для схем более общего типа (так н эзывеьб м ых в ыр схжд ՛в н н ых 

эллиптических схем). 

3.2. Р е г у л я р и з а ц и я и оценка погрешности . Пусть в e Сж (R) функция, 

удовлетворяющая следующим условиям: 

в(г) = 0, z > 0, e(z) = -z - 1, z < - 2 ; 

e'(z) < 0, в"(z) > 0, z e R 

и e£(z) = в (ք ) յ z e R. Обозначим через u£ решение следующей вспомогательной 

задачи: 

{-Ди £ + f = ре(и £) в О, 
(3.1) \ 

I и£ = g на дО. 

Из стандартной теории следует, что задача (3.1) имеет единственное решение и£  

и кроме того и£ e С 4(О). 
Обозначим 

M = max < max f (x), 1 > . 
լ xeo, J 

Л е м м а 3.3. Если и £-решение задачи (3.1), тогда 

(i) в£(и £(х)) < M для всех x e О; 
(ii) и£(х) > — (M + 1)е для всех х e О. 

Доказательство. Рассмотрим только случай n = 2, так как доказательство для 

n = 1 получается аналогично. 

(i) Имеем и£(х) = g(x) > 0 для х e дО. Если и£(х) > 0 для всex х e О, то из 

определения функции в получим в£(и £) = 0 < M. В противном случае, если 

и £(х0) = min и£(х) < 0, 
х£П 

тогда В 2и £(х0) > 0 (т.е. матрица В 2и £(х0) неотрицательно полуопределена), и 
следовательно Ди £(х0) > 0. 

Так как функция в убывающая, из определений и£ и M получим, что для любого 
х e О, 

вЛи £(х)) < в£(и £(хо)) = -Ди £(хо) + f (хо) < f (хо) < M. 

(ii) Так как [3(z) = —z — 1 для z < —2, то в (§) = — f — 1 дая z < —2£, следова-

тельно, z = — е (в£^) + 1) дая z < —2е. Отсюда следует, что 

и £ = —е (в£(и £) + 1), если и£ <—2е, 
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и используя (г), получим 

u £ > —e(M + 1), если u£ < —2е. 

В случае, когда u£ > —2е, снова получим u£ > —e(M + 1 ,̂ так как M > 1 по 
определению. Следовательно, для всех х е Q, u e(x) > —e(M + 1 ) • 

Л е м м а 3.4. Для функции u£ верны следующие оценки: 

(i) —(M + 1)е < F(u £)(x) < 0 для всex х е Q; 
3 

(ii) 0 < u(x) — u e(x) < -(M + 1)e для всех x е Q. 

Доказательство, (г) Прежде всего, по определению F и u£, имеем 

F(u £) = min{—Au £ + f,u£ } = min{ee(u £),u £ }. 

Легко видеть, что F(u£) < 0 для вс ex х е Q. Действительно, 

• если u£ > ^отда fi£(u £) = 0, и следовательно F(u£) = min{0,u £ } = 0; 
• если u£ < ^отда F(u£) = min{[3£(u £),u £} < u£ < 0. 

С другой стороны, учитывая, что (3£(u £) > 0 (поскольку в неотрицательная всю-

(гг) 

F(u£) = min{p£(u £),u £} > —(M + 1)е. 

(гг) Из пункта (г) имеем F(u£) < 0 = F(u) в Q и u£ = u на dQ. Тогда в силу 
u £ < u Q 

Обозначим 

е(х)= ( M  + 1 ) £ (3и —\х\ 2) , х е М". 
2n 

Тогда 

(3.2) A£(x) = —(M + 1)е, х е М"; 

3 

(3.3) (M + 1)е < £(х) < -(M + 1)е, х е [ — 1,1]". 

Учитывая (3.2), получим 

F(u — £) = min{—Au + A£ + f,u — £} = min{—Au — (M + 1)e + f,u — £}. 

Теперь рассмотрим два случая: 
u = 0 u 

min{—Au — (M + 1)e + f,u — £} = 

= min{—Au — (M + 1)e + f , —£} < —£ < —(M + 1)e. 
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2. Если и > 0, то —Ди + f = 0, то есть 

min{—Ди — (M + 1)е + f,u — է} = min{ — (M + 1)е, и — է} < —(M + 1)е. 

Отсюда заключаем, что 

F(u — է) < —(M +1)е, 

что, в сочетании с (i) Леммы 3.3, даст нам F(u — է) < F(u £), Ух e О. Если х 

принадлежит границе дО, имеем (так как էխ) > (M + 1)е > 0 в О) 

и(х) — է(х) = д(х) — էխ) < д(х) = и £(х), 

и снова используя Лемму 3.1, получим, что и(х)—^х) < и £(х), Ух e О. И наконец, 

из (3.3) получим 
3 

и(х) — и£(х) < էխ) < 2((M + 1)е, х e [ — 1,1]". 

• 
Доказательство следующей оценки Шаудера можно найти в [9, стр. 286]. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть О С R " - открытое, ограниченное множество и f e 
С а(О) для некоторой a e (0,1^. Тогда существует постоянная С\ > 0 такая, 
что если v является слабым решением уравнения —Ду = f в О, то v e С 2՝ а(О) 

и 

(3.4) | խ | | № » ( ո ) < С • (\\f||с„(п) + Ի\\ւ4ռ)). 

В дальнейшем нам понадобится только следующий слабый вариант этого резуль-

тата. 

С л е д с т в и е 3.1. Пусть О С R " - открытое, ограниченное множество и f e 
С 1 (О). Тогда существует константа С2 > 0 такая, что если v решение (клас-
сическое) уравнения —Дv = f в О, то 

(3.5) | | v | | o i 4 n ) < С 2 • (f||С1(П) + | v | c o ( Q ) ) . 

Следующая теорема является обобщением известного интерполяционного не-

равенства Ландау-Колмогорова на случай негладких областей и для функций 

многих переменных. Доказательство этого результата можно найти в [13] (см. 

также [14]): 

Т е о р е м а 3.2. Пусть D С R " - ограниченная область, обладающая свойством 
внешнего конуса (см. [6]J и пусть v e LX(D) и D2v e Ьж (D). Тогда существу-
ют постоянные С3,С4 > 0 такие что 

(3.6) ||Dv||co(D) < С з р ^ Н C0(D) • | | v |C0(D) + С 4 У v У C 0 (D). 
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Следствие 3.2. При условиях теоремы 3.2, существуют постоянные C4, C5 > 
0 

( 3 . 7 ) \ \ D V \ \ C ° { D ) < 5 \ \ D 2 V \ \ C ° { D ) + ( C 4 + C^j \\V\\CO(D) 

для любого 6 > 0. 

Теперь перейдем к доказательству сходимости разностной схемы. Для этого нам 
u£ 

е для контроля разности между лапласианом u£ и приближением этого лапла-
сиана конечными разностями. 

Л е м м а 3.5. Если функции f и g удовлетворяют условиям (2.5), uu£ - решение 
уравнения (3.1), то 

d 4u £(x) 
дх 4  

C6 
< —, для х е Q г = 1,...,n, 

е 9 / 2 

где C6 - постоянная, не зависящая от е. 

е е (0, 1) 
как нам нужно перейти к пределу е ^ 0+ . 

В ходе доказательства символами C\ будем обозначать положительные посто-

янные, которые не зависят от е. В частности, обозначим Cf = \\f\\C3(q) И 

Ce = \\ в\\C3(R)-

Пусть u£-pemeHHe уравнения (3.1). Известно, что u£ е C 4(Q). Обозначим 

Тогда, f е C3(Q) 

(3.8) 

f£(x)= p£(u £(x)) — f (х) 

—Au £ = f£ в Q. 

u £ 

Д В CTSK. Д Ы продифференцируем обе стороны (3.8) относительно переменной x iy и 
получим 

— A д2_ u £ = £ 

дх?2 дх2 £ ' 
Тогда, используя оценку (3.5), мы будем иметь 

дх? < C2 

(3.9) 

C 2 ( Q ) 

< C2 

д - f 
дх2  f £  

+ 
C ! ( Q ) дх՝2 

< 
С0(П)у 

д- f дх2  f  
С 1 ( П ) 

1 0 

+ \\u£\\c2(n) . 
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Теперь нужно оценить 

д 2  

д - f 
дх2  h  

д х -
Имеем, 

C ! ( Q ) 
д 4 

И ||u f |c 2(Q) J чтобы получить оценку для 

и в частности, для 
C 2 ( Q ) дх 4 

C0(Q) 

д- ՛ £ = ^ Հ £ ) + в£ ֊ f 
Отсюда следует, что 
(3.10) 

д 2  

дх2 f f < д хг С ! ( Q ) 

Прежде всего, 

(3.11) 

Далее, 

в> £->( д х ֊ 

д 2 f 

+ 
C ! ( Q ) 

в£ (и £) 
д 2и 
дх 2  + 

C1(Q) 

д 2f 
д х 2 

C1(Q) 

д х 2 
C1(Q) 

<Hf C ( Q ) = С { . 

в£ (и £) 
д 2 

дх 2  
C1(Q) 

в£ (и £) 
д 2и 
дх 2  + 

C0(Q) 

д 2 

D Я ( и £ ) • дх2 < 

< Ив£(и C 0 ( Q ) 

д 2 

< Կ ֊ { ^ е е 

д х1 
п 

+ J 2 
j=1 

• I I D 2 u £ ՚ 

C0 (Q) j = 1 

д  3i 
в£ (и £)  д  

в£(и £) • 
д и £ д 2 и £ 

дх2дxj 

дxj дх2  

< 

C 0(Q) 

+ 

C0(Q) 

+ 

j=1 

и следовательно, 

C 0 ( Q ) 

1 

l C 0 ( Q ) + 

C 0 ( Q ) 

Կ ( 
£ \ £ 

в՛՛ ( ֊ 

в£ (и £) 

C 0 ( Q ) 

д 2 

д х 2 

j = 1 

• | | D u £ | | C 0 ( Q ) 

, Св I I 

C0 ( Q ) 

• II D 3u £\\ + \ \ D  u I I C 0 ( Q ) + 

• \\D2u£ | C 0 ( Q ) : 

C i(Q) 
I C0 ( Q ) + 

(3.12) 
С 7 

+ С 7 • WDu£ 
C 0 ( Q ) • \\D2u 2 £ I 

I C 0 ( Q ) + ^ • \\D3u C 0 ( Q ) 

Аналогично, для первого слагаемого в правой части (3.10), имеем 
2 

в> £->( д х ֊ 
C1 ( Q ) 

С 

< ֊ в • № и £ Ц 1 0 ( п ) + 

(3.13) + С 9 •№и £И10(п) + ֊ MDu 
£ | 1 • \\ D 2и £\\ C0 (Q) | | D  и II C0(Q) 
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Теперь мы последовательно получим оценки для производных u£ соответственно 

первого, второго и третьего порядка. Здесь необходимо подчеркнуть, что эти 

оценки далеко не оптимальные. 

Оценка д л я \\D 2u £\\co(n). Используя (3.8) и (3.5), получим 

(3.14) \\u £\C(п) < C 2 ( Ш \ С ! ( п ) + \\u£\\co(n)) . 

Прежде всего, из (гг) Леммы 3.4 следует, что существует постоянная C\\ > 0, не 

е 

\ \ u £ \ \c 0 (n) < C 1 1 . 

Теперь, по определению f £ , и имея в виду, что в£ равна нулю, если аргумент 

неотрицателен, мы получим 

\Ш\СЧП) = \Ш\С0(П) + \\DM\co (П) < в Ю И п ) + \\f\С0(П) + 

+ Ш(u£)\c0({»e<0}) • \Du £\c0>({u^<0}) + \\Df\С0(П) < 

< Cf + 1 + 1 • \\Du £\\c0({us<0})^j = C12 + Դ • \\Du £\\c0({us<0}). 

Подставляя полученное в (3.14), будем иметь 

(3.15) \\u £\\С2(п) < C 1 3 + ֊ • \\Du £\\c0({us<o}), 

и , в частности, 

(3.16) \\D 2u £\\c0({u<o}) < C 1 3 + ֊ • \\Du £\\c0(u<o}). 

Теперь возьмем D = {х е Q : u£(x) < 0} и V = u£ в (3.7), откуда следует 

l |Du £ \ \ c ° ( {u e <0} ) < 6 \ D 2 u £ \ c 0 ( { u e < 0 } ) + + \\u £\\c°({ue<0}). 

С помощью оценки (гг) Леммы 3.3 мы получаем \\u£\C0({u e<0}) < (M + 1)е, т.е. 

(3.17) \ \ D u £ \ c 0 ( { u e < 0 } ) < d\\D 2u £\\c0({u<0}) + (M + 1 ) ^ 4 + ֊ ^ е. 

е 
Взяв 6 = ——֊ в полученном неравенстве и подставляя в (3.16), в результате 

2C5 
получим 

(3.18) \\D 2u £\\c0({u<<0}) < ֊ 

для некоторой константы C15. Теперь возвращаясь к (3.17) и беря 6 = е, из 

оценки (3.18) получим 

(3.19) \\Du £\\c0(u<0}) < C 1 6 

C 1 6 

12 
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C 1 

Из (3.15) следует, что 

(3.20) 

для некоторой константы C 1 7 . Следовательно 

(3.21) \D 2 u £ 

u \\С2(П) < — 

D՝u\\С0(п) < ֊ . 

Исправленная оценка д л я |Du £ | C 0( П ) . Из (3.21) следует что \\Du£\\c0(n) < 
— . Используя оценку (3.6) Теоремы 3.2 с V = u£ и D = Q, из (3.20) получаем 

| D u £ | c 0 ( n ) < ֊ . 
е  

(3.22) 

Оценка д л я \\D3u£\\С0(П). Дифференцируя обе стороны равенства (3.8) по пе-
ременному xi, получим 

а из оценки (3.5), будем иметь 

д 

—a ձ u£ = д . £ 

(3.23) 
дхi < C 1 9 

С2(П) 
A f 
Դ  f £ дхi 

+ 

С ! ( П ) 

< C 1 9 

дхi 
< 

С0(П)У 

A f 
� J£ дхi С ! ( П ) 

+ l\Du £  1с0(п) I . 

f 
д f 

a f£ дх-լ С!(П) 
в £(u £) • dx^u — ~ f 

—f 
дxi 

< 

+ 

j = 1 

C ! ( Q ) 

+ | |D 2f 

* u ) • ^^ 

• д ! u 

дх•i 
< 

C ! ( Q ) 

+ 

д 
e £ ( u £ ) • ̂  u + 

С1 (П) 

С0(П) 
D K (u£ ) • дхТu£ + 

С0(П) 

1с0(П) < 1 W 

(u £) 

С0(П) 

д 2 ^ 

\\Du£ 1 с 0 ( п ) + 

С0(П), С0(П) 

и поскольку (3.23) верна для любого г = 1,..., n, мы получим 

(3.24) \\D 3u £|с0(п) < ֊ . 

Наконец, сочетая (3.9)-(3.13), (3.20), (3.21), (3.23) и (3.24), получим 

+ | | D 2 f || < 9 2 0 
т \ \ D f I I с 0 ( п ) < е з ՛ 

д4г 
дх4 С0(П) 

<- C6 . , 

• 
13 
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Л е м м а 3.6. Существует постоянная С > 0, не зависящая от е такая, что 
С 

(3.25) \Ди £(х) — Дни £(х)\ < h2, х e О. 
е 9 / 2  

Доказательство. Оценка получается стандартным методом из разложения Тей-

• 

С > 0 

ъ(х) =  С • ֊ ^ • ^ —  , х e  Rn ,  

и 
п 

ф£(х) = K • е • ^ ^ ( c o s x i — cos 1.5), х e О, 
i=1 

где K = + -. Если обозначить 
n • (cos 1 — cos 1.5) 

Ф±(х) = и£(х) ± (у£(х) + ф£(х)), х e R n 

h> 0 

Ф-(х) < uh(x) < Ф+(х), х e Он. 

h> 0 

(3.26) ЫФ -) < 0 = Fh(uh) < ЫФ+), х e Он. 

Поскольку 
h 2 

— Д н ^ £ ( х ) = с • , 

то из оценки (3.25) будем иметь —Дн^£(х) > \Ди £(х) — Дни £(х)\. Это означает, 
что 

(3.27) —Ди £(х) < —Дн(и£(х) + ^(х)) = —Дн(Ф+ — ф^ = —ДнФ+ + ДнФ£ 

(3.28) —Ди £(х) > —Дн(и£(х) — у£(х)) = —Дн(Ф- + фе) = —ДнФ- — Днф£. 

Следовательно, 

F(u £) + ф£ = min{—Ди£ + f , и£} + ф£ = m i n { ^ u £ + ф£ + f,u£ + ф£} = 

= min{—Ди£ — Днф£ + ф£ + Днф£ + f,u£ + ф£}. 

Легко проверить, что 

(3.29) ф£ + Днф£ < 0 в R n 

h> 0 
14 
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Используя оценки (3.27) и (3.29) и определение Ф+, получаем 

F(u e) + фе = m i n { ֊ A u e ֊ Ак ֊фе + фе + Акфе + f,u e + фе} < 

< m i n { ֊ A u e ֊ Дкфе + f,uE + фе] < шin{ ֊ДhФ+ + f,u e + фе} = 

= шт{ ֊ДкФ+ + f , Ф+ ֊ <fe} < min{ ֊Ah$+ + ք, Ф+} = Fh (Ф+) . 

Аналогично можно доказать, что F(u e) ֊ фе > Fh {Ф—). Из последнего неравен-

ства, используя (i) Леммы 3.4, имеем 

Fh (Ф—) < ?(u£) ֊ фе < ֊фе < 0, 

И 

Fh (Ф+) > F(u e) + фе > ֊(M + 1)e + фе = 
n n 

= ֊(M + 1)e + K • e ^ ( c o s xi ֊ cos 1.5) > ֊(M + 1)e + K • e ^ ( c o s 1 ֊ cos 1.5) = 0 
i = 1 i = 1 

для всех x e Q. 

Таким образом, мы доказали (3.26). С другой стороны, используя неотрица-

тельность фет& фе на dQh, получим 
ф — ( Х ) < uh (x) <  ф+ (х ), 

при x e dQh. Для завершения доказательства остается воспользоваться Леммой 

• 

С л е д с т в и е 3.3. Существуют постоянные M1,M2 > 0 такие, что для малых 
h> 0 

h2 

e9 

Доказательство. Из Леммы 3.7, 

\u e(x) ֊ uh(x)\< фе(х) + фе(х), X e Qh-

• 

(3.30) \u e(x) ֊ uh(x)\< Ml-щ + M2£, X e Qh-

4 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 2 . 1 

(ii) 
3 h 2 

\u(x) ֊ uh(x)\ < \u(x) ֊ u e(x)\ + \u e(x) ֊ uh(x)\ <-(M + 1)e + Mi-9/2 + M2£. 2 e9/2  

Полагая e = будем иметь 

\u(x) ֊ uh(x)\ < C0 • h 4 / 1 1, X e Qh, 

где Co = 22(M + 1) + M1 + M2. 

15 
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