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АННОТАЦИЯ. Получены условия разрешимости задачи Дирихле для линей-
ного эллиптического уравнения второго порядка в ограниченной области 
Q С R-n, n > 2, с гладкой границей dQ £ О1  

—div ( A ( x ) ՝ V u ) + ( b ( x ) , ՝ 4 u ) — div(c(x)u) + d(x)u = f (x) — divF(x), x £ Q, 

U\QQ = u o £ L2(dQ). 

Доказано, в частности, что если однородная задача имеет только тривиаль-

ное решение, то при всех uo £ L2(dQ) и f F из соответствующих функци-

ональных пространств существует решение неоднородной задачи, оно при-

надлежит пространству Гущина O n ֊ i ( Q ) и для него справедлива оценка 

| | u | | 2 _ + r\Vu\2dx < 
Cn-i(Q) Q 

< О ( l u o l l l 2 ( e Q ) + j r 3 ( 1 + \ ln r \ ) 3 f 2 d x + j r ( 1 + \ ln r \ ) 2 \F\2dx), 
Q Q 

где r(x) — ^^^^^^отие точки x £ Q до границы dQ а постоянная О не зависит 
uo f F 

M S C 2 0 0 0 n u m b e r : 3 5 В 6 0 , 3 5 D 9 9 , 3 5 J 2 5 

К л ю ч е в ы е с л о в а : э л л и п т и ч е с к и е у р а в н е н и я , з а д а ч а Д и р и х л е , р а з р е ш и м о с т ь 

з а д а ч и Д и р и х л е . 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Р а б о т а п о с в я щ е н а и с с л е д о в а н и ю з а д а ч и Д и р и х л е в о г р а н и ч е н н о й о б л а с т и Q С 

Rn, n > 2 , с г л а д к о й г р а н и ц е й dQ G C 1 , д л я о б щ е г о э л л и п т и ч е с к о г о у р а в н е н и я 

в т о р о г о п о р я д к а 

, , Lu = -div ( A ( x ) ՝ V u ) + ( b ( x ) , ՝Чп) — div(c(x)u) + d(x)u = 
՚ = f (x) — d i v F ( x ) , x G Q, 

(1.2) u\dQ =  u 0 , 
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где u0 £ L2(dQ), функции f и F = ( f i , ..., f n ) принадлежат L2,ioc(Q), сим-

метрическая матрица A(x) = (ai j (x)), элементы которой являются веществен-

нозначными измеримыми функциями, удовлетворяет условию 

7iei2 < Е  a i j ( х ) £ & = & АШ < Y-iei2 

i, j = l 

для всех & = (£i, . . . ,&n) £ Rn и почти вcex x £ Q с положительной постоянной 

7, а коэффициенты b(x) = (Ъ\(х), ..., bn(x)), с(х) = (c i (x) , . . . , cn(x)) и d(x) яв-

ляются измеримыми и ограниченными в каждой строго внутренней подобласти 

Q 
Результаты настоящей работы анонсированы в работе [1]. К а к и в работах [2], [3], 

Q 

Дирихле для уравнения без младших членов, будем предполагать, что единич-

ный вектор внутренней нормали v к границе удовлетворяет условию Дини 

(1.3) - (x)- - ы | < w (ix - y\) 

для всех x и y из dQ, где w > 0 - монотонная функция такая, что 

Г w(t) 

J t 
0 

dt < oo, 

а коэффициенты aij непрерывны по Дини на границе: можно так изменить их 

значения на множестве нулевой (лебеговой) меры, что будет выполняться оценка 

( 1 . 4 )  i a i j ( x ) -  a i j ( y ) i < w  ( i x - y i )  

для всех x £ dQ y £ Q и i, j = 1, ..., n. Можно считать, что функция w в 

условиях (1.3) и (1.4) одна и та же. 

Относительно коэффициентов b(x), c(x), d(x) и правой части будем предполагать 

выполнение следующих условий: 

существует постоянная M > 0, такая что 

M 
(1-5) i b ( x ) i < , x £ Q, r(x)(l + i i n r ( x ) i ) 3 ՛ 4 

(1.6) [ t ( l + i i n t i ) 3 / 2 C 2 ( t ) dt< ю , где C(t)= sup ic(x ) i , 
J r(x)>t 
0 

(1.7) f t 3 ( l + i i n t i ) 3 / 2 D 2 ( t ) dt< ю , где D(t) = sup id(x ) i , 
J r(x)> t 
0 

(1.8) r 3 / 2 ( x ) ( l + i in r ( x ) i f 4 f (x) £ L2(Q) 
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(1.9) r1 / 2(x) (1 + \ l n r ( x ) \ f 4 F(x) G (L2(Q))n, 

где r(x) ֊ расстояние от точки x G Q до границы dQ. 

Под решением задачи (1.1), (1-2) будем понимать функцию u из W^ ioc(Q), удо-

влетворяющую уравнению (1.1) в смысле обобщенных функций (см. [4]), т.е. та-

кую, что для всех п G C^°(Q) выполняется интегральное тождество 

j w ^ + ֊ փ ) ա , v , , ) d x + j т . ) , ъ ) + „ ш п  d x = j Մ „ + f щ » d x , 

Q Q Q 

и удовлетворяющую условию (1.2) в следующем смысле: 

для каждой точки x 0 G dQ найдется такая ее окрестность Vxo с dQ, что 

J (u(x + б- (x 0 ) ) — u 0 ( x d s ^ 0 при б ^ + 0 . 

К о 

Целью настоящей работы является исследование разрешимости задачи (1.1), 

(1.2). 

u 

ствует) принадлежит пространству Гущина Cn-1 (Q) (n — 1)-мерно непрерывных 
Q 

2, 

I r ( x ) I V u ( x ) \ 2 d x < 
(x)\vu(x) 

Q 

Напомним, что банахово пространство (n — 1)-мерно непрерывных в Q функций 

C(Q) 

лом 

в котором 

l(v) = j Mn-1 ({x G Q : \v(x)\2 >X}) dX, v G C(Q), 
0 

J ^ r n - 1 : ( J B r i D E I , 

i=1 i=1 J 

а точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества Е шарам и B r . 

радиуса ri. Отметим только, что функции из Cn-1(Q) с L2(Q) имеют следы на 

любом замкнутом множестве Г cQ положительной (n — 1)-мерной меры Хау-

сдорфа, и если Г с dQ G C \ то множество таких следов со впадает с L2(r). 

Наряду с задачей (1.1), (1.2) рассмотрим следующие задачи Дирихле: 

ք—div (AVv)=0 
(1.10) { { ' 

[ v \ a Q = u 0 
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И 

(1.11) 

{—div(AVw) = — (Ъ, Vw) + div(cw) — dw — (Ъ, Vv) + div(cv) — dv + f — divF 

w\dQ = 0 ,  

v 
Справедливость следующего утверждения очевидна. 

v 

для того чтобы функция u являлась решением задачи (1.1), (1.2) необходимо и 

достаточно, чтобы функция w = u — v являлась решением задачи (1.11). 

Задача (1.10) однозначно разрешима при всех u0 € L2(dQ) (см. [2]), ее решение v 

принадлежит пространству Cn-1(Q) и для него справедлива следующая оценка 

\ \ v t - +  r ( x ) \ V v ( x ) \ 2 d x < const \\uo\\l2(dQ)  ,  
Cn-i(Q) j 

Q 

uo 

Следовательно, в силу утверждения 1.1, задача (1.1), (1.2) разрешима тогда и 

только тогда, когда разрешима задача (1.11). 

Введем следующие пространства: 

U(Q) = | u € W2\loc : J r(x) \Vu(x)\2dx < ж, u € Cn-i 

Q 

\\u\\u(Q) = \\uf — +  r ( x ) \ V u ( x ) \ 2 d x , 
C n - 1 ( Q ) J 

Q 

(Q) = {u € U(Q), u\dQ • 

Q 

U (Q) = | u € U(Q), u\dQ =< 
о 

Следуя [3j, обозначим через H1 (Q) пополнение C§° (Q) по норме, порожденной 

скалярным произведением 

(u, v) • = f  (Vu>  V v ) 3 / 2 dx, 
' h i ( Q ) J r (1 + \ l n r \ ) 3 / 2  

Q 

о 

а через H (Q) - пополнение C^(Q) по норме, порожденной скалярным произве-

дением 

M k Q ) = J ( 1 + \ I n r \ ) 1 / 2 ( V u , V v ) + ֊ ֊ 7 2 )  d x-

Напомним, что r (x) ֊ расстояние от точки x € Q до границы dQ. 
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Имеют место следующие вложения 
о о 1 о о 

Я1 (Q) С ^ 2 (Q) С Я (Q) CU (Q). 
о о 

Справедливость вложения H (Q) С U (Q) установлена в работе [3], остальные 

вложения вытекают из следующих оценок для фуннкций из C^(Q) : 

||«|| о 1 < const\\-n\\ ^ и ||п|| ° < const\\-n\\ • 1 , 
W 2 ( Q ) ~  1 1 ՝՝Hi(Q)  1 1 '՝՝H(Q) -  1 1 Wշ(Գ) 

где постоянные не зависят от п- Справедливость первой оценки очевидна, а вто-

рую оценку можно получить применением неравенства Харди, см. [8] (подробнее 

см. доказательство теоремы 1). 

Так как решение задачи (1.1), (1.2) и решение задачи (1.10) принадлежат про-

странству U(Q), см. [7], [2], то из утверждения 1.1 следует, что решение w задачи 
о 

(1.11) принадлежит пространству U (Q). 

Рассмотрим далее выражение 

Tu = — (b, Vu) + div(cu) — du 

из правой части уравнения (1.11). 

Т е о р е м а 1 .1 . T является линейным и ограниченным оператором, д е й с т в у ю -
о о 

U ( Q ) H1 (Q) H1 (Q) 

Доказательство. Пусть x 0 G dQ произвольная точка границы dQ области Q. 

Фиксируем локальную систему координат (x',xn) с началом в точке x°, а ось 

xn направим по внутренней нормали v(x0) к dQ в точке x°. Поскольку граница 

области гладкая, dQ G C\ то существует rxo > 0 и функция ф^з G C  1(Rn-1), 

удовлетворяющая условию: 

<fxo (0) = 0, V ^ x o (0) = 0 и (x') | < ւ для всех x' G Rn-1, 

такие, что пересечение области Q с шаром U^0) = {x : \x — x°\ < rxo} радиуса 

rxo с центром в точке x 0 имеет вид 

) = U  ( Г * 0 ) 

Тогда 

Q Ո Ux0x = Uxo*0' ո {(x',xn) : xn > Vx! (x')}. 

dQ Ո U%'°) = U(! x0 { Ո {(x',xn) : xn = Vx! (x')}. 

Положим lxo = Հ շ и из покрытия ^U^o*0\x° G dQ^ границы dQ выберем ко-

нечное подпокрытие Ux imim), m = 1,... ,p. Обозначим 

Um = Ux rmm), rm = rxm, lm = Ixm, фт = , где m = 1,... ,p. 
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Пусть 

h = 1 ( 7 5 - Հ ) — . , , 

Тогда каждый из криволинейных "цилиндров" 

nlm՝h = {(х', Xn) : \x'\ < lm, фт(х') <Xn < фт(х') + h}, m = ! , . . . ,p, 

лежит в соответствующем шаре Um, также как и в Um Ո Q. 

Пусть l0 < h такое положительное число, что дополнение в Q области 

Qi0 = {х € Q : r(x) = dist (х, dQ) > lo} 

содержится в объединении "цилиндров" П^^ , m = 1,... ,p : т.е. 
p  

Q l 0 = {х € Q : r(x) = dist (х, dQ) < lo} С \J П е™ 
m=1 

Легко видеть, что для всех х = (х', xn) € П m = 1,... ,p, имеем: 

r(x) < xn - фт(х') < —r(x). 

m, 1 < m < p 

координат с началом в точке xm. В дальнейшем зависимость функции фт от 

номера m отмечать не будем: ф = фт. 

Определим отображения L и L_1 пространства Rn на себя соотношениями 

L(x) = (х' , xn - ф(х')), х = (х' , xn) и L_i(y) = (y' , yn + ф(у')),У = (у', УП). 

Образ П т ՚ հ при отображении L будем обозначать через т.е. £(Ոք;ր ,հ) = 
П lm,h m 

Возьмем произвольные u € U(Q) и n € C^(Q). Обозначим u(y', yn+ф(у')) = й(у), 

n(y',УП + ф(У')) = П(у)- Рассмотрим 

(Tu, n) = — j(b(x), Wu(x))n(x)dx — j(c(x)u(x), Wn(x))dx — j d(x)u(x)n(x)dx. 

Q Q Q 

В силу (1.5) 

J (b(x), ՝4u(x))n(x)dx 

Q 

< M Г \^u ( x )\\n ( x )\ dx < 
Q r(x)(1 + \ ln r ( x ) \ f / 4  
Q 

< M r(x) \ Vu(x) \  2dxj ^ 

1/2 / \ 1/2 

dx I < I II n  ( x )  

r3(x) (1 + \ l n r ( x ) \ f / 2  

Q 
4 2 
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1/2 

dx 
r3(x) (1 + \ ln r(xMf> 2  

Q 

n2(x) 

<  M ^ ^ Ա r3(x) (1 + \ln r(x)\f2 

rj2(x) 

Далее, применяя неравенство Харди, имеем 

f r2(x) dx 
J r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 J r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
Q Q l 0 

Հ^ f r2(x) , 1 [ 2 / \ j + у Հ-рт dx < -n r (x) dx+ 
m=1 J h r3(x) (1 + \ ln r ( x ) \ f 2  

dx+ 

+ , S ( Պ / У й ^  d - = У r 2 x  d x + 

0 \y' l<lm 

/V n ՛ 

I f  rT  (y  ) dT . ՛ 

— f -T-i-dy < const \Wr(x)I2 dx+ 
yn (1 + \ ln y n \ f 2  У < j \  r (  U  

+ £ ( Հ ՝ 

է V n ՛ \ 
h ' I Гт (y ,T)dr 

m=1 
( 

dy 

\y'\<lm 0 
УП /2 ( 1 + \ l n y n \ F 4  

dyn < 

/ 

const J \Vr(x)\2 dx + ^ J dy J 

\Q  m=1\y'\<im 0 

r l n  ( y  , Уn )  

1 - 0 yn ( 1 + \ l n y n \ f / 2  

dyn I < 

const \Vr\2 dx + 
\vn(y)\2  

Q 

Уп (1 + \ l n y y n \ f 2 
dy I < 

(1.12) 

Следовательно, 

const 
\Vn(x 

r(x) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
dx. 

(b(x), Vu(x))n(x)dx 

Q 

u n 

В силу (1.6) 

(c(x)u(x), Vn(x))dx 

<  c o n s t \ u \ U ( Q ) \\ոկi{Qy 

< J C(r(x))\u(x)\\Vn(x)\dx < 

Q 
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< I r (x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 2 C (r(x))u (x)dx 
\ Vn(x 

r(x) (1 + \ ln r(x) \)2  
dx I  

1/2 

< I / r (x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) u 2 ( x ) d x 
Hi ( Q ) 

< 

+ 

< ( C Ч а д / г ^ г + пп г ( х ) W i ^ 
Qe0 

+ £ f r(x)(1 + \lnr(x)\) 3 / 2C2(r(x))u2(x)dx)1 / 2\\n\\Hi(Q) < 
m = 1 n m , h 

n m 

< (C2(l0) max r ( x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 I u2(x)dx+ 
xeQe0 J 

Qlo 

Yj j УП( 1 + ln 725 УП ) C ^ ֊ yR)J W(y ,yn)dy dyn)1 / 2\\n\\ < 
H1(Q) 

<  cOnst (\\u\\l2(Q) + E j y ^  1 +  l n — УП ^  C 2 ^— УП^  d y . 

m=1 

x max 
0<yn<h 

J u2(y',yn) dy')1 / 2\\n\\Hi(Q) < 

< const 

\y'\<i 

p 1/2 

\\u\\L2(Q) + Y10ma<h J  u 2 (y'  ,yn)d-y' 
V  m = 1  Ո՜ \y'\<lm 

H1(Q) 
< 

\y'\<lm 

1/2 
<  c on s t ( \ \ u f L 2 ( Q ) + \\u\\2on_i(Q)) \ \n\\H l i Q ) <  c on s t\\u\\u(Q) \ \n\\H l i Qy 

u n 

И наконец, в силу (1.7) и (1.12), аналогично предыдущим оценкам, получаем 

d(x) u(x) n(x) dx < J D(r(x))\u(x)\\n(x)\ dx < 

Q 

< I / r3(х)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 2 D (r(x))u (x)dx 

Q 

n2 ( x) 

Q 

r3(x) (1 + \ lnr(x)\) 2  
dx I  

1/2 

< const \ r 3 ( x ) ( 1 + \ln r(x) \ )3 / 2D2 (r(x))u2(x) dx 

Q 

44 

H1(Q) 
< 

2 

x 

2 



О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ Д Л Я ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ... 

< ^ n ' m j +1 i n ( x ) + ± j  r  

m = 1 - t m , h 
Qlo 

+ | ln r(x)\)3 / 2 D2( r(x))u2(x) dx)1 / 2 \ 
՝H1(Q) 

< 

< const(D 2(l0) max r3(x)(l + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 / u2(x) dx+ 
x£Qe0 J 

Qio 

+ ± f  уП {՝ + | l n £ 
D ( ^ yn)  u  (y ,Уи )  dy  dyn)2 \nyH liQ)< 

< const(\\u\\ 2L2(Q) + ^ I yn ± J  y 3n ( l + | l n ֊  yn\Y ^  yn)  d ynX 
m=1 0 

< const 

\ 

x max / u2(y',yn) dy')1 / 2\\nil о < 
0<yn<h J ^  1 1 "'H1 ( Q ) ՜ 

\y'\<lm 
1/2 

\\u\\L2(Q) + 0 m a < h f  u 2 (y' ,yn ) dy' ՝՝H1(Q) 
< 

\y'\<l, 

\ 1/2 ,, , 
о < const\\u\\U(Q) inil о , 

H 1(Q) ՜  1 1  l l U ( Q ) l l / ՝ ՝ H 1 ( Q y <  c on s t ^ u \ l 2 ( Q ) + \\u\ \ Cn-1 (Q)) 

u n 

Таким образом, для произвольных u G U(Q) и n £ CQ°(Q) имеет место оценка 

\{Tu,n) \ <  c on s t\\u\\u(Q) 
H1 (Q) 

с независящей от u и n постоянной. Так как функции n и з C^(Q) всюду плотны 
о 

в H1 (Q) , то из полученной оценки немедленно вытекает ограниченность рас-

сматриваемого оператора T : U(Q) ^ H1 (Q) . Теорема доказана. • 

В [3] установлено, что для любой правой части g' G H1 (Q) 

ние задачи 

(1.13) -div(AVu) = g', u\dQ = 0, 
о 

оно принадлежит пространству H (Q) и имеет место оценка 

существует реше-

ԻկQ <  C\\g'\\ H 1 ( Q ) ] " 

с независящей от g' постоянной. Следовательно, если через L - 1 обозначить опе-

ратор, ставящий в соответствие правой части g' G 
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задачи (1.13), то L ^ 1 является линейным и ограниченным оператором, действу-
՜ О 1 * о 

ющим из H1 (Q) в H (Q). Таким образом справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 1 .2 . Lg՜1 T является линейным и ограниченным оператором, деист,ву-
О ющим из пространства U(Q) в H (Q). 

Пусть w является решением задачи (1.11). Тогда нетрудно видеть, что w является 

также решением операторного уравнения 

w = L g1Tw + L g1Tv + L g1(f — divF) 
О 

в пространстве U (Q), где v ֊ решение задачи (1.10), (1.11). С другой сторо-
О 

ны, если функция w из пространства U (Q) является решением операторного 

уравнения 

w = Lgg1(Tw + Tv + f — divF), 
w 

следующее утверждение. 

w 

w 
О 

(1.14) w — L g1Tw = L g1g, w GU (Q), 
О 

в пространстве U (Q), где g = Tv + f — divF, a v - решение задачи (1.10). 

Заметим, что при выполнении условий (1.8), (1.9) слагаемое f — divF в правой 
г о ] * 
H1 (Q) 

нием (1.14) рассмотрим соответствующее операторное уравнение в пространстве 

H (Q) : 
1 О 

(1.15) w — L g g1Tw = h, w GH (Q). 

Из теоремы 1.2 следует справедливость следующего утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 1 .3 . Если g G H1 (Q) U (Q) 

является решением (в H (Q)) уравнения (1.15) с h = L g g. 

З а м е ч а н и е 1 .1 . На самом деле справедливо более сильное утверждение, а имен-
О 

H (Q) 
О 

лежит H (Q). 

Объединяя утверждения 1.2 и 1.3, получаем 
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w 

w 
о 

уравнения (1.15) в прост,ранет,ее H (Q) с правой частью h = L0 (Tv + f — divF), 

где v решение задачи (1.10). 
1 о 

Далее, если рассмотреть оператор L - T в гильбертовом пространстве H (Q), то 

справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1 .4 . L00 1T является вполне непрерывным линейным оператором, дей-
о о 

ствующим из H (Q) в H (Q). 

Доказательство. Так как оператор Լ - 1 является ограниченным линейным опе-
о о 

ратором, действующим из пространства [Hi (Q)]* в пространство H (Q), то для 

T 
о о 

непрерывным линейным оператором из H (Q) в [Hi (Q)] * . Рассмотрим последо-

вательность операторов 
о 

Tkw = —(bfc(x), Vw(x ) ) + div(ck(x)w(x)) — dk(x)w(x), w GH (Q), k = 1, 2,..., 

bk(x) = 

ck(x) = 

dk (x) = • 

b(x), если r(x) > k 
0, если r(x) < k 

) c(x), если r(x) > k 
I 0, если r(x) < k 

d(x), если r(x) > k 
0, если r(x) < ֊ . 

Легко видеть, что оператор Tk, k > 1, является вполне непрерывным линейным 
о о 

оператором из H (Q) в [H1 (Q)]^- ^^^^^^^^етьно, пусть { w ( x ) } ֊ ограниченное 
о 

множество в H (Q). Тогда, очевидно, множества {(bk(x), Vw(x))}, {ck(x)w(x)}, 
о 0 1 

{dk(x)w(x)} ограничены в L2(Q), тем самым компактны в Wշ (Q) (см., напри-
о 

мер [9J) и, следовательно, в [H1 (Q)]^- Покажем, что \\T — Tk|| ^ ^ и k ^ ж. 
о 

Для произвольных w GH (Q) и п G CQ°(Q) рассмотрим 

{ ( T  —  T k М =  — j  (b ( x ), V w ( x ) ) v ( x )  d x  — j  ( c ( x ) w ( x ) , V , ( x ) )  d x— 

Ql/k Ql/k 

j d(x)w(x)n(x) dx = Ii + 1շ + I3. 
Q l / k 
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Далее будем следовать схеме доказательства теоремы 1.1. Будем считать k > ^է. 

В силу (1.5), (1.12) 

\Vw(x) Hn(x) \ 
\I1\< M 

Q 1 / k  

r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 4  
dx 

M r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 1 / 2 \ V w ( x ) \ 2 dx 

\ Q 1 / k  

n2 ( x) 

\ Q 1 / k  

r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 2  
dx I < 

const 
< 7ГГ\\w\\ о о 

( 1 + \ ln  1 \ ) 1 / 4  H ( Q )  H 1 ( Q )  
= Z1(k)\\w\\ H (Q)՝՝ H1 (Q)' 

где £ 1 (k) ^ ^ и к ^ ж . 

В силу (1.6) 

( 

\I2\< r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) w 2 ( x ) dx I X 

\ Q 1 / k  

( 
\Vn(x 

r(x) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
dxI 

< 
E 

\ Q 1 / k  

r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) w 2 ( x ) dx 
H1 (Q) 

< 
ւ m=1 e , 
\ nm?՛  h n o 1 / k  

I p V5/2k 

< ± J dyn J Հ 1 + ln — yn ^ C Հ y ^ w2 (y , yn)dy I X 
» m=1 n , ,, \  0 \ y \<lm 

x\\n\\ о < \\ '\\h 1 (Q) < 

( 1/k 
5 
4 

0  

( 
У ^ max 

m=10<yn <v5/2k 
w2(y ',yn)dy ' 

՝H1(Q) 
< 

\y'\<lm 

< e2 ( k )\\w\\Cn-1(Q)M\H 1{Q) <  £2 ( k)\\w\\H{Q)\\n\\H 1(Q), 

где £2(k) ^ ^ и к ^ ж . 
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И наконец, в силу (1.7), (1.12), аналогично предыдущим оценкам, получаем 
1 

I 

| ! з | < / r3(x)(1 + I l n r ( x ) l ) 3 / 2 D 2 ( r(x))w 2(x) dx I x 
Q1/k 

( 
n2(x) 

r3(x) (1 + I l n r ( x ) \ ) 3/2 
dxI 

< const 
E 

Q 1 / k 

r3(x)(1 + I l n r ( x ) \ ) 3 / 2 D 2 ( r(x))w 2(x) dx 
m=1 ք , 

\ n m m ՝ h n Q i / k  

՝ H i ( Q ) ՜ 
< 

( p V5/2k 

const 
d y n J  y U { 1 + | i n - я у п \ У  D 2 { - y n ) 

\У \<lm 

x п о < const 
\\  IUH i (Q) < 

( 1/k 

D ( — У и ) w (у ,yn)dy | x 

1/2 

/ ^ ( Ж М ) - ^ ] x 

/ 1/2 

у max 
m==1 o < y „ < v 5 / 2 k 

w2(y', yn)dy' 
H1(Q) 

< 

( 1/k 

У'\<1т 
1 2 

const [ t3(1 + I ln t l ) 3 D2(t) d t ] \ 4 \ 0 _ ւ 

V ° J 

( Q ) \M\ о < £3(k)\\w\\ о \\п\\ о , 
( Ч ) " ' Hi(Q) ~  3V  Л1 ՝՝H(Q)՝՝  1 Hi(Q) 

где £3(k) ^ ^ и k ^ ж. 

Таким образом, имеет место оценка 

\{(T — Tk)w,n)l< £(k)\\w\\H(q)\\n\\H 1(Q), 

где e(k) = e1(k) + £2(k)+ e3(k) ^ ^ и k ^ ж , откуда следует, что \\T — Tk\\ ^ 0 

при k ^ ж. Следовательно, как предел вполне непрерывных линейных опера-

T 
о о 

действующим из H (Q) в [H1 (Q)] * . Теорема доказана. • 

Таким образом, изучение разрешимости задачи (1.1), (1.2) сведено к изучению 
о H 

(Q) с вполне непрерывным оператором L - 1 T . В силу теоремы Фредгольма, для 
о 

H (Q) 
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условие ортогональности правой части h подпространству решений сопряженной 

однородной задачи. В частности, операторное уравнение (1.15) в гильбертовом 
о о 

пространстве H (Q) имеет решение при любой h из H (Q) , если однородное 

уравнение 
о 

(1.16) w - L - 1Tw = 0, w GH (Q). 

имеет только тривиальное решение w = 0. Но, в силу теоремы 1.3, решение 

уравнения (1.16) является решением однородной задачи 

(1.17) Lw = 0, w\aQ = 0 . 

Тем самым для задачи (1.1), (1.2) имеет место следующая теорема об однознач-

ной разрешимости. 

Т е о р е м а 1 .5 . Пусть однородная задача (1.17) имеет только тривиальное ре-

шение. Тогда для всех u0 G L2(dQ), f и F, удовлетворяющих условиям (1.8), 

(1.9), существует решение задачи (1.1), (1.2). Оно принадлежит пространству 

U(Q) и для него справедлива оценка 

իք + r ( x )\Vu (x )\2dx < const ( |խօ | |Լ (gQ) + 
C n - 1 ( Q ) J 

Q 

+ J r 3 ( x ) ( 1 + \ ln r ( x ) \ f / 2 f 2 (x)dx + J r(x) (1 + \ ln r ( x ) \ f / 2 \F (x)\2 dx), 

Q Q 

с независящей от u0, f и F постоянной. 

Доказательство. Существование решения задачи (1.1), (1.2) мы уже доказали 

u 

(1.1), (1.2). Тогда u = v + w, где v ֊ решение задачи (1.10), w - решение задачи 

( 1 . 1 1 ) . Следовательно | | U | | U ( Q ) < | | V | | U ( Q ) + | | w | | U ( Q ) . Далее, имеем 

||w||u(Q) < M H ( Q ) < const HL- 1 (Tv + f - divF)||H(q) < 

< const (ЦиЦшы + f || о + HdivF|| о ) , 
V " l l t t ( Q ^ U I I [ H i ( Q ) ] * [ H i ( Q ) ] V 

| | v | | U ( Q ) <  c on s t h o h ^ S Q ) -

В силу (1.8), (1.9) и (1.12), для произвольной функции ո из C0՝°(Q) имеем 

1/2 

\(f,v)\ J f (x)n(x) dx 
Q 

< ^J r3(x)(1 + \ ln r(x)\) f 2 (x) d x j x 
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rj2(x) 

r3(x) (1 + I lnr(x)l) 2  
dx I  

< ( / r 3 W ( i + 1 l n r W \ > 3 f 2 x 

Hi (Q) 

\{divF, n)I = (F(x), Vn(x)) dx < 

< ( J r(x)(1 + I ln r(x)\)3 IF (x)I2 dx 
H1(Q) 

Таким образом, получаем оценку 

\ M \ u ( Q ) < cons t ( \ \ v \ \ U ( Q ) + \ \ f 1 ( Q ) ] 4 + \ \ d i v F \ \ [ H Q ] t ) < 

0\L2(Q) + ( j r3(x) (1 + I ln r ( x ) I f 2 f  2(x)dx] + const 

1/2 

+ U n.m + nn ,-խ)\ք I F ( ւ , , 2 d x 

Q 

с независящей от u0,f,F постоянной. Теорема доказана. • 

A b s t r a c t . The paper gives some solvability conditions of the Dirichlet problem for 

the second order elliptic equation 

— div (A(x)՝Vu) + (b(x), Vu) — div(c(x)u) + d(x)u = f (x) — divF(x), x G Q, 

u\aQ = uo G L2(dQ) 

in bounded domain Q С Rn (n > 2) with smooth boundary dQ G C1. In particular, it 

is proved that if the homogeneous problem has only the trivial solution, then for any 

u0 G L2(dQ) and f , F from the corresponding functional spaces the solution of the 

non-homogeneous problem exists, from Gushchin's space Cn-1(Q) and the following 
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inequality is true: 

Ի \ \ Լ - ւ { ց ) + / г \՝^ս\2dx < 
Q 

< C M K U L O Q ) + J r3 (1 + \ l n r \ ) 3 ' 2 f  2dx + j r (1 + \ l n г \ ) 3 / \F\2dxj , 
Q Q 

where r(x) is the distance from a point x e Q to the boundary dQ and the constant 

C does not depend on u0, f and F. 
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