
Известия HAH Армении. Математика, том 46, н. 2, 2011, стр. 3-12. 

О П Т И М А Л Ь Н О Р А В Н О М Е Р Н О Е П Р И Б Л И Ж Е Н И Е 
М Е Р О М О Р Ф Н Ы М И Ф У Н К Ц И Я М И В П О Л О С Е 

С. Г. АЛ Е К С АН Я Н 

Институт Математики НАН Армении 
E-mail: asargis@instmath.sci.am, 

АННОТАЦИЯ. Пусть функция / непрерывна в замкнутой полосе Sh и голо-
морфна в ее внутренности. Исследуется задача оптимально равномерного 
приближения / на Sh мероморфными функциями д. Рост функций д оце-
нивается в терминах их неванлиневской характеристики T(г,д). Этот рост 

/ 
свойств на границе. При этом рассматривается возможное расположение по-

д 
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Задача оптимально равномерного приближения на вещественной оси R меро-
морфными функциями исследовалась в работе [1] Н. Аракеляном и Р. Авети-
сяном . Здесь рассматривается задача оптимально равномерного приближения 
в замкнутой полосе мероморфными функциями. Целью этой работы является 
конструирование мероморфных функций, аппроксимирующих заданную функ-
цию f в полосе и при этом имеют возможно медленный рост на комплексной 

плоскости C (в терминах их неванлиневской характеристики). Очевидно, что 
f 

полосы. Здесь мы улучшаем и одновременно уточняем результаты, полученные в 
работе [2]. Аналогичная задача о равномерном приближение целыми функциями 
исследовалась в [3]. 
В этой работе мы вводим классы мероморфных функций, которые илюстриру-
ют возможность оптимально равномерного приближения данной функции меро-
морфными функциями в полосе. Такие классы рассмотрены также в работе [2], 
но полученные здесь результаты более точные, так как в некотором смысле они 
обратимые. 
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Работа состоит из двух параграфов. Первый из них содержит введение и вспо-
могательные сведения, а второй - основные результаты и их доказательства. 

1.1. Обозначения и определения. Замыкание, внутренность и границу мно-
жества E С С обозначим соответственно через E, E° и дЕ. 
Положим также 

R+ := {x е R : x > 0}; 
Dr (a) := {z е С : \z — a\ < r} для a е С, r > 0 ֊ открытый круг, Dr = Dr (0); 
Sh := R x [—h, h] дая h > 0 ֊ полоса; 
Да := {С е С : |arg Z\ < а/2} дая а е (0, 2п) ֊ угол; 
Д а (в) := {Z е С : |arg Z — в\ < а/2} кия а, в е (0, 2п); 
Д а (в, a) := {Z е С : (Z — а) е Да (в)} дая a е С ֊ угол с верш иной a; 
ՀՀ := С\ (Дп-а (—п/2, —2ih)° U Д п - а (п/2, 2ih)°) U S2h дая h> 0; 
Qh,r :=  Qh ո Dr дая h> 0 r > 0. 

Пусть Հ - открытое множество в С и Е относительно замкнутое множество в Հ . 
Для класса C (Е) непрерывных функций f : Е ^ С рассмотрим равномерную 
норму 

\\f УЕ = sup\f (z)\ 
z£E 

И ПОЛОЖИМ 

Mf (r) = Mf (r,E) := \\f W E D , 
Cb (E) := {f е C (E): \\f W E < 

Пусть Cp (ՀՀ) ֊ класс р-раз непрерывно дифференцируемых (в смысле R 2) ком-
плексных функций на Հ . Для жордановой области D с положительно ориентиро-
ванной кусочно гладкой границей и C^функции и в окрестности D, следующая 
формула является комплексной версией известной теоремы о дивергенции: 

(1.1) u (z) dz = i 2duda, 
JdD J D 

где Ծ ֊ плоская мера Лебега на D и 

(1.2) 2ди = д\и + д2и. 

Как обычно, обозначим через H(Հ) класс голоморфных функций в Հ , так что 
условие f е H (Q) означает, что f е C1 (Հ) и df = 0 в Հ . Для относительно 
замкнутого множества E С Հ положим 

A (E) = C (E) Ո H (E°) и Ab (E) = Cb (E) Ո H (E°). 

Пусть A' (E) и A" (E) классы функций E ^ С, которые соответственно один и 
два раза непрерывно дифференцируемы на E в смысле С. 

4 



ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Мы будем использовать функцию Р. Неванлины log+ : R+ ^ R+, определяемую 
формулой: 

, + (О, если 0 < x < 1, log+ x = < , 7 ՜ 
լ log x, если x > 1. 

Очевидно, log+ неотрицательная и неубывающая функция на R+. Пусть T (r,g) 
неванлиновская характеристика мероморфной функции g, g(0) = ж : 

/• 2п /• r 
T (r, g) = (2п) - 1 ln+ \g(re i e) \ dd +1 n (t,g) t - 1dt, 

J 0 J 0 

где n (t, g) число полю сов g в Dt (с учетом их кратностей). 

1.2. Приближение на Sh функциями из A (OJJ). В этом пункте мы построим 
голоморфные функции F G A (Ռ՚հ), ^ ^ ^ ^ ^ ^ аппроксимируют функцию f в по-
лосе Sh и имеют возможно медленный рост на Сначала докажем следующую 
вспомогательную лемму. 

Л е м м а 1.1. Пусть 0 < 2h < п и a G (0, п). Тогда существует функция q(Z, Z), 
такая что 

(1.3) q(Z,Z) = 1 для Z G па 

и q (Z, Z) удовлетворяет неравенству 

(1.4) \q (Z, Z)\ < k (|ln(|e| + 1) ֊ ln(|z| + 1)|2 + ^ , 

где Z = Հ + Щ и k = k(h, a) > 0. 

Доказательство. Пусть 

Z = G(w) = ±(ew ֊ e -w) 

конформное отображение полосы Sn/2 на 

Л = C\{Z G C : Re Z = 0 и |Im Z \ > 1} 

Представляя Z = x + iy = G(u + iv) получим 

x = 2(e" ֊ e - u) cos v и y = (eu + e - u) sin v. 

Для a G (0, п) существует постоянная h = հ(թ) G (0,п/2) (a = п ֊ в), такая что 
G - 1 (Ар Ս Д^ (п)) с Sh. Искомую функцию можно определить формулой: 

(1.5) q (Z,Z)= 25 ( ( G - 1 (Z) ֊ G - 1 (Z))2 + 2 б ) - 1 для Z G ՏՀ и Z G Па\5\. 
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Из (1.5) следует q(Z,Z) = 1 Д л я Z € 0a\Sh. Очевидно, что q(Z, •) € H (0,%) для 
фиксированного Z € 0 ^ Теперь мы должны оценить рост функции q (Z,z) для 
Z € 0a\Sh и z € 0%. Учитывая, что G - 1(Z) < ln (|ZI + 1) + 2, из (1.5) получим 

\q(Z,z)l <  2 5 2— < 

(ReG - 1 (Z) - ReG - 1 (z))2 + 3՜ 

(1.6) < c((ln (|Z| + 1) - Re G - 1 (z))2 + l) - 1, 

где c = c(a, h) > 0. • 
Следующая лемма улучшает и одновременно уточняет Лемму 1 работы [2]. 

Л е м м а 1.2. Пусть f € A" (Sh) u a € (0, п/2). Тогда для любого е > 0 суще-
ствует функция F € A (0а), такая что 

(1-7) f - F||Sfc < е, 

(1.8) Mf (r) < 3Mf (Ir + h)+ ce exp {ca2r} , 

где 
c 

(1.9) ar (f ) = 1 + - max {\z\ f (z)\ + |z | \ fd(z)\} 
e \z\<lr+h 

для l = 1 + tan (a/2) > 1, fg сужение f на dSh и c = c (h,a) > 0 ֊ постоянная, 
a h 

Доказательство. Заменяя f на е - 1 f и F на e - 1F, можем свести доказательство 
к случаю е = 1. Мы докажем лемму для случая 2h < п; тел и 2h > п, то выберем 
n = n (h) > 0 так, чтобы 2h/n < п и как легко видеть доказательство сведется к 
рассматриваемому случаю. 

Продолжим f как в Лемме 5 из [3]: пусть f,(Z) = f (Z) для Z € Sh и 

(1.10) f (Z):= if (Հ + Ո - han + ihar>) + (1 - i) f (Հ + ihar>), Z = Հ + in € C\Sh, 

где ar функция знака, то есть a0 = 0 и ar = n/|n| Д л я Ո = 0- Из (1.10) следует, что 
f* € C1 (C). Рост функции f * на 0а согласно (1.10) удовлетворяет неравенству 

(1.11) Mu (r, 0а) < 3Mf (lr + h,Sh) дая r > 0. 

Из (1.10) следует также df* (Z) = 0 дая Z € Sh. При этом из (1.2) и (1.10) имеем 

(1.12) 2df* (Z) = (1 - i) [f' (Z + Ո - har + ihar) - f' (Z + ihar)] 

для Z = Z + in € C\Sh. Очевидно, что f* € C'' (0а) и из (1.12) получим оценку 

(1.13) |df* (Z ) | < (\n\- h) Mf՛ (l |Z| + h,dSh) дая Z € 0Հ\5\. 
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ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ... 

Следующее неравенство следует из (1.9) и (1.13): 

(1.14) \(dfՓ) (Z) \ < с ( Ո ֊ h) аш/|£| для Z = Հ + in G 

где с = с (a,h) > 0. 

Теперь перейдем к построению искомых функций. Пусть Z ^ n (|Z|) G N для 

Z G дПа - кусочно постоянная функция; фиксируем n (|Z|) условием 

(1.15) 0 < ֊ n (|Z|) < 1для Z G д 

Для (Z,Z) G (Па)2 определим функцию Qz (Z) = Q (Z,Z) G H (П%), такую что 

Qz (Z) = 1 для Z G Տդ 
(Z ֊ Z \ " ( | z | )  

(1.16) Q (Z,Z):.= [ x q (Z,Z) , 

где Z0 Для Z выберем так, что Re Z0 = Re Z для любого Z G na\Sh и 2d (Z, dSh) = 
d (Z0, dSh) дая Z G д в качестве q(Z,z) возмем функцию из Леммы 1.1, удо-
влетворяющую условиям (1.3) и (1.4). 
Из формулы и теоремы Коши следует, что 

f г w \ л / \ յ \ ֊ 2 ™ , если Z G D 
( 1 Л 7 ) L  Qz  ( Z )  Cz ( z ) d z = { Z G ՈՀ ֊ D 

для любой жордановой области D с Ո՚է с кусочно гладкой, положительно ори-
ентированной границей. 

r > 0 

(1.18) Ir (Z)= п - 1 I Gz (Z) daz дая Z G r, 

С подынтегральной функцией Gz (Z) = ( d f Փ ) (Z)Qz(z)Cz(Z). 
Введем функции Fr G C (ո^ следующим образом 

(1.19) Fr (z) = ( f ) ( z ) + Ir (Z) дая Z G . 

Из (1.1), условия дф = 0 и теоремы Морера следует, что Fr (Z) G H ^(ո՚Օ,,r) 

Очевидно также, что Fr G A ԼՈ^ rJ для любого r > 0. 
Докажем, что при r ^ ж интеграл Ir локально-равномерно сходится на Ո՚է к 
несобственному интегралу 

I^(Z) = п - 1 Gz (Z) daz для Z G . 
յոՀ\տհ 

Тогда в силу (1.19), искомую функцию F G A (&%) можно определить формулой 

(1.20) F (Z) := f ) (Z) + I(Z) для Z G Ո՚է. 
7 
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Из определения (1.20) следует, что 

(1-21) \\f - F|Ա = \\U\sh, 

(1.22) \F (z)\ < \ f ) (z)\ + \I^(z)\ дая z G ՀՀ, 

так что приближение функции f на Sh функция ми F G A (Հ%) и оценка роста F 
на Հ՚է сводится в этой схеме к оценке 

Ir 

r ^ ж ) на ՀՀ. Из (1-16) для z G ՀՀ и Z G ՀՀ\Տհ имеем оценку 

(1.23) \Gz(z)\ < \df* (Z )| 3h + 2 \Հ\ S -\n\ 
2h + 2 \Հ\ S 

n(\C\) 
X \q(Z 

\Z - z\ 

где S = tan (a/2) > 0. 

Пусть K С ՀՀ ՜ компактное множество. Существует r 0 > max{1,h}, такое что 

K С Dro и r " > r' > 3r0. Отсюда следует, что \Z — Zo\ <  е \z — Zo\- Поскольку 

ri ^ Г h+ m s  (3h + 2 \е\ S — \п\хш d i n < h+^ S 
( L 2 4 ) Jh I 2h + 2 \Հ\ S ) d ^ < 4 ¥ i ) T T ՚ 
то с учетом (1.4) и (1.13) получим 

er"—r o 1 

\ Լ " ( z ) —  ( z^\<  C l J r ՛ — r 0 u ( l n u — R e G—1 (z ) )2  d u < 

^ ^ < 1 (ln(r'— r0) ln(r''— ro) ) 

равномерно no z G K , при r'', r' ^ ж. Это доказывает абсолютную и локально-
равномерную сходимость интеграла Ir дая z G Հ՛Օ,  и  ч т 0 I ж G A (Հ՛Օ,)- Здесь и в 
дальнейшем через Cj, j = 1,2, • • • будем обозначать положительные постоянные, 

a h 
Для доказательства (1.7) мы должны оценить \ITO(z)\ дая z G Sh. Представим 
интеграл I ж (z) в виде суммы двух интегралов: (1.26) Iж (z) = - i Gc(z)daz + 1 f Gz(z)dac = Ji(z) + h(z), 

n JB(z)  n JE\B(z) 

где B(z) := {Z G C : Z G Е й \Z — z\ < 2 \z\ S}. 
Для Z G E\B (z) следует, что \Z — Z0\ < P \z — Zo\> гДе P = p(a, h) > 0. Так, что из 
(1.23) - (1.26) получим 

Гж 1 
(1.27) \J2 (z)\ < du<C2. 

h u ln2 u 



ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Пусть ZO € dSh такое, что dist(z,z0) = dist (z,dSh) > 0 Обозначим для Z € Sh 

множество C(Z) = {[Z0 ֊ 1,Z0 + 1] x R} ՈB (z). Из (1.23) -(1.24), учитывая также, 
что \Q (Z, Z)\ < 1, будем иметь 

г г LZO| + i 
( 1 . 2 8 ) / \Gz (Z)\daz <  ci du = 2сА. 

JC(z) J l z 0 l ֊ 1 

Так как \Z ֊ Z\ <\u ֊ \zo\\ дая Z € B(Z)/C (Z), то получим 
r r b l z l 1 (1.29) \Gz (Z)\daz < , i iT+Тdu < <5, 

JB(z)/C(z) Jalzl \ u ֊ \Z0\\ + 1 

где a > 0 и b > 0 постоянные зависящие л ишь от а и h. Таким образом, суммируя 
(1.27) - (1.29), мы, по (1.26) и с учетом (1.11) и (1.20), приходим к оценке (1.7). 
Пусть теперь Z € Представ им Ix(Z) в виде суммы двух интегралов: 

(1.30) Iж (Z)= f Gz (Z) daz + / Gz (Z) daz =  J3 (Z) + J (Z) , 
J D(z) JE\D(z) 

где D(Z) := {Z € C : Z € Ей \Z ֊ Z\ < 3 \Z\ J } . Второй интеграл оценивается как 
в (1.27). 
Учитывая, что nen < e2n и 

/ ——- daz < mesD(z), 
JD(z) |Z ֊  Z\ 

из (1.24) и неравенства \Z\ > J \Z\ получаем 

(1.31) J3 (Z) < exp{c7n (3l \Z\ + h))}. 

Из (1.30) - (1.31), с учетом (1.11) и (1.20), мы приходим к требуемой оценке (1.8). 
• 

Замечание 1.1. Если в Лемме 1.2 предположить, что f € A' (Sh), то в (1.9) 
величину ar ( f ) можно заменить на 

с 

a*r (f ) = 1 + ֊ max {\z\\f'd (Z)\ M\z\\f'd ( Z ) \ ) } . 
£ l z l < l r + h 

2. О П Т И М А Л Ь Н О МЕРОМОРФНОЕ П Р И Б Л И Ж Е Н И Е В ПОЛОСЕ 

Настоящий параграф посвящен вопросам о наилучших равномерных приближе-
ниях мероморфными функциями в полосе. 

2.1. Мероморфное приближение в полосе. Процесс оптимально равномер-
ного приближения в полосе мероморфными функциями реализуется двумя шага-
ми: первый из них Лемма 1.2. Второй шаг это приближение функции F € A(П а) 

Sh 
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Теорема 2.1. Для F £ A (&%), а £ (0,п/2), p > 1 и e > 0, существует, меро-
морфная функция G с полюсами на мнимой оси, такая что 

(2.1) \F (z) — G (z)\ <e для z £ Sh 

и 
ppr րէ 

(2.2) T (r, e - 1 G) < c f Р Г f log+  M f ^ — + c log2 {pr) для r > 2h, 
h h e Tt 

где c = c (h,p,a) > 0 ֊ постоянная, зависящая лишь от h, а up. 

Следующая теорема является аналогом Теоремы 1 работы [1] для полосы. 

Теорема 2.2. Пусть f £ A" (Sh), e > 0 и p > 1. Тогда существует мероморная 
функция g с полюсами на мнимой оси, такая что 

(2.3) \f (z) — g (z)\ <edMiz £ Sh, 
ppr ր 

(2.4) T(r,e - 1g)<k / 
h h 

r > 2h k = k (p, h) > 0 

aT ( f ) + log+ M (T,f) drdt 2 
—^֊ + k log (pr), 

Доказательство. По Лемме 1.2 существует функция F £ A (Զ^), удовлетворя-
F 

log+ —Г ՝՝ ՚ < c 
MF (r) 

i + a ֊ f + l o g + м т 

где c = c (a,h) > завершаем докдаательство Теоремы 2.2. • 

2.2. Представление классов Mр. В работе [3] было показано, что если функ-
ция f £ A'b (Sh) и равномерно непрерывна на dSh, то ее можно на Sh равномерно 

1 
нельзя уменьшить. С помощью теоремы 2.2 мы можем указать новые условия на 

f f 
приблизить на Sh мероморфными функциями g порядка р £ (0,1). 

g 
надлежит классу Mр для р £ (0,1), если g ограничена на Sh и 

T (r, g) = O (rp) при r ^ ж. 

Теорема 2.3. Пусть v (r) = rp на R+ для р £ (0,1) и доопределим v на R 
так, что v (r) = —v (-r); положим թ (z) = /л0 (x) + iy для z = x + iy £ Sh, где 
բօ = v - 1 на R. Если f £ A'b (Sh) и функции (f о թ)' и (f о թ)'' ограничены, на 
dSh, то функцию f можно равномерно приблизить на Sh функциями из Mр. 

10 
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ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

£ > 0 
функция g с полюсами на мнимой оси, удовлетворяющая (2.3) и (2.4). Из условий 
теоремы следует, что |(f о բ)'\ < М и \(f о բ)''\ < M на dSh. 
Учитывая, что թ' (r) = 1/v'(r), получиМ \zf' (Z)\ < M \z\p дая Z € dSh. Из опре-
деления ц имеем, что \f' (Z) թ'' (Z)\ < М0; откуда следует, что \zf '' (Z)\ < M1 \z\p  

для Z € dS\. Таким образом, из определения aT(f) по (1.9) и из (2.4) получим 
T (r, g) = O (rp), npи r ^ ж. • 

В случае вещественной оси аналогичный теореме 2.3 результат был обратимым 
(см. [1]). Для доказательства частичной обратимости теоремы 2.3 нам понадо-
бятся следующие леммы из работы [1]. 

Л е м м а 2.1. Пусть меромофная функция g не имеет полю сов в Aa (6) для а, в € 
(0, 2п). Тогда для произволных чисел p > 1 и в € (0, а) имеем оценку 

(2.5) log+ \g (Z)\ <cT (p\Z\, g) при Z € A— (6), 

где константа с > 0 зависит лишь от вир. 

Л е м м а 2.2. Пусть g € H (DR) И \g (Z)\ < М для Z € DR и \g (t)\ < 1 для 
֊R <t < R. Тогда 

6 
(2.6) \g' (0)\ < R (1 + log+ M). 

Леммы 2.1 и 2.2 позволяют доказать для функций класса Мр следующий 
аналог Леммы 5 работы [1] . 

Л е м м а 2.3. Пусть g € Мр, р € (0,1). Тогда для Z € dSh 

-\g' (Z) (2.7) lim ^ ^ < + ж . 
lzl^tt  V' ( | Z | ) 

Доказательство. Пусть функция g € Мp, тогда g не имеет полюсов в A a U A a ( n ) 
для а € (0, ^ ^ ^ ^ н и м к g и к углам A a и A a (п) Лемму 2.1 при р = 2. Из 
(2.5) с учетом того, что g € Мр, получаем 

(2.8) log \g(z)\ <w (\Z\) для Z € A a U A a ( п ) . 

Пусть Z € dSh. Рассмотрим ^^^^юрфную функцию gz : gz(Z) = g(z + Z) ДЛЯ 
Z € DR, где R = \Z\. Из (2.8) следует, что 

\gz(Z)\ < М = exp{dv (2 \Z\)} для Z € DR. 

gz 

\g' (Z)\< Z (1 + с1 V (2 \Z\)) < с 2 ^ < сз»' (\Z\), 
\Z\ \Z\ 
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что доказывает оценку (2.7), так как cj = cj(h, р) > 0 дая j = 1, 3 • 

Следующая теорема частично обращает теорему 2.3, то есть указывает необходи-
f 

f Sh 

Теорема 2.4. Пусть f £ Ab (Sh) допускает равномерное приближение на Sh 

функциями из класса Mр. Тогда композиция f о р должна быть равномерно 
непрерывной на dSh. 

Доказательство. Из условий теоремы следует, что существует последователь-
ность функций [gn}TJ gn £ Mp такая, что gn ^ f равномерно на Sh, при n ^ ж. 
Тогда gn о р ^ f о р также равномерно на Sh. Если мы докажем, что (gn о р)' 
ограничена на dSh, то (f о р)' также будет ограничена на dSh. Это означает, что 
f о р равномерно непрерывна на dSh. Из (2.7) следует, что для z £ dSh имеем 

-\g' (Բ (z))\ lim j (g  о р)  ( z )\ = Km խ' ( z ) g'  (p ( z ) )\ = lim < ж . 

• 
f 

Sh 

Sh g 
T(r, g) 

f f 
g 
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