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1. Введение

Пусть S0
r - множество локально суммируемых на R функций f , удовлетворяю-

щих условию |f (x)| ≤ c (1 + |x|)r, где r ∈ R, а Hr(R)-пространство Соболева-

Слободецкого обобщенных функций u, преобразование Фурье û которых при-

надлежат весовому пространству L2 (R, (1 + |ξ|)r).
Определим функции

A(1) (x, ξ) = 1 +A0 (ξ) +
N∑

k=1

φ (x, λk)Ak (ξ)

A(2) (x, ξ) = 1 + P (φ (x, λ)) Ã (ξ) , x, ξ, λ ∈ R,

где

φ (x, λ) = thπ
α

(
x− λ+ iαβ2

)
, Am, Ã ∈ S0

r , P (z) =
N∏

k=1

(z − νk) , x ∈ R, z ∈ C,

причем {λk}N1 ∈ R и {νk}N1 ∈ C суть конечные последовательности, (m = 0, 1, . . . N),

α > 0, −1 < β < 1. Как известно (см. [1]) псевдодифференциальный оператор
35
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A(i) (x,D) действующий по формуле

A(i) (x,D) y = F−1
ξ→xA

(i)(x, ξ)Fx→ξy =

∫ ∞

−∞
e−ixξA(i)(x, ξ)ŷ(ξ) dξ i = 1, 2,

является ограниченным оператором из Hr (R) в L2 (R).
Заметим, что в случае N = 1 и r = 0 оператор A(1) (x,D), также как опера-

тор A(2) (x,D) в случае r = 0 и degP = 1, становится известным интеграль-

ным оператором “плавного перехода” (более подробно см. [2]-[6]). В случае когда

N = 1, а A0 и A1- многочлены (degP = 1, Ã- многочлен), дифференциаль-

ное уравнение A(1) (x,D) y = 0 (A(2) (x,D) y = 0) может быть записано в виде

(P1 (D) + exP2 (D)) y = 0, где D = i d
dx , a P1 и P2 некоторые многочлены. Послед-

нее с помощью замены переменной сводится к хорошо известному дифференци-

альному уравнению

ϵt

p∏
j=1

(
t
d

dt
− aj + 1

)
y +

q∏
j=1

(
t
d

dt
− bj

)
y = 0,

где ϵ = ±1, p, q ∈ N, а aj , bj ∈ C. Решения этого уравнения записываются с

помощью G- функции Мейера (см. [7]-[10]).

Случай N = 1 r ≥ 0 при некоторых дополнительных условиях подробно рас-

смотрен в [11], где, в частности, получены все решения однородного уравнения

A(1) (x,D) y = 0 в классе Hr(R). В работе [12] результаты полученные в [11] пе-

реведены на случай одной системы псевдодифференциальных уравнений. В слу-

чае N > 1 исследование операторов A(i) (x,D) (i = 1, 2) сводится к исследованию

матричных сингулярных интегральных операторов (см. [13]).

На основе этой связи в данной работе приводятся достаточные условия обес-

печивающие существование нетривиальных решений уравнений A(i) (x,D) y = 0

(i = 1, 2) из класса Hr(R). Получены оценки снизу для количества таких реше-

ний. Отдельно рассматривается дифференциальное уравнение

N∑
k=0

ekxPk (D) y = 0,

где Pk (D)
(
k = 0, 1, . . . , N ;D = i d

dx

)
– дифференциальные операторы с постоян-

ными коэффициентами.
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2. Уравнение A(1) (x,D) y = 0.

Пусть T = {z : |z| = 1} – единичная окружность комплексной плоскости, а ST-

оператор сингулярного интегрирования вдоль контура T:

(STy) (t) =
1

πi
v.p.

∫
T
y (τ)

dτ

τ − t
(t ∈ T) .

Оператор ST ограничен в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
, где τ (ζ) = i(ζ + 1) / (1− ζ)

(ξ ∈ T) (см. [14]). Пусть P±
T действующие в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
проекторы,

определенные равенствами P±
T = 1

2 (I ± ST), а L±
2

(
T, |τ |β

)
= P±

T L2

(
T, |τ |β

)
.

Аналогично, через SR будем обозначать оператор сингулярного интегрирования

вдоль R:

(SRy) (t) =
1

πi
v.p.

∫ ∞

−∞
y (τ)

dτ

τ − t
(t ∈ R) .

Пусть ρ0 (t) = |t|β (t ∈ R), а B : L2 (R, ρ0) → L2

(
T, |τ |β

)
- оператор “пересадки”,

определенный равенством (Bφ) (ζ) = (1− ζ)
−1

φ (τ (ζ))(см. [14]). Из ограничен-

ности оператора B и равенства B−1STB = SR следует ограниченность операторов

SR и P±
R = 1

2 (1± SR) (см. [14]).

Обозначая h(x) = α−1 lnx (x ∈ R+ = (0,+∞)), определим следующие функции

Ψk = Ak ◦ h, Ψ̃ =

(
1 + Ψ0 −

N∑
i=1

Ψi

)−1

и ∆l,k = exp

{
i
λk − λl

α
lnx

}
,

где l = 1, 2, . . . , N ; k = 0, 1, . . . , N , а λ0 – произвольное действительное число.

Пусть матрица-функция GR совпадает с единичной матрицей EN на R− = R\R+,

и на R+

GR =


1 + 2Ψ1Ψ̃ 2Ψ1Ψ̃∆1,2 2Ψ1Ψ̃∆1,3 · · · 2Ψ1Ψ̃∆1,N

2Ψ2Ψ̃∆2,1 1 + 2Ψ2Ψ̃ 2Ψ2Ψ̃∆2,3 · · · 2Ψ2Ψ̃∆2,N

2Ψ3Ψ̃∆3,1 2Ψ3Ψ̃∆3,2 1 + 2Ψ3Ψ̃
...

...
. . .

2ΨN Ψ̃∆N,1 2ΨN Ψ̃∆N,2 1 + 2ΨN Ψ̃

 .

Пусть GT (ξ) = GR (τ (ξ)). Под обобщенной правой факторизацией матрицы-

функции GT в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
мы будем понимать представление

(2.1) GT = G−ΛG+,

где

G±1
− ∈ L−

2

(
T, |τ |±β

)
, G±1

+ ∈ L+
2

(
T, |τ |∓β

)
, Λ (t) = diag (tκ1 , . . . , tκN )
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и κ1 ≥ · · · ≥ κn ≥ 0 ≥ κn+1 ≥ · · · ≥ κN - целые числа называемые правыми част-

ными индексами матрицы-функции. Заметим, что оператор G−STG
−1
− ограничен

в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
.

Здесь и далее принадлежность матриц-функций функциональным классам по-

нимается поэлементно, а действие оператора ST (SR) на вектор-функции пони-

мается покомпонентно.

Следуя схеме предложенной в [15] введем функции

ρ+ (z) = zβ/2, −π < arg z ≤ π, ρ− (z) = zβ/2, −π ≤ arg z < π,

ρ′+ (z) = ρ+ (τ (z)) , (|z| < 1) , ρ′− (z) = ρ− (τ (z)) , (|z| > 1)

и квадратные матрицы-функции порядка N

ρ̂± = diag (ρ±, . . . , ρ±) , ρ̂′± = diag
(
ρ′±, . . . , ρ

′
±
)
.

Определим также матрицы-функции

G′ = ρ̂′−GT
(
ρ̂′+
)−1

, G′
− = ρ̂′−G− и G′

+ = G+

(
ρ̂′+
)−1

.

Пользуясь равенством ρ±L
±
2

(
T, |t|β

)
= L±

2 (T) (см. более подробно [11]) нетруд-

но убедиться, что представление (2.1) является обобщенной правой фактори-

зацией в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
тогда и только тогда, когда представление

G′ = G′
−ΛG

′
+ является обобщенной правой факторизацией G′ в пространсве

L2 (T). Переходя в последнем представлении к транспонированным матрицам,

получим что представление G′Tr = G′Tr
+ ΛG′Tr

− является обобщенной левой фак-

торизацией матрицы-функции G′Tr в пространстве L2 (T) (см. [16]).

Определим следующие функции

Qi (x) = 1 +A0 (x)− (−1)
i

N∑
k=1

Ak (x) , i = 1, 2 и Q (x) = Q1 (x)Q
−1
2 (x) .

Ниже в теоремах 2.1 и 3.1 предполагается, что значения arg принимаются в

интервале (−π, π].

Теорема 2.1. Пусть r ≥ 0, Ak ∈ C (R) ∩ S0
r (k = 0, 1, . . . , N), Q−1

i ∈ S0
−r

(i = 1, 2), существуют нe нулевые конечные пределы q± = lim
x→±∞

Q (x) и θ± =

arg
(
eiπβq±

)
̸= π. Если целое число

(2.2) κ =
1

2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞ − θ+ + θ−

)
меньше нуля, то уравнение A(1) (x,D) y = 0 имееет по крайней мере |κ| решений

из класса Hr(R).
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В случае дифференциального оператора т.е. когда функции Ak (k = 0, 1, . . . , N)

являются многочленами, число κ равно l1 − l2, где li - количество нулей много-

члена Qi (i = 1, 2) в верхней полуплоскости.

Заметим, что в теореме 2.1 одно из условий Q−1
1 ∈ S0

−r и Q−1
2 ∈ S0

−r может

быть опущено. Действительно, нетрудно убедиться, что выполнение одного из

этих условий наряду с существованием не нулевых q± обеспечивает выполнение

второго условия.

Доказательство. Определим сингулярный интегральный оператор

K = P+
R ΞM+N + P−

R ΞM−N ,

где

M =


Ψ−1∆1,0 +Ψ0Ψ

−1∆1,0 −∆1,2 · · · −∆1,N

0 1 0
...

. . .
0 0 1

 ,

N =


Ψ1Ψ

−1∆1,0 0 · · · 0
Ψ2Ψ

−1∆2,0 0 · · · 0
...

...
...

...
ΨNΨ−1∆N,0 0 · · · 0

 .

Здесь и ниже ΞΦ означает оператор умнoжения на матрицу-функцию Φ: ΞΦy =

Φy.

Нетрудно вычислить, что

det (M ±N)
−1

= Ψ

[
∆1,0

(
1 + Ψ0 ±

N∑
k=1

Ψk

)]−1

.

Из условий Q−1
i ∈ S0

−r, i = 1, 2 следует, что Qi (x) ̸= 0 x ∈ R, i = 1, 2 и что

(M ±N)
−1 ∈ L∞. Нетрудно убедиться, что GR = (M +N) (M −N)

−1 и кроме

того для x > 0 detGR (x) = Q (h (x)), а для x < 0 detGR (x) = 1. Поскольку

K = KRΞM−N , где KR = P+
R ΞGR + P−

R , то dimKerK = dimKerKR. Из лемм 1 и

2 работы [13] следует, что количество линейно независимых решений, из класса

Hr(R), уравнения A (x,D) y = 0 совпадает с размерностью пространства KerKR.

Определим оператор

KT = BKRB
−1 = P+

T ΞGT + P−
T ,

где GT (ξ) = GR (τ (ξ)) (ξ ∈ T). Очевидно, что dimKerKR = dimKerKT. Элемен-

ты матрицы-функции GT являются непрерывными всюду на T, за исключением



40 А. Г. КАМАЛЯН, В. В. СИМОНЯН

быть может точек t1 = 1 и t2 = −1, в которых сушествуют односторонние преде-

лы GT (tj ± 0) (j = 1, 2). Очевидно аналогичное утверждение справедливо и для

матрицы-функции G′Tr (t). Для t ∈ T+ = {t : t ∈ T; Imt > 0} справедливо равен-

ство G′Tr (t) = diag
(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
и потому detG′Tr (t) ̸= 0 (t ∈ T+). Кроме

того detG′Tr (1 + 0) ̸= 0 и detG′Tr (−1− 0) ̸= 0. Для t ∈ T− = {t : t ∈ T; Imt < 0}
имеет место равенство G′Tr (t) = GTr

R (τ (t)). Поскольку detGR (ξ) = Q (h (ξ)) при

ξ > 0, то из условии теоремы следует, что detG′Tr (t) ̸= 0 для t ∈ T− и кроме

того detG′Tr (1− 0) ̸= 0, detG′Tr (−1 + 0) ̸= 0.

Собственные значения матриц
(
G′Tr (tj − 0)

)−1
G′Tr(tj + 0) (j = 1, 2) обозначим

через λjk. Непосредственным подсчетом несложно убедиться, что

λ11 = e−iπβ 1 + Ψ0 (+∞)−
∑N

k=1 Ψk (+∞)

1 + Ψ0 (+∞) +
∑N

k=1 Ψk (+∞)
= e−iπβq−1

+ ,

λ1k = e−iπβ (k = 2, . . . , N) ,

λ21 = eiπβ
1 + Ψ0 (+0) +

∑N
k=1 Ψk (+0)

1 + Ψ0 (+0)−
∑N

k=1 Ψk (+0)
= eiπβq−,

λ2k = eiπβ (k = 2, . . . , N) .

Заметим, что arg λ11 = −θ+ ̸= π и arg λ21 = θ− ̸= π, arg λjk ̸= π (j = 1, 2; k =

2, . . . , N).

Таким образом выполнены условия:

(1) для всех t ∈ T detG′Tr (t± 0) ̸= 0,

(2) все собственные значения матриц
(
G′Tr (tj − 0)

)−1
G′Tr (tj + 0) (j = 1, 2)

лежат вне R−.

Из теоремы 5.16 работы [16] следует, что матрица-функция G′Tr допускает ле-

вую обобщенную факторизацию в пространстве L2 (T), причем левый суммарный

индекс матрицы-функции G′Tr вычисляется по формуле

κ =
1

2π

{
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T− +

1

2π

{
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T+ +

+
1

2π

2∑
j=1

N∑
k=1

arg λjk =
1

2π

({
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T− − θ+ + θ−

)
=

=
1

2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞ − θ+ + θ−

)
.
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Как было уже отмечено выше, тогда матрица-функция GT обладает правой обоб-

щенной факторизацией в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
, причем правые частные ин-

дексы (соответственно правый сумарный индекс) GT совпадают с левыми част-

ными индексами (соответственно с левым суммарным индексом) G′Tr. Из тео-

ремы 4.2 работы [17] следует, что число dimKerKR = dimKerKT равно модулю

суммы отрицательных правых частных индексов матрицы-функции GT, которая

в случае κ < 0, не меньше чем |κ|.
В случае дифференциального оператора имеет место равенство q+ = q−, a чис-

ло 1
2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞

)
равно разности нулей и полюсов в верхней полуплоскости

рациональной функции Q. Теорема 2.1 доказана. �

3. Уравнение A(2) (x,D) y = 0.

Функция A(2) (x, ξ) при подходящем выборе чисел λk (k = 1, . . . , N) и функций

Ak (ξ) может быть записана в виде

1 +A0 (ξ) +

N∑
k=1

φ (x, λk)Ak (ξ) .

Тем не менее применение теоремы 2.1 к уравнению A(2) (x,D) y = 0 осложнено в

связи с необходимостью явного нахождения упомянутых переменных λk, Ak (ξ).

Для оценки количества решений уравнения A(2) (x,D) y = 0 мы здесь предлагаем

прямой подход не опирающийся на теорему 2.1.

Теорема 3.1. Пусть r > 0, Ã ∈ S0
r ∩ C (R),Ã−1 ∈ S0

−r ∩ C (R), P (±1) ̸= 0,

1 + P (±1) Ã (x) ̸= 0 (x ∈ R), arg
(
e−iπβ νk+1

νk−1

)
̸= π (k = 1, . . . , N) и целое число κ

определяется равенством

κ =
1

2π
Arg

1 + P (1) Ã (x)

1 + P (−1) Ã (x)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

.

Тогда, если κ < 0, то уравнение A(2) (x,D) y = 0 имеет по крайней мере |κ|
решений из Hr (R).

Доказательство. Пусть Mr (R) – некоторое прямое дополнение к линейному

пространству Hr (R) в пространстве L2 (R), а π1 : L2 (R) → Hr (R), π2 : L2 (R) →
Mr (R) операторы проектирования связанные соотношением π1y + π2y = y для

y ∈ L2 (R).
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Очевидно, что оператор γ : L2 (R+, ρ0) → L2 (R) определенный равенством γy =

esxy (eαx) (σ = α (β + 1) /2; s = σ + iλ; λ ∈ R) является ограниченным и обрати-

мым.

Определим операторы

ω1 = π1F
−1γ : L2 (R+, ρ0) → Hr (R) ,

ω2 =

N∑
k=0

ckS
k
R+

γ−1FÃ (D) : Hr (R) → L2 (R+, ρ0) ,

ω3 = π2F
−1γ : L2 (R+, ρ0) → Mr (R) ,

ω4 = ΛΨ−1 : W → L2 (R+, ρ0) ,

где W =
{
f : Ã−1(h)f ∈ L2 (R+, ρ0)

}
.

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что IHr(R) + ω1ω2 −ω1 0
ω3ω2 −ω3 IMr(R)

−ω−1
4 ω2 ω−1

4 0

−1

=

 IHr(R) 0 ω1ω4

ω2 0 ω4 + ω2ω1ω4

0 IMr(R) ω3ω4

 .

Поскольку оператор A(2) (x,D) может быть представлен равенством

A(2) (x,D) =

[
IHr(R) + ω1ω2

ω3ω2

]
: Hr (R) →

Hr (R)
⊕

Mr (R)
,

то полученное матричное тождество осуществляет матричное сцепление (см.

[18]) между оператором A(2) (x,D) и

K ′ =

[
ω4 + ω2ω1ω4

ω3ω4

]
: W →

L2 (R+, ρ0)
⊕

Mr (R)
.

Из свойств матричного сцепления следует, что dimKerA(2) (x,D) = dimKerK ′.

Пусть z ∈ W и K ′z = 0. Последнее в раскрытой форме означает справедливость

следующий двух равенств

(3.1) ΞΨ−1z +

N∑
k=0

ckS
k
R+

γ−1FÃ (D)π1F
−1γΞΨ−1z = 0,

(3.2) π2F
−1γΞΨ−1z = 0.

Равенство (3.2) эквивалентно тому, что z ∈ L2 (R+, ρ0) (см. например доказа-

тельство леммы 2 из [13]). Из равенства (3.2) следует, что равенство (3.1) может

быть записано в виде

(3.3) ΞΨ−1z +

N∑
k=0

ckS
k
R+

ΞÃ◦hΞΨ−1z = 0.
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Умножив обе части равенства (3.3) на A′ = Ã ◦ h и обозначив A′Ψ−1z через u

получим, что K
(1)
R+

u = 0, где K
(1)
R+

u = u + A′∑N
k=0 ckS

k
R+

u. Поскольку Ã ∈ S0
r ,

то A′Ψ−1 ограничена и потому u ∈ L2 (R+, ρ0). Из условия Ã−1 ∈ S0
−r следует,

что z = ΨA′−1u принадлежит L2 (R+, ρ0) как только u ∈ L2 (R+, ρ0). Отсюда

следует, что если K
(1)
R+

u = 0 и u ∈ L2 (R+, ρ0), то K ′z = 0, где z = ΨA′−1u. Таким

образом dimKerK ′ совпадает с количеством линейно независимых решений из

L2 (R+, ρ0) уравнения K
(1)
R+

u = 0.

Обозначая u1 = u, uN =
(
SR+ − νNI

)
u1 и ui =

(
SR+ − νiI

)
ui+1 (i = 2, . . . , N − 1)

легко видеть, что количество линейно независимых решений из L2 (R+, ρ0) урав-

нения K
(1)
R+

u = 0 совпадает с количеством линейно независимых решений системы

уравнений

(3.4)


u1 +A′ (SR+ − ν1I

)
u2 = 0

u2 −
(
SR+ − ν2I

)
u3 = 0

· · ·
uN−1 −

(
SR+ − νN−1I

)
uN = 0

uN −
(
SR+ − νNI

)
u1 = 0

из LN
2 (R+, ρ0) = L2 (R+, ρ0)⊕ · · · ⊕ L2 (R+, ρ0).

Введем матрицы

M ′ =



1 −A′ν1 0 · · · 0

0 1 ν2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 νN−1

νN 0 · · · 0 1

 , N ′ =



0 A′ 0 · · · 0

0 0 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 −1
−1 0 · · · 0 0

 ,

и оператор K
(N)
R+

действующий в пространстве LN
2 (R+, ρ0) по формуле

K
(N)
R+

u = M ′u+N ′SR+u.

Систему (3.4) можно записать в виде K
(N)
R+

u = 0.

Пусть

M̃ (x) =

{
M ′ (x) x ∈ R+

EN x ∈ R−
, Ñ (x) =

{
N ′ (x) x ∈ R+

0 x ∈ R−
.

Определим оператор K
(N)
R действующий в пространстве LN

2 (R, ρ0) по формуле

K
(N)
R u = Ξ

M̃
u+ ΞÑSRu.

Очевидно, что dimKerK
(N)
R = dimKerK

(N)
R+

. Следовательно

dimKerA(2) (x,D) = dimKerK
(N)
R .
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Обозначив G̃± = M̃ ± Ñ и G̃R =
(
G̃−
)−1

G̃+, получим, что

K
(N)
R u = ΞG̃+P

+
R u+ ΞG̃−P

−
R u = ΞG̃−K̃Ru,

где K̃R = ΞG̃R
P+
R + P−

R .

Учитывая, что на R+ спреведливо равенство det G̃− = 1+P (−1)A′ нетрудно убе-

диться, что элементы матрицы-функции
(
G̃−
)−1

=
∥∥g−ij∥∥Ni,j=1

, на R+ допускают

представление g−ij =
σij+kijA

′

1+P (−1)A′ , где σij , kij ∈ C (i, j = 1, . . . , N), причем ki1 = 0

(i = 1, . . . , N). Учитывая также, что на R+ все элементы матрицы G̃+ =
∥∥g+ij∥∥Ni,j=1

постоянные числа кроме g+1,2 = (1− ν1)A
′, нетрудно видеть, что элементы мат-

рицы G̃R = ∥gij∥Ni,j=1 на R+ могут быть представлены в виде gij =
γij+δijA

′

1+P (−1)A′ ,

где γij , δij ∈ C (i, j = 1, . . . , N). Поскольку lim
x→±∞

Ã (x) = ∞, то отсюда следует

существование пределов lim
x→+∞

gij (x) и lim
x→+0

gij (x).

Определим оператор

K̃T = BK̃RB
−1 = ΞG̃T

P+
T + P−

T ,

где G̃T (ξ) = G̃T (τ (ξ)) (ξ ∈ T). Очевидно, что dimKerA(2) (x,D) = dimKerK̃T.

Определим

G̃′Tr (t) =

{
diag

(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
t ∈ T+

G̃Tr
R (τ (t)) t ∈ T− .

Легко видеть, что матрица-функция G̃′Tr непрерывна всюду на T, быть может за

исключением точек t1 = 1 и t2 = −1. В силу условий 1+P (±1) Ã (x) ̸= 0 (x ∈ R)
следует, что det G̃′Tr (t) ̸= 0 (t ∈ T\ {−1, 1}). Кроме того, справедливы равенства

G̃′Tr (1− 0) = G̃Tr
R (+∞) , G̃′Tr (1 + 0) = diag

(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
,

G̃′Tr (−1− 0) = diag
(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
, G̃′Tr (−1 + 0) = G̃Tr

R (+0) .

Поскольку r > 0, то

G̃Tr
R (+∞) = lim

x→+∞

1 + P (1)A′ (x)

1 + P (−1)A′ (x)
=

P (1)

P (−1)
,

G̃Tr
R (+0) = lim

x→+0

1 + P (1)A′ (x)

1 + P (−1)A′ (x)
=

P (1)

P (−1)
.

Таким образом можно утверждать, что det G̃′Tr (t± 0) ̸= 0 для всех t ∈ T.

Вычислим собственные значения матриц
(
G̃′Tr (tj − 0)

)−1

G̃′Tr (tj + 0) (j = 1, 2).

Заметим, что(
G̃′Tr (1− 0)

)−1

G̃′Tr (1 + 0) =

[(
eiπβG̃R (+∞)

)Tr
]−1

,
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G̃′Tr (−1− 0)

)−1

G̃′Tr (−1 + 0) =
(
eiπβG̃R (+0)

)Tr

.

Поскольку

det

{[(
eiπβG̃R (+∞)

)Tr
]−1

− λEN

}
=

det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
det
(
eiπβG̃R (+∞)

)
det
(
− 1

λEN

) ,
то собственные значение матрицы

(
G̃′Tr (1− 0)

)−1

G̃′Tr (1 + 0) совпадает с кор-

нями уравнения det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
= 0.

Для x > 0 имеет место равенство

det
(
eiπβG̃R (x)− 1

λEN

)
=

det
(
eiπβG̃+ (x)− 1

λ G̃
− (x)

)
det
(
G̃− (x)

) .

Обозначим η± = eiπβ ± 1
λ . Вычисляя определитель матрицы

eiπβG̃+(x)− 1
λ G̃

−(x) =

=



η− A′(x) [η+ − ν1η−] 0 · · · 0

0 η− ν2η− − η+
. . .

...
... 0 η−

. . . 0

0
...

. . . . . . νN−1η− − η+
νNη− − η+ 0 · · · 0 η−


для x > 0 и учитывая равенство det G̃− (x) = 1 + P (−1)A′ (x) (x > 0) получим

(3.5) det
(
eiπβG̃R (x)− 1

λEN

)
=

ηN− + (−1)
N
A′ (x)

N∏
k=1

[νkη− − η+]

1 + P (−1)A′ (x)
.

Заметив, что lim
x→+∞

[
1 + P (−1) Ã (x)

]−1

= 0, и переходя в (3.5) к пределу x →
+∞, получим что уравнение

det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
= 0

эквивалентно соотношению
N∏

k=1

[
λeiπβ (1− νk) + (1 + νk)

]
= 0.

Таким образом λ1k = e−iπβ νk+1
νk−1 (k = 1, . . . , N).

Аналогично, нетрудно убедиться, что собственные значения матрицы(
G̃′Tr (−1− 0)

)−1

G̃′Tr(−1 + 0)

совпадают с числами λ2k = eiπβ νk−1
νk+1 (k = 1, . . . , N).
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Из теоремы 5.16 [16] следует что матрица-функция G̃′Tr допускает левую обоб-

щенную факторизацию в пространстве L2 (T), причем левый суммарный индекс

матрицы-функции G̃′Tr вычисляется по формуле

κ =
1

2π

{
Arg det G̃′Tr (t)

}
t∈T−

+
1

2π

{
Arg det G̃′Tr (t)

}
t∈T+

+

+
1

2π

2∑
j=1

N∑
k=1

arg λjk =
1

2π
Arg

1 + P (1) Ã (x)

1 + P (−1) Ã (x)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

.

Для завершения доказательства теоремы остается повторить рассуждения сде-

ланные в конце теоремы 2.1, при этом вновь пользуясь теоремой 4.2 из [17]. �

В качестве иллюстрации теоремы 3.1 приведем следующeе замечание.

Замечание. Пусть β = 0, P -многочлен, корни которого находятся вне отрезка

[−1; 1] и существуют числа w1, w2 такие что Imw1 > 1, 0 < Imw2 < 1 а P (1) =

4
(
w2

1 + 1
)−1, P (−1) = 4

(
w2

2 + 1
)−1.

Тогда уравнение y′′ − y′ + 1
P (φ)y = 0 имеет решение в H2 (R). Примером такого

многочлена служит P (z) = q
(
z2
)
(kz + b), где корни многочлена q находятся

вне отрезка [0; 1], и кроме того q (1) = 1, k = 2
w2

1+1
− 2

w2
2+1

, b = 2
w2

1+1
+ 2

w2
2+1

,

b/k∈ [−1; 1].

4. Случай дифференциального уравнения

В качестве следствия теоремы 2.1 докажем следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть Pk (D)
(
k = 0, 1, . . . , N ; D = i d

dx

)
- дифференциальные опе-

раторы с постоянными коэффициентами и r = max
k=0,...,N

degPk. Если P0 (x) ̸= 0,

PN (x) ̸= 0 при всех x ∈ R, degP0 = degPN = r и количество корней l0 много-

члена P0 в верхней полуплоскости Imz > 0 больше чем количество корней lN

многочлена PN в верхней полуплоскости, то дифференциальное уравнение

(4.1)
[
P0 (D) + exP1(D) + e2xP2 (D) + . . .+ eNxPN (D)

]
y = 0

имеет по крайней мере l0 − lN решений в классе Hr (R).

Доказательство. Пусть σk (κ = 1, 2, . . . ,N) комплексные числа удовлетворяю-

шие условию arg σk = −πβ.

Пусть Sk (x1, . . . , xN ) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤N xi1 · · ·xik (k = 1, . . . , N) элементарные

симметрические функции. Введем также числа uk,l (k = 1, . . . , N ; l = 0, . . . , N)

определенные равенствами

uk,0 = Sk(σ1, . . . , σN ) (k = 1, . . . , N),
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uk,l = Sk(σ1, . . . , σl−1,−σl, σl+1, . . . , σN ) (k, l = 1, . . . , N).

Определим матрицу

U =


uN,0 uN,1 uN,2 · · · uN,N

uN−1,0 uN−1,1 uN−1,2 · · · uN−1,N

...
...

... · · ·
...

u1,0 u1,1 u1,2 · · · u1,N

1 1 1 · · · 1

 .

Нетрудно убедиться, что U−1 = (bi,j)
N+1
i,j=1, где числа bi,j определены по формулам

b1,1 =
1

2σ1σ2 · · ·σN
, b1,l = 0 (l = 2, . . . , N) , b1,N+1 =

1

2
,

bk+1,l =
−(σk)

l−1

2σk(σ1 − σk) · · · (σk−1 − σk)(σk+1 − σk) · · · (σN − σk)

(k = 1, . . . , N ; l = 1, . . . , N+1). Дифференциальные операторы Ak (D) определим

с помощью равенств

[A0 (D) , . . . , AN (D)]
Tr

= U−1 [P0 (D) , . . . , PN (D)]
Tr

.

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что функция y (x) удовлетво-

ряет (4.1) тогда и только тогда, когда справедливо[
A0 (D) +

N∑
k=1

ex − σk

ex + σk
Ak (D)

]
y = 0.

Поскольку ex−σk

ex+σk
= th 1

2 (x− sk + iπβ), где sk = ln |σk| ∈ R, то в силу теоремы

2.1 количество решений дифференциального уравнения (4.1) из класса Hr(R) (r-

степень дифференциального уравнения) не меньше чем l1−l2, где l1 - количество

нулей многочлена A0+
∑N

i=1 Ai в верхней полуплоскости, а l2 - количество нулей

в верхней полуплоскости многочлена A0 −
∑N

i=1 Ai.

Из равенства [P0 (D) , . . . , PN (D)]
Tr

= U [A0 (D) , . . . , AN (D)]
Tr следует, что

A0 +

N∑
i=1

Ai = PN , A0 −
N∑
i=1

Ai =
1

σ1 · · ·σN
P0.

Теорема 4.1 доказана. �

Abstract. The paper considers homogeneous one-dimensional pseudodifferential

equations of nonnegative order with symbols of the form
∑N

i=1 th(kix + ωi)Ai(ξ).

Using a relationship between these equations and systems of singular equations, esti-

mates for the number of solutions pseudodifferential equations in the Sobolev-Slobo-

detski space are obtained.
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