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Аннотация. Доказывается, что системы функций {sin(n − β)x}∞n=1 и си-
стема функций {cos(n − β)x}∞n=0 не являются безусловными базисами ни в
одном из пространств Lp(0, π), p ̸= 2.
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Следующая теорема была доказана Е. И. Моисеевым [1].

Теорема. Пусть 1 < p < ∞.Система функций
{
sin

(
n− β

2

)
x
}∞

n=1
являет-

ся базисом в Lp(0, π) тогда и только тогда, когда β ∈
(
− 1

p , 2−
1
p

)
. Система

функций
{
cos

(
n− β

2

)
x
}∞

n=0
является базисом в Lp(0, π) тогда и только то-

гда, когда β ∈
(
−1− 1

p , 1−
1
p

)
.

Отметим, что системы {sin(n − β)x}∞n=1 и {cos(n − β)x}∞n=0 не являются ба-

зисами в L1(0, π) для β ∈ R, так как равномерно ограниченная нормированная

система не может быть базисом в L1(0, π) (см.[2], [3], [12]).

Легко проверить, что если для некоторого числа β ∈ R системы {sin(n −

β)x}∞n=1, {cos(n−β)x}∞n=0 являются базисами в пространстве Lp(0, π), то система{
ei(n−β signn) x

}
является базисом в Lp(−π, π). С результатами теории негармо-

нических рядов можно познакомиться в [4] – [6]. Условия для безусловной базис-

ности систем синусов и косинусов были изучены в [7]. Справедливо следующее

утверждение.

Теорема 1. Пусть β ∈ R. Тогда система функций {sin(n− β)x}∞n=1 и система

функций {cos(n − β)x}∞n=0 не являются безусловными базисами ни в одном из

пространств Lp(0, π), p ̸= 2.
27
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай системы {sin(n− β)x}∞n=1. Пред-

полочим, что 1 < p < 2. Согласно теоремы Моисеева,
{
sin

(
n− β

2

)
x
}∞

n=1
может

быть безусловным базисом в Lp(0, π) только если β ∈
(
− 1

p , 2−
1
p

)
. Возьмем 2π-

периодическую нечетную функцию f такую, что f ∈ Lp(−π, π). Для коэффици-

ентов Фурье функции f по тригонометрической системе имеем, что

an(f) =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(n t) dt, n = 0, 1, ...;

bn(f) =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(n t) dt, n = 1, 2, ....

Равенство Парсеваля в этом случае имеет следующий вид

a20(f)

2
+

∞∑
n=1

[
a2n(f) + b2n(f)

]
= π−1∥f∥2L2(−π,π).

Используя формулу sin(n − β)x = sin(nx) cos(β x) − cos(nx) sin(β x), легко по-

лучаем, что для любой последовательности {cn}∞n=1 ∈ l2 и для всех m ∈ N

(1)

∥∥∥∥∥
m∑

n=1

cn sin[(n− β)x]

∥∥∥∥∥
2

L2(0,π)

≤ σ ∥{cn}∥2l2 .

Если бы система {sin(n− β)x}∞n=1 была бы безусловным базисом в Lp(0, π), 1 <

p < 2, то по теореме Орлича [9] получили бы, что для любой функции f ∈

Lp(−π, π), 1 < p < 2

f(x) =

∞∑
n=1

cn(f) sin[(n− β)x] в Lp(0, π)

и
∞∑

n=1

|cn(f)|2 ∥ sin[(n− β)x]∥2Lp(0,π) <∞.

Из последнего условия следует, что
∞∑

n=1

|cn(f)|2 <∞

для всех f ∈ Lp(0, π), что противоречит условию (1), так как можем выбрать

f ∈ Lp(0, π) такую, что f ̸∈ L2(0, π). Перед тем как перейти к доказательству

теоремы 1 для случая 2 < p <∞ рассмотрим функции

φ(x) =

∞∑
k=1

k−1/2 sin[k x],
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ψ(x) =
∞∑
k=1

k−1/2 cos[k x],

которые принадлежат пространству Lp(0, π) для всех 1 ≤ p < 2 (см. [10], стр.

298). Посчитаем кощффициенты b∗n(φ), b∗n(ψ), где

b∗n(f) =

∫ π

0

f(t) sin[(n− β) t] dt.

Для этого воспользуемся равенствами∫ π

0

sin[k x] sin[(n− β)x] dx =

{
sin[β π]

k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l, l ∈ N

− sin[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l − 1, l ∈ N∫ π

0

cos[k x] sin[(n− β)x] dx =

{
1−cos[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l, l ∈ N
1+cos[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l − 1, l ∈ N

Из полученных формул сразу получаем, что для любого ν ∈ N

b∗2ν−1(φ) = −
∞∑
k=1

(2 k)1/2 sin[β π]

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 sin[β π]

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(φ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 sin[β π]

(2 k)2 − (2 ν − β)2
−

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 sin[β π]

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
,

b∗2ν−1(ψ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 (1 + cos[β π])

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 (1− cos[β π])

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(ψ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 (1− cos[β π])

(2 k)2 − (2 ν − β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 (1 + cos[β π])

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
.

Рассмотрим функцию

f
(1)
β (x) =

φ(x)

sin(β π)
+

ψ(x)

1 + cos(β π)
.

Для этой функции имеем, что

b∗2ν−1(f
(1)
β ) = λ

(1)
β

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(f
(1)
β ) = λ

(1)
β

∞∑
k=1

(2 k)1/2

(2 k)2 − (2 ν − β)2
,

где

λ
(1)
β = 1 +

1− cos(β π)

1 + cos(β π)
=

2

1 + cos(β π)
.

Для функции

f
(2)
β (x) = − φ(x)

sin[β π]
+

ψ

1− cos(β π)
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будем иметь

b∗2ν−1(f
(2)
β ) = λ

(2)
β

∞∑
k=1

(2 k)1/2

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(f
(2)
β ) = λ

(2)
β

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
,

где

λ
(2)
β =

2

1− cos(β π)
.

Когда 0 < β < 1 мы имеем, что для любого ν = 1, 2, ...

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) =

∞∑
l=1

(2l − 1)1/2

(2l − 1)2 − (2ν − 1− β)2
≥

∫ 2ν−3

1

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt+

+

∫ ∞

2ν−1

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt+

(2ν − 3)1/2

(2ν − 3)2 − (2ν − 1− β)2
.

Так как∫ 1

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt < 0 и

∫ 2ν−1

2ν−3

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt < 0,

то мы приходим к следующему неравенству

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) ≥

∫ ∞

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt− (2ν − 3)1/2

(2− β) (2ν − β − 4)
.

Имеем, что∫ ∞

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt =

1

(2ν − 1− β)1/2

∫ ∞

0

x1/2

x2 − 1
dx =

π

2

1

(2ν − 1− β)1/2
,

где последний интеграл является значением преобразования Меллина функции

(x2 − 1)−1 в точке 3/2 (см. [11], стр. 337). Откуда следует, что для некоторого

числа N0

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) ≥ π − 1

2

1

(2ν − 1− β)1/2

для всех ν ≥ N0.

Отсюда сразу следует, что

(2)
∞∑
k=1

|b∗k(f
(1)
β )|2 = ∞.

Когда −1/4 < β < 0 аналогичным образом получаем, что

1

λ
(2)
β

b∗2ν(f
(2)
β ) ≥ π − 2

2

1

(2ν − β)1/2
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для всех ν ≥ N1, где N1– некоторое число. Откуда следует, что

(3)
∞∑
k=1

|b∗k(f
(2)
β )|2 = ∞.

Условия (2) и (3) нам дают возможность завершить доказательство теоремы 1

для системы {sin[(n− β)x]}∞n=1.

Действительно, предположим, что система {sin[(n− β)x]}∞n=1 для некоторого

2 < p <∞ является безусловным базисом в Lp(0, π). Тогда сопряженная система

{hn}∞n=1 будет безусловным базисом в Lp′
(0, π).

Заметим, что (см. [1])

0 < inf
n

∥hn∥Lp′ (0,π) ≤ sup
n

∥hn∥Lp′ (0,π) <∞.

Отсюда, применяя теоремы Орлича, приходим к противоречию с условиями (2)

и (3). Таким образом, теорема 1 полностью доказана для системы {sin[(n −

β)x]}∞n=1.

Доказательство теоремы 1 для случая системы {cos[(n−β)x]}∞n=1 аналогично,

поэтому мы не будем приводить детали. �

Из теоремы 1 сразу следует

Следствие. Система функций
{
ei(n−β signn) x

}
не является безусловным базисом

ни в одном из пространств Lp(−π, π), p ̸= 2.

Abstract. We prove that systems of functions {sin(n−β)x}∞n=1 и {cos(n−β)x}∞n=1

are not unconditional bases in not any space Lp(0, π), p ̸= 2.
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