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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ î áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è àíàëèòè÷íîñ-
òè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíî Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì â ðàáîòå [1]. Â ðàáîòå [2] Ã. Âåéëîì
äîêàçàíà, ÷òî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â ðàáîòå [3] È.Ã.Ïåòðîâñêèé äîêàçàë, ÷òî
âñå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñèñòåì ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ëþáîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Â ðàáîòå [4] (ñì. òàêæå [5]) Ë. Õåðìàíäåðîì ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè
äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöàëüíîãî óðàâíåíèÿ P (D)u =

0 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíê-
öèÿìè. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè. Òàì æå îí ïîêàçàë,
÷òî äëÿ ëþáîãî ãèïîýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà P (D) ñóùåñòâóåò âåêòîð λ =

λ(P ) = (λ1, . . . , λn) (λj ≥ 1, j = 1, . . . , n) òàêîé, ÷òî âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ
äàííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññóÆåâðå Γλ, ïðè ýòîì â òàêèõ
êëàññàõ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íå óëó÷øàåìûì.
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Â ðàáîòå [6] ââåäåíî ïîíÿòèå âåñà ãèïîýëëèïòè÷íîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è íà îñíîâå ýòîãî ïîíÿòèÿ â ðàáîòàõ [7]-
[8] ââåäåíû ìóëüòèàíèçîòðîïíûå êëàññû Æåâðå è äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ðåøåíèÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèíàäëåæàò òàêèì êëàññàì.
Â ðàáîòå [9] Â. È. Áóðåíêîâûì ðàññìîòðåí êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
P (D)u = 0 â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â áåñêîíå÷íîñòè
áûëè áû áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå îïåðàòîðû ìû áóäåì
íàçûâàòü ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè ïî Áóðåíêîâó.
Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ (èç îïðåäåëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà)
ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ ïî Áóðåíêîâó óðàâíåíèé P (D)u = 0 ïðèíàäëåæàò êëàññè÷åñ-
êèì êëàññàì Æåâðå.
Â ðàáîòå [11] óëó÷øåí ýòîò ðåçóëüòàò. Èìåííî òàì ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ
ïðèíàäëåæàò ìóëüòèàíèçîòðîïíûì êëàññàì Æåâðå.
Â ðàáîòàõ [12],[13] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ êëàññîâ Æåâðå è
äëÿ îäíîãî îáùåãî êëàññà ñëàáî ãèïeðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò ìóëüòèàíèçîòðîïíûì êëàññàì
Æåâðå.
Íàøà öåëü â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðàáîòå [11] ðåçóëüòàò
äëÿ äðóãîãî ïîäêëàññà ðåøåíèé ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ ïî Áóðåíêîâó óðàâíåíèé,
ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè.

1. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè: N � ìíîæåñ-
òâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 = N ∪ {0}, N2

0 = N0 × N0 � ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ
ìóëüòèèíäåêñîâ, E2 è R2 � äâóìåðíûå âåùåñòâåííûå ýâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
òî÷åê x = (x1, x2) è ξ = (ξ1, ξ2). Äàëåå

C2 = R2 × iR2 (i2 = −1),

R2
+ = {ξ ∈ R2; ξj ≥ 0, j = 1, 2}, R2

0 = {ξ ∈ R2, ξ1 · ξ2 6= 0}.
Äëÿ ξ, η ∈ R2, x ∈ E2, α ∈ N2

0 è ν ∈ R2
+ îáîçíà÷èì

|ξ| =
√

ξ2
1 + ξ2

2 , (ξ, η) = ξ1 · η1 + ξ2 · η2, |α| = α1 + α2,

ξα = ξα1
1 · ξα2

2 , |ξ|ν = |ξ1|ν1 · |ξ2|ν2 , Dα = Dα1
1 Dα2

2 ,

ãäå Dj = ∂/∂ξj ëèáî Dj = i−1 · ∂/∂xj , j = 1, 2.
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Ïóñòü
P (D) = P (D1, D2) =

∑
α

γαDα

åñòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à

P (ξ) =
∑
α

γαξα

åãî ïîëíûé ñèìâîë, ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó íàáîðó
(P ) ≡ {α; α ∈ N2

0 , γα 6= 0}.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà îïåðàòîðà
P (D) (ìíîãî÷ëåíà P (ξ), íàáîðà (P )) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé âûïóêëûé ìíî-
ãîóãîëüíèê N = N(P ) ⊂ R2

+ ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî (P )∪{0}. Ìíîãîóãîëüíèê N

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì (âïîëíå ïðàâèëüíûì), åñëè êîìïîíåíòû âíåøíèõ (îòíîñèòåëüíî
N) íîðìàëåé îäíîìåðíûõ íåêîîðäèíàòíûõ ãðàíåé N íå îòðèöàòåëüíû (ïîëîæèòåëüíû).

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [9]). Îïåðàòîð P (D) = P (D1, D2) (ìíîãî÷ëåí P (ξ) =

P (ξ1, ξ2)) íàçîâåì ãèïîýëëèïòè÷åñêèì ïî Áóðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ïåðâîé êîì-
ïîíåíòû (îòíîñèòåëüíî ξ1), åñëè ïðè |ξ| → ∞ (ξ ∈ R2).

P (α1,0)(ξ)/P (ξ) ≡ Dα1
1 P (ξ)/P (ξ) −→ 0 ∀α1 ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 2. (ñì. [14]). Îïåðàòîð P (D) (ìíîãî÷ëåí P (ξ)) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
ãèïîýëëèïòè÷åñêèì, åñëè ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0

∑

α∈N2
0

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣ ≤ c (|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (ξ) = P (ξ1, ξ2) áóäåì îáîçíà÷àòü

D(P ) = {ζ ∈ C2, P (ζ) = 0}, dP (ξ) = inf
ζ∈D(P )

|ξ − ζ|.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P ñóùåñòâóåò ïîñ-
òîÿííàÿ c = c(P ) > 0, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ ξ ∈ R2 òàêèõ, ÷òî P (ξ) 6= 0

c−1 ≤ dP (ξ) ·
∑

0 6=α∈N2
0

∣∣∣P (α)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/|α|

≤ c.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè ε > 0, M > 0

(1.1) |P (ξ)| ≥ ε ïðè ξ ∈ R2, |ξ| ≥ M,

òî ìíîãî÷ëåí P ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1.2) ρP := lim
t→∞

min
|ξ|=t

dP (ξ) > 0.



22 Ñ. Ð. ÀÉÐÀÏÅÒßÍ, Â. Í. ÌÀÐÃÀÐßÍ

Â äàëüíåéøåì íå îãîâàðèâàÿ ýòî êàæäûé ðàç ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà P âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.1).

Îïðåäåëåíèå 3. Âåñîâûì ìíîæåñòâîì ãèïîýëëèïòè÷åñíîñòè îòíîñèòåëüíî
ïåðâîé êîìïîíåíòû (îòíîñèòåëüíî ξ1) îïåðàòîðà P (D) = P (D1, D2) (ìíîãî÷ëåíà
P (ξ) = P (ξ1, ξ2)) íàçîâåì ìíîæåñòâî

M(P ) =

{
ν ∈ R2

+, sup
|ξ|≥M

|ξ|ν ·
∑

α1∈N

∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/α1

< ∞
}

.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [11]), ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P ãèïîýëëèïòè÷åí ïî Áó-
ðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ξ1, òî ìíîæåñòâî M(P ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì ìíîæåñòâîì,
ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè ν ∈ M(P ), ν1 · ν2 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî
(β1, 0), (0, β2) ∈ M(P ) ïðè |β1 − ν1| < ε, |β2 − ν2| < ε.

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà {νj}k
1 ⊂ M(P ), k ∈ N ôóíêöèÿ h(ξ) =

k∑
j=1

|ξ|νj íàçûâàåòñÿ

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè ïî ξ1 ìíîãî÷ëåíà P . Åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà P M(P )

ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè {νj}k
1 , òî ôóíêöèþ hp(ξ) =

k∑
j=1

|ξ|νj íàçîâåì òî÷íûì

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè ïî ξ1 ìíîãî÷ëåíà P .

Îïðåäåëåíèå 4. (ñì. [15] èëè [16]). Îïåðàòîð P (D) (ìíîãî÷ëåí P (ξ)) íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ν ∈ N(P )

(1.3) |ξ|ν ≤ c(|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû P (D) = P (D1, D2) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ìíîãîóãîëüíèêè êîòîðûõ èìåþò âèä

(1.4)
N(P ) = {ν ∈ R2

+, (ν, λj) ≤ dj , j = 1, . . . , k (k ≥ 2), λj = (1, λj
2),

0 = λ1
2 < · · · < λk

2 , 0 < d1 < · · · < dk,
∃ν0 ∈ R2

0

⋂
R2

+, (ν0, λj) < dj , j = 0, . . . , k − 1, (ν0, λk) = dk.

Ìíîãîóãîëüíèêè âèäà (1.4) ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïðà-
âèëüíûìè, òàê êàê λ1

2 = 0.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [17]), ÷òî ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð P (D1, D2) õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê êîòîðîãî èìååò âèä (1.4) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åñêèì
è ãèïîýëëèïòè÷åñêèì ïî Áóðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ξ1.

Ëåììà 1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà P (D) =∑
α

γαDα èìååò âèä (1.4), òî ôóíêöèÿ hp(ξ) = 1+|ξ1|+|ξ2|1/λk
2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè P îòíîñèòåëüíî ξ1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

M(P ) =
{
ν, ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ 1
}

.

Èç âûïóêëîñòè M(P ) â ñèëó âûøåñêàçàííîãî (P � ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åí, 0 ∈
M(P )) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (1, 0),

(
0, 1/λk

2

) ∈ M(P ) è åñëè ν ∈ R2
+, (ν, λk) >

1, òî ν 6∈ M(P ).
Äëÿ íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî c1 = c1(P ) > 0 èìååì

(1.5)

∑
α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

) ∣∣P (α1,0)(ξ)
∣∣ =

∑
α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

)
∣∣∣∣∣∣∣

∑
β∈(P )
β1≥α1

γβ · β1!
(β1−α1)!

ξβ1−α1
1 ξβ2

2

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ c1 ·
∑

α1∈N0

∑
β∈(P )
β1≥α1

(
|ξ|β + |ξ1|β1−α1 · |ξ2|β2+α1/λk

2

)

Òàê êàê β1 ≥ α1 è
((

β1 − α1, β2 + α1/λk
2

)
, λj

)
= (β, λj)− α1 + α1 · λj

2/λk
2 ≤ (β, λj) ≤ dj , 1 ≤ j ≤ k,

òî ((β1 − α1), (β2 + α1/λk
2)) ∈ N(P ) è â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè îïåðàòîðà P (D) (ñì.

(1.3)) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c2 = c2(P ) > 0 èç (1.5) ïîëó÷àåì
∑

α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

) ∣∣∣P (α1,0)(ξ)
∣∣∣ ≤ c2(|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîãî÷ëåíà P ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà
(1.4) P (ξ) →∞ ïðè |ξ| → ∞ è, î÷åâèäíî, ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c3 > 0

∑

α1∈N

(
|ξ1|+ |ξ2|1/λk

2

)α1 ·
∣∣∣P (α1,0)(ξ)

∣∣∣ ≤ c3 ·
∑

α1∈N

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

)
·
∣∣∣P (α1,0)(ξ)

∣∣∣ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |α1| 6= 0 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c4 > 0
∑

α1∈N0

(
|ξ1|+ |ξ2|1/λk

2

) ∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/|α1| ≤ c4 ∀ξ ∈ R2, |P (ξ)| ≥ 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1, 0) (0, 1/λk
2) ∈ M(P ).

Ïóñòü òåïåðü ν ∈ R2
+, (ν, λk) > 1. Ïîêàæåì, ÷òî ν /∈ M(P ). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ M > 0

(1.6) sup
|ξ|≥M

|ξ|ν ·
∑

α1∈N

∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/α1

= ∞.

Îáîçíà÷èì
Pk(ξ) ≡

∑

(β,λk)=dk

γβξβ .
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Ïóñòü a ∈ R2, a1 · a2 6= 0 òàêàÿ òî÷êà, ÷òî P
(1,0)
k (a) 6= 0. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé

òî÷êè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà N(P ) è îïðåäåëåíèÿ Pk, òàê êàê, òîãäà
P

(1,0)
k (ξ) 6≡ 0.

Ïóñòü ξs =
(
a1s, a2s

λk
2

)
, s = 1, 2, . . . Òàê êàê äëÿ ëþáîãî β ∈ (P − Pk) = {β ∈

(P ) : (β, λk) < dk}, è β1 ≥ 1 β1 − 1 + β2 · λk
2 < dk − 1, òî ïðè s →∞ èìååì

|ξs|ν
∣∣P (1,0) (ξs)

∣∣
1 + |P (ξs)| =

|a|ν s(ν,λk)
∣∣∣P (1,0)

k (ξs) + (P − Pk)(1,0) (ξs)
∣∣∣

1 + |Pk (ξs) + (P − Pk) (ξs)| =

=

|a|ν s(ν,λk)

∣∣∣∣∣∣∣
sdk−1P

(1,0)
k (a) +

∑
β∈(P−Pk)
β1≥1

γβ · β1 · (ξs
1)

β1−1 (ξs
2)

β2

∣∣∣∣∣∣∣

1 +

∣∣∣∣∣s
dkPk (a) +

∑
β∈(P−Pk)

γβ · (ξs
1)

β1 (ξs
2)

β2

∣∣∣∣∣

=

=
|a|ν s(ν,λk)sdk−1

∣∣∣P (1,0)
k (a) + o (1)

∣∣∣
1 + |sdkPk (a) + o (sdk)|

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé a1·a2 6= 0, (ν, λk) > 1 è P
(1,0)
k (a) 6= 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(1.6). Ëåììà 1 äîêàçàíà. ¤

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4), M =
{
ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ 1
}
,

à
Mj =

{
ν ∈ R2

+, ν/j ∈ M
}

=
{
ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ j
}

(j = 1, 2, . . . ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N ,
N⊕Mj :=

{
ν ∈ R2

+, ν = β + µ, β ∈ N, µ ∈ Mj
} ⊂

⊂ Aj :=
{
ν ∈ R2

+, (ν, λ`) ≤ d` + j ` = 1, . . . , k
}

.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ` : 1 ≤ ` ≤ k è ν ∈ N ⊕ Mj

(j = 1, 2, . . . )

(ν, λ`) = (β + µ, λ`) = (β, λ`) + (µ, λ`) ≤ (β, λ`) + (µ, λk) ≤ d` + j.

¤

Ëåììà 2. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , a M = {ν ∈

R2
+, (ν, λk) ≤ 1}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N

Aj ∩N2
0 =

(
N⊕Mj

) ∩N2
0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ
j ∈ N è α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2

0 (A0 := {0}) ñóùåñòâóþò ìóëüòèèíäåêñû β ∈ N è
γ ∈ Mj òàêèå, ÷òî α = β + γ.
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Ïóñòü j ∈ N , α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2
0 è

(
0, βk+1

2

)
âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà N

ëåæàùàÿ íà îñè îðäèíàò, ò.å. βk+1
2 λk

2 = dk. Åñëè α2 ≥ βk+1
2 , òî α− (0, βk+1

2 ) ∈ N2
0

( â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íà ìíîãîóãîëüíèê N) è
(
α− (0, βk+1

2 ), λk
)

= (α, λk)− βk+2
2 λk

2 ≤ dk + j − dk = j,

ò.å. γ ≡ α− (0, βk+1
2 ) ∈ Mj .

Ïóñòü α2 ≤ βk+1
2 − 1, ïîêàæåì, ÷òî òîãäà α1 ≥ j. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî

α1 < j α1 ≤ j − 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k

(α, λ`) ≤ j − 1 + α2 · λ`
2 ≤ j − 1 +

(
βk+2

2 − 1
)
λ`

2 ≤ j + d` − 1− λ`
2 < d` + j − 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2
0 è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè α2 ≤

βk+1
2 − 1 α1 ≥ j. Òîãäà β := α − (j, 0) ∈ N2

0 è äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k,
(β, λ`) = (α, λ`) − j ≤ d` + j − j = d`, ò.å. β ∈ N. Ýòèì óòâåðæäåíèå ëåììû
äîêàçàíî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü N � ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , à

M =
{
ν ∈ R2

+ : (ν, λk) ≤ 1
}
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N , Mj ⊂ N⊕Mj−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ âåðøèíû N ëåæàò â N2
0 ,

òî (0, 0), (1, 0) è
(
0, 1/λk

2

) ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî M ⊂ N. Ïîýòîìó

Mj = M⊕Mj−1 ⊂ N⊕Mj−1.

¤

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ E2 è ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà P (D) ñ õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4) îáîçíà÷èì ÷åðåç ḢP (Ω) ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
C∞0 (Ω) ïî íîðìå ‖P (D)·‖L2(Ω) + ‖·‖L2(Ω).

Ëåììà 3. Ïóñòü Ω ⊂ E2 îáëàñòü, à P (D) = P (D1, D2) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ
õàðàêåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
c = c(P ) > 0 òàêàÿ, ÷òî

∑

α⊂N∩N2
0

‖Dαϕ‖L2(Ω) ≤ c
(‖P (D)ϕ‖L2(Ω) + ‖ϕ‖L2(Ω)

) ∀ϕ ∈ ḢP (Ω) .

Äîêàçàòåëüñòâî. ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâíèÿ Ôóðüå,
ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ è îöåíêè (1.3). ¤
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Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ σ è δ > 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ C∞0 (E1) è
ïîñòîÿííûå cj > 0, j = 0, 1, . . . íå çàâèñÿùèå îò σ è δ > 0 òàêèå, ÷òî ψ(t) = 1

ïðè |t| ≤ σ, ψ(t) = 0 ïðè |t| ≥ σ + δ è
∣∣Djψ(t)

∣∣ ≤ cjδ
−j j = 0, 1, . . . , ∀t ∈ E1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ϕ ∈ C∞0 (−1, 1), ϕ > 0,

∫
ϕ(t)dt = 1,

à χ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà {t : |t| ≤ σ + δ
2}. Îáîçíà÷èì

ψ(t) = 2
δ

∫
χ(t − τ)ϕ

(
2
δ · τ

)
dτ . Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, ïðè ýòîì

cj ≤ 2j

∫ ∣∣Djϕ(t)
∣∣ dt, j = 0, 1, . . . .

¤

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü κ > 0, Ωκ =
{
x ∈ E2, |x1| < κ, x2 ∈ E1

}
. Äëÿ ëþáîãî λ = (λ1, λ2), λj > 0,

j = 1, 2 è âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà N ÷åðåç Γλ(Ωκ), Γ̃λ(Ωκ), ΓN(Ωκ)

è Γ̃N(Ωκ) îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå êëàññû Æåâðå
Γλ(Ωκ)={f ∈ C∞(Ωκ),äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Ωκ, ñóùåñòâóåò c = c(K, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî supx∈K |Dαf(x)| ≤ c|α|+1 · αλ1·α1
1 · αλ2·α2

2 , äëÿ ëþáîãî α ∈ N2
0

}

Γ̃λ(Ωκ) = {f ∈ C∞(Ωκ),äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ), ñóùåñòâóåò c = c(κ1, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî
(

∫
Ωκ1

|Dαf(x)|2 dx

)1/2

≤ c|α|+1 · αλ1·α1
1 · αλ2·α2

2 , äëÿ ëþáîãî α ∈ N2
0





ΓN(Ωκ)={f ∈ C∞(Ωκ), äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Ωκ, ñóùåñòâóåò c = c(K, f) > 0,
òàêàÿ, ÷òî supx∈K |Dαf(x)| ≤ cj+1 · jj , äëÿ ëþáîãî α ∈ Nj ∩N2

0 , j ∈ N0

}

Γ̃N(Ωκ) = {f ∈ C∞(Ωκ), äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ), ñóùåñòâóåò c = c(κ1, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî
(

∫
Ωκ1

|Dαf(x)|2 dx

)1/2

≤ cj+1 · jj äëÿ ëþáîãî α ∈ Nj ∩N2
0 , j ∈ N0



 .

Çàìå÷àíèå 1. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà (ñì., [4], (11.4.7)) ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî Γ̃λ(Ωκ) ⊂ Γλ(Ωκ) è Γ̃N(Ωκ) ⊂ ΓN(Ωκ).

Ëåììà 4. Ïóñòü λ = (1, λ2), λ2 > 0, à M =
{
ν ∈ R2

+, (ν, λ) ≤ 1
}
. Òîãäà Γλ(Ωκ) =

ΓM(Ωκ) è Γ̃λ(Ωκ) = Γ̃M(Ωκ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, òî ìû
äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå èç íèõ.
Ïóñòü f ∈ Γλ(Ωκ), ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ωκ ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
c1 = c1(K, f) > 0

(2.1) sup
x∈K

|Dαf(x)| ≤ c
|α|+1
1 · αα1

1 · αλ2α2
2 , α ∈ N2

0 .

Òàê êàê ïðè âñåõ α ∈ N2
0

(2.2) min{1; λ2} · (|α|+ 1) ≤ (α, λ) + 1 ≤ max{1; λ2} · (|α|+ 1),

òî äëÿ ëþáûõ j ∈ N0 è α ∈ Mj ∩N2
0 ((α, λ) ≤ j) èç (2.1) èìååì

supx∈K |Dαf(x)| ≤ c
[(α,λ)+1]/ min{1;λ2}
1 · (α1 + λ2α2)α1 · (α1 + λ2α2)λ2α2 ·

·
(

1
λ2

)λ2α2 ≤
((

c1
min{1,λ2}

)1/ min{1,λ2}
)j+1

jj .

Ýòî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîìïàêòà K ⊂ Ωκ îçíà÷àåò, ÷òî f ∈ ΓN(Ωκ).
Ïóñòü òåïåðü f ∈ ΓM(Ωκ), ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïîíåíòà K ⊂ Ωκ ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ c2 = c2(K, f) > 0 òàêàÿ, ÷òî

(2.3) sup
x∈K

|Dαf(x)| ≤ cj+1
2 · jj , α ∈ Mj ∩N2

0 , j ∈ N0.

Ïóñòü j ∈ N . Òîãäà α1 = j ïðè α = (α1, 0) ∈ (
Mj \Mj−1

)∩N2
0 è ïîýòîìó èç (2.3)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

(2.4) sup
x∈K

|Dα1
1 f(x)| ≤ cj+1

2 · jj = cα1+1
2 · αα1

1 ∀α1 ∈ N0.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî j > 0

sup
0<α1<j

jj

αα1
1 · (j − α1)j−α1

≤ 2j ,

è j − α1 ≥ λ2α2 > 0 ïðè α2 6= 0, α ∈ (
Mj \Mj−1

)⋂
N2

0 , òî â ñèëó (2.2) è (2.3)
èìååì

supx∈K |Dαf(x)| ≤ cj+1
2 · jj ≤ c

(α,λ)+2
2 · 2j · αα1

1 · (j − α1)j−α1 ≤
≤ (2c2)(α,λ)+2 · αα1

1 · (λ2α2 + 1)λ2α2+1 ≤
≤ (2c2)(α,λ)+2 · αα1

1 · (2 ·max{1, λ2}α2)λ2α2+1 ≤
≤ (4 · c2 max{1, λ2})(α,λ)+2 · 2 ·max{1, λ2} · α2 · αα1

1 αλ2α2
2 ≤

≤ [
(4 · c2 max{1, λ2})2 max{1,λ2}]|α|+1 · α2 · αα1

1 αλ2α2
2 .

Òàê êàê α2 ≤ 2|α|+1 ïðè âñåõ α2 ∈ N , òî îòñþäà âìåñòå ñ îöåíêîé (2.4) ïîëó÷àåì,
÷òî f ∈ Γλ(Ωκ). Ëåììà 4 äîêàçàíà. ¤



28 Ñ. Ð. ÀÉÐÀÏÅÒßÍ, Â. Í. ÌÀÐÃÀÐßÍ

Èç òåîðåìû 3.2 ðàáîòû [17] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè κ > 0 äîñòàòî÷íî
áîëüøîå, à P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì
âèäà (1.4), òî äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ)

(2.5) N(P, κ) ≡


u, P (D)u = 0 â Ωκ,

m2∑

j=0

∥∥∥Dj
2u

∥∥∥
L2

(Ωκ) < ∞


 ⊂ H∞

(Ωκ1 ) ⊂ C∞(Ωκ1 )

ãäå m2 = ordξ2P = dk/λk
2 , à H∞

(Ωκ1 ) =
{
f : Dαf ∈ L2(Ωκ1),∀α ∈ N2

0

}
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî κ íàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî
îïåðàòîðà P (D) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4) âûïîëíÿåòñÿ
âëîæåíèå (2.5).
Äëÿ u ∈ N(P, κ) è σ ∈ (0, κ) îáîçíà÷èì

|||u, σ||| ≡
∑

α∈N∩N2
0

‖Dαu‖L2(Ωσ)

|||u, σ|||t =





max
α∈Mt∩N2

0

|||Dαu, σ||| ïðè t > 0

|||u, σ||| ïðè t ≤ 0

ãäå N = N(P ), M = M(P ).

Ëåììà 5. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , M = {ν ∈

R2
+ : (ν, λk) ≤ 1}, α ∈ N ∩ N2

0 , γ1 ≤ α1 (γ1 ∈ N0), j ∈ N è β ∈ Mj ∩ N2
0 , à ψ

ôóíêöèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Òîãäà ïðè âñåõ

u ∈
⋂

0<θ<κ

H∞(Ωθ) è δ ∈ (0, κ− σ), σ ∈ (0, κ)

(2.6)
∥∥∥Dγ1

1 ψ(x1) ·Dα1−γ1+β1
1 Dα2+β2

2 u(x)
∥∥∥

L(E2)

≤ cδ−γ1 |||u, σ + δ|||j−γ1 ,

ãäå c = max
1≤r≤d1

cr, à cr, r = 0, 1, . . . ïîñòîÿííûå èç ïðåäëîæåíèÿ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j ≤ γ1, òî äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k

(
(α1 − γ1 + β1, α2 + β2) , λ`

)
=

(
α, λ`

)− (
(γ1, 0), λ`

)
+ (β, λ`) ≤ d` − γ1 + j ≤ d`,

ò.å. (α1 − γ1 + β1, α2 + β2) ⊂ N∩N2
0 . Òîãäà îöåíêà (2.6) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è îïðåäåëåíèÿ íîðìû |||·, ·|||t ïðè t ≤ 0. Åñëè æå j − γ1 > 0,
òî

(
α + β − (γ1, 0), λ`

) ≤ d` + j − γ1, ` = 1, . . . , k, ò.å. α + β − (γ1, 0) ∈ Aj−γ1 ∩N2
0 .

Òîãäà â ñèëó ëåììû 2 èìååì, ÷òî α + β − (γ1, 0) = µ + ν, ãäå µ ∈ N ∩ N2
0 , à
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v ∈ Mj−γ1 ∩N2
0 . Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

∥∥∥Dγ1
1 ψ(x1) ·Dα1−γ1+β1

1 Dα2+β2
2 u(x)

∥∥∥
L2(E2)

= ‖Dγ1
1 ψ(x1)DνDµu‖L2((Ωσ+δ) ≤

≤ cγ1δ
−γ1 ‖DνDµu‖L2(Ωσ+δ) ≤ cδ−γ1 |||u, σ + δ|||j−γ1 ,

ãäå c = max
1≤j≤γ1

cj , cj ïîñòîÿííûå èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Ëåììà 5 äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-
ãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4), ψ ôóíêöèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3, à [P (D), ψ] îïåðàòîð
êîììóòèðîâàíèÿ, ò.å. [P (D), ψ]v ≡ P (D)(ψv) − (P (D)ψ)v. Òîãäà ñ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c > 0 ïðè δ ∈ (0, κ− σ) (σ ∈ (0, κ))

(2.7) ‖[P (D), ψ]Dαu‖L2(E2) ≤ c

d1∑

`−1

δ−`|||u, σ + δ|||j−` , ∀u ∈ N(P, κ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [P (D), ψ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âûðàæåíèé

Dγ1
1 ψ(x1)D

α1−γ1
1 Dα1

2 α ∈ N ∩N2
0 , γ1 ≤ α1 ,

òî îöåíêà (2.7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âëîæåíèÿ (2.5) è ëåììû 5. ¤

Ëåììà 6. Ïóñòü m ∈ N , c > 0, ws,j ≥ 0, s = 1, 2, . . ., j = 1, 2, ...s è ws,j ≤ c ïðè
j ≤ 0 äëÿ âñåõ s. Åñëè ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 0 è äëÿ ëþáûõ s è j ≥ 0

(2.8) ws,j ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,j−`,

òî

(2.9) ws,j ≤ cj+1
2 , j = 1, . . . , s,

ãäå c2 = max{c1 ·m; c; 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâåäåì ìåòîäîì èíäóêöèè ïî j äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
s. Åñëè j = 1, òî â ñèëó (2.8) èìååì

ws,1 ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,1−` ≤ c1 · c ·m = (c1 ·m) · c ≤ c1+1
2 .

Ïóñòü îöåíêà (2.9) âåðíà ïðè 1 ≤ j ≤ r ≤ s − 1. Äîêàæåì åãî äëÿ j = r + 1. Èç
îöåíêè (2.8), â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ ÷òî c2 ≥ 1, èìååì

ws,r+1 ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,r+1−` ≤ c1 ·
m∑

`=1

cr+2−`
2 ≤ (c1 ·m) · cr+1

2 ≤ c
(r+1)+1
2 .

Ëåììà 6 äîêàçàíà. ¤
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Òåîðåìà 1. Åñëè P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî-
óãîëüíèêîì N âèäà (1.4), òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ κ > 0

N(P, κ) ⊂ Γ̃N(Ωκ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ > 0 òàêîå ÷èñëî äëÿ êîòîðîãî âåðíî (2.5) è σ ∈ (0, κ).
Òîãäà íà îñíîâàíèè (2.5) ïðè δ ∈ (0, κ− σ) è j ∈ N èìååì, ÷òî

|||u, σ|||j = max
α∈Mj∩N2

0

|||Dαu, σ||| ≤ max
α∈Mj∩N2

0

|||ψ(x1)Dαu(x), σ||| ≤
≤ max

α∈Mj∩N2
0

max
β∈N∩N2

0

∥∥Dβ (ψ(x1)Dαu(x))
∥∥

L2(E2)
.

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 3 èìååì ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 0

|||u, σ|||j ≤ c1 max
α∈Mj∩N2

0

[
‖P (D) (ψ(x1)Dαu(x))‖L2(E2) + ‖ψ(x1)Dαu(x)‖L2(E2)

]
.

Òàê êàê u ∈ N(P, κ), òî îòñþäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ èìååì
(2.10)

|||u, σ|||j ≤ c1

[
max

α∈Mj∩N2
0

‖[P (D), ψ(x1)] Dαu(x)‖L2(E2) + ‖Dαu(x)‖L2(Ωσ+δ)

]
.

Èç (2.10) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ïðåäëîæåíèÿ 2 è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ èìååì, ñ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c2 > 0

(2.11) |||u, σ|||j ≤ c2

(
d1∑

`=1

δ−`|||u, σ + δ|||j−` + |||u, σ + δ|||j−1

)
.

Ïóñòü j, s ∈ N , j ≤ s, 0 < κ1 < κ, σ = κ1 − j
s a, 0 < a < κ−κ1

2d1
, δ = a

s . Òîãäà èç
(2.11) èìååì
(2.12)∥∥∥∥

∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c2

d1∑

`=1

( s

a

)`
∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

+
∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−1

.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.12) íà s−j ïîëó÷èì

s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c2

(
d1∑

`=1

s−(j−`)

a`

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

+

+s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−1

)
.

Òàê êàê ïðè 1 ≤ ` ≤ d1 κ1 − j−1
s a ≤ κ1 − j−`

s a < κ, òî îòñþäà, ñ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c3 > 0 èìååì

(2.13) s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c3

d1∑

`=1

s−(j−`)

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − `)a

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

.
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Ïîëîæèì

ws,j =





s−j
∥∥∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∥∥
j

ïðè s = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . .
∥∥∣∣u, κ+κ1

2

∣∣∥∥ ïðè s = 1, 2, . . . , j = 0,−1,−2, . . . .

Èç îöåíêè (2.13) ïîëó÷àåì, ÷òî

ws,j ≤ c3

d1∑

`=1

ws,j−` s, j = 1, 2, . . .

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 6 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c4 > 0 èìååì

(2.14) ws,j ≤ cj+1
4 j = 1, . . . , s.

Ïðè j = s èç (2.14) â ñèëó íàøèõ îáîçíà÷åíèé èìååì

j−j |||u, κ1 − a|||j ≤ cj+1
4 j = 1, 2, . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|||u, κ1 − a|||j ≤ cj+1
4 jj j = 1, 2, . . . .

Èìåÿ â âèäó, ÷òî a ∈ (0, κ−κ1
2d ) è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè κ1 ∈ (0, κ) ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ëþáîå ðåøåíèå u ∈ N(P, κ) ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ïî x1 ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ëåììû 4 è çàìå÷àíèÿ
1, òàê êàê òîãäà èìååì N(P, κ) ⊂ Γ(1,λk

2 )(Ωκ). ¤

Abstract. The paper considers regular, almost hypoelliptic equations in an in�nite
strip. It is proved that all solutions almost hypoelliptic equation from some speci�c
space belong to the Gevrey class.
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