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1. Введение

Пусть D – единичный круг комплексной плоскости, а T – его граница. Через

H(D) обозначим множество голоморфных функций в D. Для измеримой в D
функции f(z) = f(rζ) ее интегральные средние порядка p обозначаются, как

обычно, через

Mp(f ; r) =
∥∥f(r·)∥∥

Lp(T;dm)
, 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

где dm – мера Лебега на окружности T. Семейство голоморфных функций f(z),

для которых ∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f ; r) < +∞, есть обычное пространство Харди

Hp. Квазинормированное пространство H(p, q, α)
(
0 < p, q ≤ ∞, α > 0

)
– это

множество тех функций f(z), голоморфных в круге D, для которых конечна

квазинорма

∥f∥p,q,α =


(∫ 1

0

(1− r)αq−1Mq
p (f ; r)dr

)1/q

, 0 < q < ∞,

sup
0<r<1

(1− r)αMp(f ; r), q = ∞.

Пространства H(p, q, α) со смешанной нормой тесно связаны со многими из-

вестными функциональными пространствами такими, как весовые пространства
9
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Харди (q = ∞), аналитические пространства Бесова, Соболева, Блоха, Дирих-

ле и др., см. [1], [2]. Если (1 − r)αMp(f ; r) = o(1) при r → 1−, то говорят, что

голоморфная функция f принадлежит малому пространству H0(p,∞, α).

Символы C(α, β, . . . ), cα и т.п. всюду будут обозначать положительные посто-

янные, возможно различные в разных формулах и зависящие только от ука-

занных параметров α, β, . . . . Символ A ≈ B означает, что существуют положи-

тельные постоянные C1 и C2 (несущественные по своим значениям) такие, что

C1|A| ≤ |B| ≤ C2|A|.

Лемма 1. Пусть f ∈ H(p, q, α) для некоторых 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, α > 0, и

fρ(z) = f(ρz) – растянутая функция. Тогда ∥f − fρ∥p,q,α = o(1) при ρ → 1−.

Доказательство леммы довольно стандартно, и его можно найти, например, в [3,

Prop. 2.3], см. также [4] при p = q.

Лемма 2. Пусть α > 0, p > 0, ak ≥ 0, Ik =
{
j ∈ N; 2k ≤ j < 2k+1

}
, k = 1, 2, . . . .

Тогда ∫ 1

0

(1− r)α−1

( ∞∑
k=1

akr
k

)p

dr ≈
∞∑
k=0

1

2αk

∑
j∈Ik

aj

p

,

где участвующие в двусторонней оценке постоянные Ci = Ci(p, α), i = 1, 2

зависят только от p и α.

Лемма 3. Пусть p > 0, ak ≥ 0, N ∈ N. Тогда

min{1, Np−1}

(
N∑

k=1

apk

)
≤

(
N∑

k=1

ak

)p

≤ max{1, Np−1}

(
N∑

k=1

apk

)
.

Лемма 2 доказана Мательевичем и Павловичем [5], а лемма 3 является следстви-

ем неравенства Гельдера.

Последовательность натуральных чисел {mk}∞k=0 называется лакунарной (по

Адамару), если существует постоянная λ > 1 такая, что mk+1

mk
≥ λ для всех

k = 0, 1, 2, . . . . Соответствующий степенной ряд называется лакунарным. Клас-

сическая теорема Пэли характеризует лакунарные ряды в пространствах Харди.

Теорема A. (Пэли, [6, Глава V, Теорема 8.20]) Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная

лакунарная последовательность, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная

сходящимся лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда для любого p, 0 < p < ∞,
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функция f принадлежит классу Харди Hp тогда и только тогда, когда {ak} ∈
ℓ2. Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥Hp ≈

( ∞∑
k=0

∣∣ak∣∣2)1/2

.

Лакунарные ряды в классических функциональных пространствах, таких как

пространства Блоха, Бесова, Дирихле, Q-пространства, широко изучались в по-

следнее время, см. [7]–[17]. В недавней работе автора [18] доказана версия сле-

дующей теоремы (для высших размерностей см. [19]), которая характеризует

лакунарные ряды в весовых пространствах Харди–Блоха.

Теорема B. ([18], [19]) Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последо-

вательность, α > 0, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся

лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносиль-

ны:

(a) f(z) ∈ H(∞,∞, α);

(b) f(z) ∈ H(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) supk≥0
|ak|
mα

k
< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥∞,∞,α ≈ ∥f∥p,∞,α ≈ sup
k≥0

|ak|
mα

k

.

Основная цель настоящей статьи – распространить Теорему B на все значения

q ∈ (0,∞), т.е. на случай пространств со смешанной нормой H(p, q, α). В качестве

приложения, затем мы выводим точные поточечные оценки лакунарных рядов

из H(p, q, α).

2. Основные результаты

Недавно Стевич [14, 15] получил характеризацию лакунарных рядов и их

производных в H(p, q, α) для конечных значений p. Ниже в теоремах 1 и 2

мы обобщаем и уточняем его результаты с использованием дробного интегро-

дифференцирования произвольного порядка.

Теорема 1. Пусть 0 < q < ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная

последовательность, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся
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лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносиль-

ны:

(a) f(z) ∈ H(∞, q, α);

(b) f(z) ∈ H(p, q, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p, q, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d)
∞∑
k=0

|ak|q
mαq

k
< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥∞,q,α ≈ ∥f∥p,q,α ≈

( ∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

)1/q

.

Доказательство. Импликация (a)⇒(b) очевидна ввиду элементарного вложе-

ния H(∞, q, α) ⊂ H(p, q, α).

Импликация (b)⇒(c) следует из неравенств Пэли Теоремы A, которая утвер-

ждает, что Mp(f ; r) ≈ Ms(f ; r) для любого s, 0 < s < ∞. Докажем импликацию

(c)⇒(d). По условию (c), в частности, имеем f(z) ∈ H(2, q, α). Тогда по леммам

2 и 3

∥f∥q2,q,α =

∫ 1

0

(1− r)αq−1

(∫ π

−π

|f(reiθ)|2 dθ
2π

)q/2

dr =

=

∫ 1

0

(1− r)αq−1

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akr
mkeimkθ

∣∣∣∣∣
2
dθ

2π

q/2

dr ≥

≥ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|2r2mk

)q/2

dr ≥

≥ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|2rmk

)q/2

dr ≥ C
∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |2
q/2

≥

≥ C
∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |q
 ≥ C

∞∑
k=0

 ∑
mj∈Ik

|aj |q

mαq
j

 = C
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

,

где C = C(p, q, α, λ).

Для доказательства импликации (d)⇒(a), вновь применим леммы 2 и 3, учиты-

вая, что количество целых чисел mj , содержащихся в интервале Ik, не превышает

N = 1 + [logλ 2],

∥f∥q∞,q,α =

∫ 1

0

(1− r)αq−1Mq
∞(f ; r)dr =
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=

∫ 1

0

(1− r)αq−1

(
sup

θ∈(−π,π)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akr
mkeimkθ

∣∣∣∣∣
)q

dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|rmk

)q

dr ≤

≤ C

∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |

q

≤ C

∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |q
 ≤

≤ C
∞∑
k=0

 ∑
mj∈Ik

|aj |q

mαq
j

 = C
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

,

где C = C(q, α, λ). Это завершает доказательство теоремы 1. �

Определим оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля

D−αf(z) =

∞∑
k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
akz

k, z ∈ D, α > 0,

Dαf(z) =

∞∑
k=0

Γ(k + 1 + α)

Γ(k + 1)
akz

k, z ∈ D, α > 0,

ср. [2], [20, Раздел 22, (22.51)].

Теорема 2. Пусть 0 < q < ∞, α > 0, β ∈ R,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лаку-

нарная последовательность, f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходя-

щимся лакунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда следующие утверждения

равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H(∞, q, α);

(b) Dβf(z) ∈ H(p, q, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H(p, q, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d)
∑∞

k=0
|ak|q

m
(α−β)q
k

< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥Dβf∥∞,q,α ≈ ∥Dβf∥p,q,α ≈

( ∞∑
k=0

|ak|q

m
(α−β)q
k

)1/q

.

Доказательство. Разложение в ряд функции Dβf(z) также лакунарно. Поэто-

му, мы можем применить теорему 1 к каждой из функций

Dβf(z) =

∞∑
k=0

Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)
akz

mk ,
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D−βf(z) =
∞∑
k=0

Γ(mk + 1)

Γ(mk + 1 + β)
akz

mk .

Далее, формула Стирлинга утверждает, что для β > 0

Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)
∼ mβ

k при k → ∞.

Следовательно,

∥Dβf∥qp,q,α ≈
∞∑
k=0

(
Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)

)q |ak|q

mαq
k

≈
∞∑
k=0

|ak|q

m
(α−β)q
k

.

�

Замечание 1. Легко видеть, что теорема 2 остается верной, если мы заме-

ним оператор Римана–Лиувилля Dβ на дробный оператор Адамара

Fαf(z) =
∞∑
k=0

(1 + k)αakz
k, z ∈ D, α ∈ R.

Замечание 2. Подставляя β − α вместо α, убеждаемся, что теорема 2 по-

крывает все пространства Бесова и обобщает предыдущие аналогичные резуль-

таты из [7, 8, 13, 17].

Теоремы A и B допускают аналогичные обобщения с дробными производными,

доказательства которых мы опустим.

Теорема 3. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунарным

рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда для любого p, 0 < p < ∞, функция Dβf принадле-

жит классу Харди Hp тогда и только тогда, когда {mβ
kak} ∈ ℓ2. Более того,

соответствующие нормы эквивалентны: ∥Dβf∥Hp ≈
( ∞∑

k=0

m2β
k

∣∣ak∣∣2)1/2

.

Теорема 4. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

α > 0, β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунар-

ным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H(∞,∞, α);

(b) Dβf(z) ∈ H(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) sup
k≥0

|ak|
mα−β

k

< +∞.
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Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥Dβf∥∞,∞,α ≈ ∥Dβf∥p,∞,α ≈ sup
k≥0

|ak|
mα−β

k

.

Теорема 5. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

α > 0, β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунар-

ным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H0(∞,∞, α);

(b) Dβf(z) ∈ H0(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H0(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) limk→∞
|ak|

mα−β
k

= 0.

Замечание 3. Следует отметить, что теорема 3 включает случай голоморф-

ных пространств Харди–Соболева [21], содержащих те голоморфные функции,

чьи производные из Hp. Теоремы 4 и 5 покрывают все весовые пространства

Блоха и малые пространства Блоха, обобщая предыдущие известные резуль-

таты из [7], [8], [10], [13], [17], [22].

3. Поточечные оценки лакунарных рядов

Хорошо известно, что произвольная функция f(z) ∈ H(p, q, α) удовлетворяет

поточечной оценке

(3.1) |f(z)| ≤ C(p, q, α)
∥f∥p,q,α

(1− |z|)α+1/p
, z ∈ D.

Неравенство (3.1) следует из оценки Харди–Литтлвуда

M∞(f ; ρ) ≤ C(1− ρ)−1/pMp(f ; ρ), 0 < ρ < 1,

которую можно найти в [1, Теор.5.9], или в [3, Prop.2.1]. Действительно, доста-

точно возвести последнее неравенство в степень q < ∞ и проинтегрировать с

весом (1− ρ)αq−1 по интервалу (r, 1),∫ 1

r

(1− ρ)q/p+αq−1Mq
∞(f ; ρ)dρ ≤ C

∫ 1

r

(1− ρ)αq−1Mq
p (f ; ρ)dρ, 0 < r < 1.

Ввиду монотонности величины M∞(f ; ρ) получаем

Mq
∞(f ; r)

∫ 1

r

(1− ρ)q/p+αq−1dρ ≤ C∥f∥qp,q,α,

что немедленно влечет (3.1).
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Показатель α+1/p в (3.1) наилучший для произвольных функций. Действитель-

но, вложение H(p, q, α) ⊂ H(∞,∞, α+ 1/p− ε) ложно для любого малого ε > 0.

Можно проверить, что функция

g(z) =
(
1− z

)−(α+1/p)
(
log

e

1− z

)−2/q

, z ∈ D,

принадлежит H(p, q, α), но не принадлежит H(∞,∞, α+ 1/p− ε).

Следующая теорема показывает, что лакунарные ряды из H(p, q, α) имеют более

медленный рост вблизи границы, чем произвольные функции из H(p, q, α).

Теорема 6. Пусть 0 < p, q ≤ ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная

последовательность, и f(z) – функция из H(p, q, α), заданная сходящимся ла-

кунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда

(3.2) |f(z)| ≤ C(λ, p, q, α)
∥f∥p,q,α
(1− |z|)α

, z ∈ D,

где показатель α не может быть уменьшен.

Доказательство. Для функции f ∈ H(p, q, α) с 0 < q < ∞, по теореме 1 имеем
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

≤ C∥f∥qp,q,α, и
|ak|q

mαq
k

≤ C∥f∥qp,q,α, k ≥ 0,

или

(3.3) |ak| ≤ C∥f∥p,q,αmα
k для всех k ≥ 0,

где C = C(λ, p, q, α) независима от f . Для q = ∞ и функции f ∈ H(p,∞, α),

последнее неравенство следует непосредственно из Теоремы B. Таким образом,

любой лакунарный ряд f из H(p, q, α) с 0 < q ≤ ∞ удовлетворяет оценке (3.3).

Следовательно,

|f(z)| ≤
∞∑
k=0

|ak||z|mk ≤ C∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

mα
k |z|mk =

(3.4) = C∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

∑
mj∈Ik

mα
j |z|mj ,

где Ik = {i ∈ N; 2k ≤ i < 2k+1}. Количество целых чисел mj , содержащихся в

Ik, не превышает N = 1+ [logλ 2]. Поэтому внутреняя сумма в (3.4) может быть

оценена следующим образом∑
mj∈Ik

mα
j |z|mj ≤ N2(k+1)α|z|2

k

.
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Значит, из (3.4) следует, что

|f(z)| ≤ CN∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

2(k+1)α|z|2
k

≈ ∥f∥p,q,α
(1− |z|)α

.

Последнюю оценку можно найти, например, в [1, стр. 66].

Теперь покажем, что показатель α в (3.2) наилучший. Предположим, что су-

ществует показатель β, 0 < β < α, такой, что для каждого лакунарного ряда

f ∈ H(p, q, α) найдется постоянная C > 0 такая, что

(3.5) |f(z)| ≤ C∥f∥p,q,α
(1− |z|)β

, z ∈ D,

т.е. f ∈ H(∞,∞, β). Выбирая γ таким, что β < γ < α, определим контрпример

f0(z) =
∞∑
k=0

2kγz2
k

, z ∈ D.

По Теоремам B и 1 функция f0(z) принадлежит H(p, q, α), но, с другой стороны,

f0(z) ̸∈ H(∞,∞, β). Это противоречит (3.5) и завершает доказательство теоре-

мы. �

Хотя мы не можем уменьшить показатель α в (3.2), тем не менее, мы можем

уточнить оценки (3.2) в следующем смысле.

Теорема 7. Пусть 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произволь-

ная лакунарная последовательность, и f(z) – функция из H(p, q, α), заданная

сходящимся лакунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда

(3.6) f(z) = o

(
1

(1− |z|)α

)
при |z| → 1−.

Доказательство. Для любого ε > 0 по Лемме 1 можем выбрать ρ0 ∈ (0, 1) на-

столько близким к 1, чтобы

∥f − fρ∥p,q,α < ε для всех ρ ∈ (ρ0, 1),

и, кроме того, (1 − r)α < ε для всех r ∈ (ρ0, 1). По теореме 6 для функции

f − fρ ∈ H(p, q, α) будем иметь оценку

|f(z)− fρ(z)| ≤ C(λ, p, q, α)
∥f − fρ∥p,q,α
(1− |z|)α

, z ∈ D.

Для фиксированного ρ ∈ (ρ0, 1) получим

(1− |z|)α|f(z)| ≤ (1− r)α|f(z)− fρ(z)|+ (1− r)α|fρ(z)| ≤

≤ C∥f − fρ∥p,q,α + Cρ(1− r)α < Cε

для всех r ∈ (ρ0, 1). �
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Разумеется, показатель α в (3.6) не может быть уменьшен ввиду теоремы 6.

Abstract. The paper establishes a necessary and sufficient condition under which

a lacunary series belong to a mixed norm space of functions holomorphic in the unit

disc. As a corollary, some sharp pointwise estimates for lacunary series are obtained.
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